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Zweiter  Teil. 

Integral-ßechnung. 

Erster  Abschnitt. 
Grundlagen  der  Integral-Reclmung. 

§   1.    Das  bestimmte  und  das  unbestimmte  Integral. 

225.  Stellung  und  formale  Lösung  der  Grundaufgabe 
der  Integralrechnung.  Die  Grundaufgabe  der  Differential- 
Rechnung  besteht  darin,  zu  einer  in  dem  Intervalle  {u,  ß)  ein- 
deutig definierten  stetigen  Funktion  F(x)  den  Differential- 
quotienten, d.  i.  den  Grenzwert 

(1)  lim  ^(^±^)IZZ(^ 

für  ein  unbestimmtes  x  aus  {a.,  ß)  anzugeben. 

Aus  der  Umkehrung  dieser  Aufgabe  entspringt  die  neue: 
Es  ist  eine  Funktion  Fix)  so  zu  bestimmen,  daß  ihr  Dif- 
ferentialquotient gleich  sei  der  gegebenen  eindeutigen  Funktion 
f(x),  daß  sie  also  bei  allen  Werten  von  x,  für  welche  f(x) 
definiert  ist,  der  Gleichung  genüge: 

Hiermit  ist  das  Grundprohlem  der  Integral- Bechnung  aus- 
gesprochen. 

Die  Bestimmung  von  F(x)  aus  f(x)  heißt  die  Integration 
von  f{x).  Hiernach  ist  die  Integration  die  inverse  Operation 
zur  Differentiation. 

Wenn  eine  Funktion  von  dieser  Beschaffenheit  existiert,  so 
muß  sie  notwendig  eindeutig  und  stetig  sein  in  dem  Bereich  (a,  ß) 

Czuber,  Vorleäungen.    It.    3.  Aufl.  1 
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Tou  fix),  weil  nur  einer  solchen  Funktion  an  jeder  Stelle  ein 
bestimmter  Differentialquotient  in  dem  durch  das  Symbol  (1) 
bezeichneten  Sinne  zukommen  kann  (20). 

Die  Existenz  einer  Funktion,  welche  der  Gleichung  (2) 
genügt,  vorausgesetzt,  kann  man  mit  den  Hilfsmitteln  der 
Differential-Rechnnng  zu  einer  formalen  Lösung  der  durch  (2) 
gestellten  Aufgabe  wie  folgt  gelangen. 

Es  seien  a,  x  zwei  voneinander  verschiedene  Stellen  aus 
dem  Bereiche  {a,  ß),  a  <Cx.  Man  teile  ihr  Intervall  {a,  x) 
durch  n  —  1  Zwischenstellen  ^i,  ^2?  •  •  •  ^«-i  ^^  ^*  kleinere 
Intervalle: 

(3)  ^a,  x{),  {x^,  x^), .  .  .  {x^_i,  xj, .  .  .  (a^„_i,  X). 

Nach  dem  Mittelwertsatze  gibt  es  in  (x^,_^,  x^)  wenigstens 
eine  SteUe  |^,  an  der 

(4)  F(x^)  -  F{x^_,)  =  (x^  -  x^._,)fa,). 

Setzt  man  hierin  nach  und  nach  v  =  1,  2,  .  .  .  n,  so  ergibt  sich 
das  Gleichungssystem : 

F(x,)  -  F{a)        =  {x,  -  a)f{^,) 

F{x^)  —  F(x^)      =  (x.,  —  Xj)f%) 


Fix)  -F{x^_,)=   ix-x„_,)fU„) 
und  daraus  durch  Summierung  die  Gleichung: 

'F{x)  -  F{a)  =  {X,  -  a)fa,)  +  [x,  -  x,)f(^,)  + 


(5) 


+  (^  -  ^.-i)Ay =^(^.-  ^v-i)mj- 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Änderung,  welche  die  zu 
bestimmende  Funktion  bei  dem  Übergänge  von  a  zu  x  erfährt, 
dargestellt,  und  zwar  in  Werten  der  gegebenen  Funktion. 
Würde  also  der  Wert  F(a)  beliebig  angenommen,  so  wäre  der 
Wert  F(x)  selbst  bestimmt. 

Die  Gleichung  (5)  besteht  zurecht,  in  welcher  Weise  und 
Anzahl  die  Teilintervalle  (3)  von  (a,  x)  gebildet  sein  mögen. 
Sie  stellt  aber  nur  eine  formale  und  nicht  eine  praliische 
Lösung  der  Aufgabe  dar,  weil  die  Ausführung  der  auf  der 
rechten  Seite  vorgeschriebenen  Summation  an  der  Unkenntnis 
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der  Zwischenwerte  |j,  i,^,  •  ■  •  ^n  scheitert;  denn  diese  Zwischen- 
werte sind  außer  von  den  Teilintervallen  auch  von  der  Natur 
der  erst  zu  bestimmenden  Funktion  F(x)  abhängig. 

Zu  einer  wirklichen  Lösung  werden  die  Untersuchungen 
des  nächsten  Artikels  führen. 

226.     Begriff    des    bestimmten    Integrals.     Es    sei 
(a,  ß)    der   Bereich    der    gegebenen    eindeutigen    und    stetigen 
Funktion  f{x).     Demselben  gehöre  das  Intervall  (a,  b),  wobei 
a  <ih,  ganz  an  und  werde  durch  die  steigende  Zahlenfolge 
(p)  a  =  Xq,  x^,  x^,  .  .  .  Xy_^,  x^,  ....  3;^_i,  ^«^  ^ 

in  n  TeilintervaUe  zerlegt;  die  Größe  des  v-ten  Teiüntervalls  ist 

in  demselben  werde  wie  in  jedem  andern  ein  beliebiger  Wert 
1^  angenommen.  Auf  diese  Teilung  T  und  das  Wertsystem 
der  I  werde  eine  n-gliedrige  Summe  gegründet,  deren  Glieder 
die  Produkte  der  Intervallgrößen  mit  den  zugeordneten  Funktions- 
werten /"(!)  sind,  und  mit  S(T)  bezeichnet,  so  daß 

n 

(7)     S{T)  =  dM,)  +  d/(|,)  -f  .  • .  -f-  dJdJ  =^v  ^y(|j. 

Von  einer  solchen  Summe  gilt  der  Satz:  Die  Summe  S{T) 
l-onvergiert  hei  beständig  wachsendem  n  und  Ahnahme  jedes 
einzelnen  Teilintervalls  gegen  Null  unabhängig  von  der  Art  der 
Teilung  und  der  Wahl  der  Zwischenwerte  |  gegen  einen  be- 
stimmten Grenzwert. 

Der  Beweis  dieses  grundlegenden  Satzes  ergibt  sich  aus 
folgenden  Schlüssen. 

1)  Es  sei  m,,  die  untere,  Jf,,  die  obere  Grenze  von  f{x) 
in  {x^_y,  x^,  also  ihr  kleinster  und  größter  Wert  in  diesem 
Teilintervall. 

Ersetzt  man  in  S{T)  die  Funktionswerte  /'(!,.)  durch  die 
m^,  so  entsteht  eine  neue  auf  dieselbe  Teilung  gegründete 
Summe;  sie  soll  die  untere  Summe  heißen  und  mit  S^(T)  be- 
zeichnet werden;  mit  S{T)  verglichen  ist 

n 

1 

in  keinem  Falle  größer,  sondern  im  allgemeinen  kleiner. 

1* 
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Von  der  oberen  Summe  S^{T),  die  aus  S(T)  durch  Er- 
setzung der  /■(!,,)  mit  31^  entsteht,  also  von 

n 

(9)  S,{T)=^rö^M,., 

läßt  sich  in  gleicher  Weise  aussagen,   daß  sie  im  allgemeinen 
größer  ist  als  S(T). 

Demnach  ist  S{T)  eingeschlossen  zwischen  die  Grenzen 

(10)  S,{T)<S{T)<SXT). 

2)  Die  beiden  Summen  S^{T),  S^,{T)  lassen  sich  selbst 
wieder  ztvischen  zivei  angehbare  Ch'enzen  einschließen. 

Bezeichnen  nämlich  nt,  M  die  untere  und  die  obere  Grenze 
von  fix)  in  dem  ganzen  Intervall  {a,  b),  so  wird  S^{T)  ver- 
kleinert, wenn  man  darin  die  einzelnen  m„  durch  m,  hingegen 
S^{T)  vergrößert,  wenn  man  darin  die  einzelnen  31^  durch  Ji 
ersetzt;  es  gehen  aber  dadurch  die  genannten  Summen  über  in 

n 

m  ^,  d,,  =  7)1  (b  —  a) 
1 

n 

3£^ö^.  =  M{b-a). 

Infolgedessen  kann  die  Ungleichung  (10)  wie  folgt  er- 
weitert werden: 

(11)  m(h  -a)<  6;Xr)  <  S{T)  <  S^T)  <  M(b  -  a) . 

3)  Mit  zunehmender  Anzahl  der  Teilintervalle  wächst  die 
untere  Summe,  ivälirend  die  obere  abnimmt. 

Um  dies  zu  erweisen,  nehmen  wir  zu  der  Teilung  T: 

a  =  Xqj    X^y    ^2}  •  ■  ■  ^v-l)    "^j  >  •  •  •  "^n  - 1  7    "^n^  ^ 

eine  zweite  T': 

und  konstruieren  aus  beiden  durch  Vereinigung  der  Teilpunkte 
eine  dritte  T": 

so  kann  T"  sowohl  als  Fortsetzung  von  T  wie  als  Fortsetzung 
von  T'  angesehen  werden. 
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An  die  Stelle  des  einen  Gliedes  ^,,w,,  in  S^X^  *^'^^*  ^^ 
S^^{T")  eine  Summe 

wobei  ö'a"  4-  ö,""+i  +  •  •  •  -f  da"+p  =  ^y,  und   diese   ist  aus   den 
in  2)  entwickelten  Gründen  größer  als  ö^,m^,,  folglich  ist  auch 

In  gleicher  Weise  kommt  an  die  Stelle  von  (5,.-M^  in  Sg{T) 
eine  Summe  in  S^{T"): 

d'a"M'a"  +  d«"  +  iiH«"  +  i  +  •  •  •  +  dä"+p3Iä-+p, 
die  von  d^.M^   an   Größe  übertroffen  wird,  folglich  ist  auch 

4)  Die  auf  irgend  eine  Teilung  von  {a,  h)  gegründete  untere 
Summe  ist  Meiner  als  die  auf  dieselbe  oder  eine  heliebige  andere 
Teilung  gegründete  ohere  Summe. 

Bei  ein  und  derselben  Teilung  ist  die  Richtigkeit  dieser 
Aussage  evident;  denn  die  Glieder  von  S^{T)  sind  kleiner  als 
die  korrespondierenden  Glieder  von  S^^{T). 

Für  zwei  verschiedene  Teilungen  wie  T  und  T'  ergibt  sie 
sich  aus  dem  Vorhergehenden  wie  folgt:    Es  ist 

s,Ar)<s^iT") 

wegen  3),  dann  weil  auf  dieselbe  Teilung  sich  stützend 

s^{r')<sxT"), 

endlich 

s,XT")<sj:r), 

wegen  3)  und  weil  T"  auch  die  Fortsetzung  von  T'  ist;  daher 
ist  auch 

s^Txsxn. 

5)  SoivoJd  die  untere  als  auch  die  ohere  Summe  konve^-giert 
hei  unbegrenzt  foiigesetder  Teilung  von  (a,  b)  gegen  einen  be- 
stimmten Grensivert. 

Es  sei  T' ,  T" ,  T'",  .  .  .  eine  unbegrenzte  Folge  von 
Teilungen,  deren  jede  eine  Fortsetzung  der  unmittelbar  vorher- 
gehenden ist;  alsdann  hat  man  nach  3) 

S.iT')<SJT")<S^{r")<.-. 
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d.  h.  die  unteren  Summen  bilden  eine  steigende  Folge  von 
Zahlen,  die  aber  notwendig  einen  Grenzwert  bat,  weil  zufolge 
4)  alle  unteren  Summen  unter  allen  oberen  Summen  und  diese 
ihrerseits  nach  (11)  unter  dem  festen  Wert  M(h  —  a)  bleiben. 
Folglich  existiert  lim6'^^(T). 
Ferner  ist  nach  3) 

sxT')>ssT")>sxr")>---; 

d.  h.  es  bilden  die  oberen  Summen  eine  fallende  Folge  von 
Zahlen,  die  aber  notwendig  einen  Grenzwert  hat,  weil  zufolge 
4)  alle  oberen  Summen  über  allen  untern  Summen  und  diese 
wiederum  nach  (11)  über  dem  festen  Wert  7n(h  —  d)  liegen. 
Es  existiert  also  auch  \miS,^{T). 

6)  Die  beiden  Grenzwerte  limS^{T)  und  liynSJT)  sind 
einander  gleich.     Auf  Grund  von  (8)  und  (9)  ergibt  sich 

n 

1 
Die  Differenz  zwischen   der   oberen   und  unteren  Grenze  einer 
Funktion  in  einem  Intervall  bezeichnet  man  nach  Riemann  als 
die  Schwankung  der  Funktion  in  diesem  Intervall;  für  das  v-te 
Teilintervall  ist  sie 

und  hiermit  schreibt  sich 

n 

(12)  SXT)-S^XT)=2^^'^- 

Versteht  man  unter  6  die  größte  der  Schwankungen  in 
den  einzelnen  TeilintervaUen,  so  ist 

n 

1 

Da  nun  die  Funktion  f(x)  als  stetig  vorausgesetzt  wurde, 
so  nehmen  die  Schwankungen  mit  fortgesetzter  Teilung  dem 
Betrage  nach  beständig  ab  und  sinken  schließlich  unter  jede 
noch  so  klein  festgesetzte  Zahl;  denn  die  Annahme,  die  Schwan- 
kung bleibe,  wie  klein  auch  die  Intervalle  werden,  über  einer 
festgesetzten  Zahl,  stünde  mit  dem  Wesen  der  Stetigkeit  im 
Widerspruche   (17,  2)).     Es    wird    also    auch    die    größte    der 
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Schwankungen  bei  unbeschränkt  fortgesetzter  Teilung  beliebig 
klein,  womit  dasselbe  gesagt  ist  wie  mit  dem  Ansätze 

(13)  limÄ„(T)  =  lim6;(r). 

7)  Die  Summe  S(T),  gegründet  auf  heliehige  Zwischenwerte 
t, ,  nähert  sich  hei  unbegrenzt  fortgesetzter  Teilung  einem  bestimmten 
Grenzivert. 

Denn  S(T)  bleibt  über  allen  S^T)  und  unter  allen  S^T), 
und  da  diese  einer  gemeinschaftlichen  Grenze  sich  nähern,  so 
ist  dies  auch  die  Grenze  von  S{T),  d.  h.  es  ist 

(14)  lim  S^T)  =  lim  S{T)  =  lim  S^T). 

Daß  lim  S{T)  von  der  Art  der  Teilung  unabhängig  ist, 
kann  so  eingesehen  werden.  Sind  zwei  Teilungen,  T  und  T', 
so  weit  gediehen,  daß  S(T)  und  S{T')  von  den  bezüglichen 
Grenzwerten  dem  Betrage  nach  um  weniger  als  s  abweichen, 
und  bildet  man  durch  Superposition  von  T  und  T'  eine  dritte 
Teilung  T",  so  wird  S^T"),  weil  T"  sowohl  eine  Fortsetzung 
von  T  wie  von  T'  ist,  von  den  genannten  Grenzwerten  auch 
um  weniger  als  s  abweichen,  was  nur  möglich  ist,  wenn  diese 
selbst  einander  schließlich  beliebig  nahe  kommen;  d.  h.  es  ist 

Um  S{T)  =  lim  S(T'). 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  an  die  Spitze  dieses  Artikels 
gestellten  Satzes  vollendet. 

Da  die  Art  der  Teilung  und  die  Wahl  der  Funktionswerte 
innerhalb  der  Teilintervalle  für  den  Grenzwert  der  Summe 
ohne  Belang  ist,  so  kann  in  der  Bezeichnung  jede  Bezugnahme 
darauf  unterbleiben  und  es  soll  fortan  nur  von  der  Summe  S 
gesprochen  werden. 

227.  Definition.  Auf  den  vorstehenden  Satz  gründet 
sich  nun  die  folgende  Definition: 

Der  Grenzivert,  ivelchem  die  mit  der  stetigen  FunJction  f(x) 
gebildete  Summe 

n 

s  =  öM,)  +  ö,f{^,)  +  .  •  •  +  djxu  =  2  ^/(^^) 

1 

hei  beständig  zunehmender   Zahl  der  Teile  von  {a,  b)  und  Ah- 
nahme jedes  einzelnen    gegen  Null  zustrebt,  ivird  das  über  das 
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Intervall  (a,  h)  erstreckte  bestimmte  Integral  der  Funktion  f(jf) 
genannt  und  durch  das  Symbol 

b 

J  f(x)dx 

a 

bezeichnet;  a  heißt  die  untere,  b  die  obere  Grenze  des  Integrals, 
fix)dx  sein  Element. 

Diese  Definition  soll  durch  die  Gleichung 

r  ^ 

(15)  \f{x)dx^\im2j^rn^.) 

^  1 

a 

dargestellt  werden,  zu  welcher  nur  zu  bemerken  ist,  daß  Xq=  a 
und  x^=b  ist. 

Das  Symbol  ist  der  Entstehung  angepaßt;  das  von  Leib- 
uiz*)  eingeführte  langgezogene  j,  das  Integralzeichen,  aus  dem 
Buchstaben  S  entstanden,  deutet  auf  die  Bildung  einer  Summe 
und  das  Element  f{x)dx  auf  den  Bau  der  Glieder  dieser 
Summe  hin;  jedes  Glied  ist  nämlich  das  Produkt  aus  der  Dif- 
ferenz zweier  Werte  der  Variablen  und  aus  einem  Werte  der 
Funktion,  dessen  Argument  dem  Intervalle  der  beiden  Werte 
der  Variablen  angehört.  Die  Zufügung  der  Grenzen  zu  dem 
Integralzeichen  ist  durch  Fourier**)  eingeführt  worden. 

Der  Definition  (15)  zufolge  erfordert  die  Berechnung  eines 
bestimmten  Integrals  die  Durchführung  zweier  Prozesse:  einer 
Summierung  und  eines  darauffolgenden  Grenzüberganges.  Aber 
nur  in  sehr  einfachen  Fällen  gelingt  es,  diese  Prozesse  direkt 
zu  vollziehen;  es  wird  sich  daher  um  andere  Mittel  zur  Aus- 
wertung eines  bestimmten  Integrals  handeln. 

Wenn  man  den  Beweis  des  Satzes  in  226,  auf  welchen 
der  Begriff  des  bestimmten  Integrals   sich   stützt,   genau   ver- 


*)  In   einem   Manuskript   vom   29.    Oktobfer  1675.     Zu   allgemeiner 
Anwendung  kam  es  erst,  seit  Johann  Bernoulli  es  annahm  (1696). 

**)  Theorie  analytique  de  la  chaleur,  1822.  Vordem  wurden  die 
Grenzen  im  begleitenden  Texte  angegeben.  Noch  1819  bedient  sich 
Lacroix  im  3.  Bande  des  Traite  du  calc.  integr.  an  einer  Stelle  (p.  468) 

der  recht  umständlichen  Schreibweise:   //'(a;)<ia;~j    • 
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folgt,  SO  wird  man  gewahr,  daß  die  Schlüsse  1)  bis  5)  auch 
dann  aufrecht  bleiben,  wenn  von  der  Funktion  f{x)  nur  an- 
genommen wird,  sie  sei  eine  begrenzte  Funktion,  d.  h.  eine 
solche,  daß  keiner  ihrer  Werte  unter  einer  bestimmten  Zahl 
und  keiner  äher  einer  bestimmten  (größeren)  Zahl  liegt.  Erst 
in  dem  Schlüsse  (6)  wird  von  der  Eigenschaft  der  Stetigkeit 
Gebrauch  gemacht. 

Setzt  man  also  f{x)  bloß  als  eine  begrenzte  Funktion 
voraus,  so  hängt  die  Existenz  eines  bestimmten  Grenzwertes 
der  Summe  S  und  damit  die  Existenz  eines  bestimmten  Integrals 
davon  ab,  ob  die  Summen  S„  und  S,^  gegen  eine  und  dieselbe 
Grenze  konvergieren;  dies  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 
die  Differenz  (12)  gegen  Null  abnimmt,  d.  h.  wenn 

II 

1,16)  lim^^,^„=0 

1 

ist.  Ist  diese  Bediugung,  welche  verlangt,  daß  die  Summe  der 
mit  den  zugehörigen  SchtvanJmngen  multiplizierten  Intervalle  hei 
fortschreitender  Teilung  von  (a,  V)  der  Null  sich  nähert^  erfüllt, 
so  nennt  man  die  Funktion  f(x)  in  dem  Intervalle  {a,  b)  in- 
tegrabel. 

Von  einer  in  («,  /3)  stetigen  Funktion  kann  man  daher 
sagen,  sie  sei  in  jedem  Intervalle  (a,  h),  das  dem  (a,  ß)  an- 
gehört, integrabel. 

Aber  auch  eine  begrenzte  Funktion,  die  an  einer  beschränk- 
ten Anzahl  von  Stellen  in  («,  b)  einen  endlichen  Sprung  macht 
(18,  2)),  ist  in  (a,  b)  integrabel;  denn,  obwohl  den  Sprung- 
stellen Intervalle  mit  endlich  bleibender  Schwankung  entsprechen, 
so  konvergiert  doch  auch  der  von  diesen  Intervallen  herrührende 
Anteil  der  Summe  (16)  gegen  Null. 

228.  Geometrische  Interpretation  des  bestimmten 
Integrals.  Bevor  wir  auf  Beispiele  direkter  Berechnung  be- 
stimmter Integrale  auf  Grund  der  Formel  (15)  eingehen,  sollen 
spezielle  Formen  der  darin  auftretenden  Summe  gebildet  werden. 
Dies  möge  jedoch  an  der  Hand  der  geometrischen  Interpretation 
des  bestimmten  Integrals  geschehen. 
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Der  Gleichung 


y  =  f{x), 


in  welcher  f{x)  eine  stetige  Funktion  bedeutet,  entspricht  eine 
Kurve  CD  (Fig.  126);  dem  Intervalle  (a,  h)  eine  Strecke  AB 
in  der  Abszissenachse;  dem  Teilintervalle  (^y_i,  x^)  eine  Teil- 
strecke PP'  von  J.jB;  dem  Zwischenwerte  |^  ein  Punkt  Q'  auf 
PP'-,  dem  Funktionswerte  /"(l,,)  die  Ordinate  QQ',  von  der  wir 
zunächst  annehmen,  daß  sie  in  dem  Be- 
reiche (a,  h)  beständig  positiv  sei.  Mit- 
hin ist  das  Produkt 

(17)  dJiD^PP'.QQ' 

die  Fläche  des  Rechtecks  mit  der  Basis 
PP'  und  der  Höhe  Q  Q',  und  die  Summe 

n 

1 

die  Summe  der  gleichartigen  über  allen  Teilen  von  AB  er- 
richteten Rechtecke.  Unabhäncrig  von  der  Wahl  der  Zwischen- 
punkte  Q  konvergiert  diese  Rechteckssumme  bei  fortschreitender 
Teilung  von  AB  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert 


/  f{x)dx. 


Diesen  Grenzwert  erklärt  man  naturgemäß  als  die  Fläche  der 
teilweise  voji  der  Kurve  begrenzten  Figur  ABDC. 

Es  löst  demnach  das  bestimmte  Integral  eine  Aufgabe  der 
Geometrie,  welche  der  elementaren  Mathematik  unzugänglich  ist: 
die  Berechnung  der  Fläche  oder  die  Quadratur  einer  krumm- 
linig begrenzten  Figur.  Aus  dieser  geometrischen  Aufgabe  hat 
Leibniz  den  Begriff  des  bestimmten  Integrals  entwickelt. 

FäUt  /"(!,,)  negativ  aus  und  setzt  man  ein  für  allemal 
voraus,  daß  die  Werte  Xq,  Xi,  x^,  •  ■  .  x^  steigend  geordnet 
und  somit  alle  ö,  positiv  sind,  so  gibt  Formel  (17)  die  nega- 
tive Flächenzahl  des  betreffenden  Rechtecks.  Wenn  daher  die 
Kurve  CD  innerhalb  des  Bereichs  (a,  h)  teils  über,  teils  unter 
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der  Abszissenachse  liegt,  so  liefert  das  Integral  die  algebraische 
Summe  der  positiv  gezählten  Flächenteile  über  und  der  nega- 
tiv gezählten  Flächenteile  unter  der  Abs- 
zissenachse, also  in  Fig.  127  den  Wert 
AEC-EGF-^FBD. 
Da  die  Wahl  der  Zwischenpuiikte  Q 
willkürlich  ist,  so  kann  auch  P  oder  P'  ö^~i~ 
(Fig.  126)  dafür  genommen  werden;  damit 
ergeben  sich  die    folgenden   speziellen  Formen   der  Summe  S: 

n 

(18)  S=^ÖJ^x^._,), 

1 

n 

(19)  s^^öjix:), 

1 

die  erste  mit  den  Anfang siv er ten  der  Funktion,  die  zweite  mit 
den  Endwerten  gebildet. 

Weil  ferner  die  Art  der  Intervallteilung  ohne  Einfluß  auf 
den  Grenzwert  ist,  so  kann  man  die  Teile  auch  gleich  machen; 

dann  ist 

b  —  a       , 
n 
ein  solcher  Teil, 

a,  a  +  Ji,  a  -\-  2h,  ...  & 

die  Wertreihe,  welche  die  Teilung  bestimmt,  und  entsprechend 
den  Formen  (18),  (19)  ergeben  sich  folgende  Definitionen  für 
das  bestimmte  Integral: 

6 

(20)      ff{x)  dx  =  lim  { him  J^f[a-\-}i)  +  -..+f{h-  h)) } 


^ '■(«  +  '' ^)l 


71=00 

und 

h 

(21)    ff{x) dx  =  lim  { h{fXa  -f  li)  +  ^a  +  2/i)  -f  •  •  •  +  f{h)) 


/,  =  o 


=^-S-^2f{<'+'''^')] 
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Formel  (20)  bestimmt  die  Fläclie  AJBBC  als  Grenzwert 
der  Summe  der  inneren  Rechtecke  F'M,  Formel  (21 )  als  Grenz- 
wert der  Summe  der  äußeren  Rechtecke  PM'-^  diese  Benennung 
ist  jedoch  angepaßt  dem  in  Fig.  11(]  dargestellten  Falle,  wo 
die  Kurve  CD  steigt;  sie  würde  sich  umkehren,  wenn  die  Kurve 
fiele;  bei  einer  bald  steigenden,  bald  fallenden  Kurve  werden 
in  beiden  Darstellungsformen  sowohl  äußere  als  auch  innere 
Rechtecke  vorkommen. 

229.    Beispiele   direkter  Ausrechnung  bestimmter 

h 

Integrale.     1)    Behufs  Ermittlung   des   Integrals    jx^dx    hat 

a 

man  zufolge  (20)  den  Grenzwert  von 

für  lim  n  =  oo  zu  bestimmen;  dieser  Ausdruck  verwandelt  sich 
nach  Ausführung  der  Quadrate  in 


n 


=  (,_„)[«^  +  «(^.-«)(l-i)+<^'(l-|)(2-i)]; 
demnach  ist  sein  Grenzwert 

/ 1.  N      2      ,  ,7,  N2      ,      (^  —  «)'  ^'  —  «' 

(h  —  a)a^  +  a[h  —  af  +  ^j-^  =  — 3 — ; 
so  daß  also 

h 

b'  —  a^ 


J 


x^dx  = 


2)  Zur  Wertbestimmung  des  Integrals  j  a^dx  hat  man  den 

Grenzwert  von 

h[a"  +  ««  +  ''  +  •••  +  a«  +  "^''] 
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für  lim  h  =  0  mit  der  Maßgabe  zu  bilden,  daß  nli  =  ß  —  a  ist; 
nmi  läßt  sich  dieser  Ausdruck  umformen  in 


a''  —  1 
und  da  lim      -       =-la  (109,  (2)),  so  hat  man 


A  =  0       ^' 


i* 


/ 


a^tZiC  =  " 


/a 


3)   Die  Ausrechnung  des   Integrals    fsinxdx  kommt  auf 

a 

die  Bestimmung  des  Grenzwertes  von 

h  [sin  a  +  sin  (a  +  /<)  +  •••  +  sin  (a  +  w  —  ih)] 
für  lim  h  =  0   und  nh  =  &  —  a  zurück.     Die    eingeklammerte 
Summe  läßt  sich  wie  folgt  bilden.     Geht  man  von  der  Formel 

2  sin  {a  -f-  /'"^O  ^in  ^ 

/.2k  —  l-,\              /      ,    2A-  +  1  ,\ 
=  cos  la  -\ — •  hj  —  cos  ( a  -\ ~ —  hj 

aus  und  wendet  sie  auf  Je  =  0,  1,  .  .  .  n  —  1  an,  so  ergibt  sich 
das  Gleichungssystem: 

2  sin  a  sin  —  =  cos  (a  — ^)  ~  ^^^  (^  +  t) 
2  sin  (a  +  Ji)  sin  —  =  cos  (a  -\- y)  ~  ^^^  (^  "^  'Yl 


2  sin  (a  +  w  —  1  ä)  sin  -  =  cos  (a  -\ ^ —  hj  —  cos  (a  -\ — ^— —  hj 

und  durch  seine  Summierung  die  Gleichung: 

2  sin  —  [sina  -f  sin  (a  +  /i)  +  •  •  •  +  sin  la  -\-  7i  —  Ih)] 

=  cos  (a  — ^)  ~  cos  (a  H ^^ —  /i  j , 

woraus 

sin  a  +  sin  [a  -\-  h)  -{-••■  -\-  sin  [a  -\-  n  —  1  h) 

.    nh 
sin— - 
2 


.     h 

sm  — 


sinj^a  H ^— )• 
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Es  bleibt  also  der  Grenzwert  von 

A 
„.     h  —  a     Y       .     (h-\-  a        h\ 

Bin-- 

zu  bestimmen,  und  dieser  ist  (16,  2)) 

c^    .     h  —  a    .     h  -\-  a  -, 

2  sm    ^ —  sin  — ^ —  =  cos  a  —  cos  o. 

Demnach  ist 

h 

I  sin  xdx  =  cos  a  —  cos  h. 

a 

b 

Auf  analogem  Wege  läßt  sich  auch   j  cos  xdx  ermitteln. 

a 

230.  Fundamentale  Eigenschaften  des  bestimmten 
Integrals.  Aus  dem  Begriffe  des  bestimmten  Integrals  lassen 
sich  einige  seiner  Eigenschaften  unmittelbar  ableiten,  die  bei 
der  Rechnung  mit  Integralen  beständige  Anwendung  finden. 

1)  Ein  Integral,  in  welchem  die  untere  Grenze  der  oberen 
gleich  ist,  hat  den  Wert  Null. 

Es  ist  also 

a 

(22)  ff{x)dx^O; 

a 

denn  das  Integrationsintervall  («.,  a)  hat  keine  Ausdehnung, 

2)  Durch  Vertauschung  der  beiden  Grenzen  eines  Integrals 
ändert  sich  nur  dessen  Vorzeichen. 

Die  auf  die  Wertfolge 

a  =■  Xqj  x.^y .  .  .  Xj^  =  o 
gegründete  Summe  S  hat  den  Ausdruck 

1 

die  gleichartige  auf  die  Wertfolge 

o  =  x_ ,  x_  _  1 ....  X, ,  3^ft  =  a 
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bezügliche  Summe  den  Ausdruck 


2^(-'^^'^A^v); 


aus 


1  1 

ergibt  sich  durch  den  Übergang  zur  Grenze: 

a  b 

(23)  ff(x)  dx  =  -ff{x)  dx. 

b  a 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  ist  das  Integrations- 
intervall durch  eine  Strecke  der  x-Achse  versinnlicht,  und  den 
beiden  Integi'ationsfolgen  (a,  b),  (h,  a)  entsprechen  die  beiden 
Richtungen  dieser  Strecke;  man  kann  daher  auch  sagen,  mit 
der  Änderung  der  Integrationsrichtung  ändere  sich  das  Vor- 
zeichen des  Integrals. 

3)  Sind  a,  h,  c  drei  Zahlen,  welche  dem  Integrabilitäts- 
hereiche  der  FunJction  fix)  angehören,  so  ist 

b  c  c 

(24)  ff{x) dx  -{■ffix) dx  -ffix) dx. 

a  b  a 

Ist  a  <  6  <  c,  so  zerfällt  (a,  c)  durch  den  Zwischenwert  h 
in  zwei  Teile,  und  die  auf  diese  Teile  (a,  h),  (J),  c)  bezüglichen 
Summen  S  ergeben  zusammen  die  für  das  ganze  Intervall  (a,  c) 
geltende  Summe;  durch  Übergang  zur  Grenze  erhält  man  die 
Formel  (24). 

Wenn  hingegen  a  <  e  <  b,  so  sind  («,  c),  (c,  b)  die  Teil- 
intervalle, aus  welchen  das  ganze  Intervall  (a,  b)  sich  zusammen- 
setzt, und  es  ist  daher  zunächst 

ebb 

j  f(x) dx  -\-  j  f{x) dx  =  i  f{x) dx ; 

a  c  a 

transponiert   man    das   zweite   Integral   nach    rechts    unter   An- 
wendung der  Fonael  (23),  so  ergibt  sich  die  Formel  (24). 
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Man  kann  dieser  Formel  durch  Trausposition  der  links- 
stehenden Integrale  und  durch  Yertauschung  der  Grenzen  die 
Gestalt 

b  c  a 

(25)  ff{x)  dx  +ff(x)  dx  ^ff{x)  dx  =  0 

a  b  c 

geben,  welche  an  die  Rechnung  mit  Strecken  in  einer  Geraden 
erinnert:   ÄB  +  BC+CÄ  =  0. 

Die  Formeln  (24)  und  (25)  können  auf  beliebig  viele  im 
Integrabilitätsbereiche  liegende  Zahlen  ausgedehnt  werden  nach 
dem  Schema:  {a,  c^)  -\-  {c^,  c^)  -{-■'•  -\-  (c^,  a)  =  0. 

4)  Ein  Jconstanter  Faktor  der  su  integrierenden  Funktion 
kann  vor  das  Integralzeichen  genommen  iverden  und  umgekehrt. 

Aus  der  für  die  endliche  Summe  S  sjeltenden  Gleichung 

n  n 

1  1 

folgt  nämlich  durch  Übergang  zur  Grenze: 

b  b 

(26)  fcf{^) äx  =  c  / 'f{x)  dx. 

a  n 

5)  Das  über  (a,  h)  erstreckte  Integral  einer  Summe  von 
Funktionen  kommt  der  analog  gebildeten  Summe  der  über  {a,  b) 
erstreckten  Integrale  der  einzelnen  Summanden  gleich. 

Es  seien  nämlich  qp(a;),  ^(.^')  zwei  auf  dem  Gebiete  (a,  b) 
integrable  Funktionen:  die  auf  ihre  Summe  q:i{x)  +  i'{x)  be- 
zügliche Summe  S  läßt  sich  wie  folgt  umformen: 

n  71  n 

1  11. 

daraus  ergibt  sich  durch  den  Übergang  zur  Grenze 

6  6  0 

(27)  j[(f  {x)  +  4' (x)]  dx  =  fq){x) dx  -{-  I tl'ixj  dx. 

a  a  a 

Die  Formel  kann  auf  jede  endliche  Anzahl  von  Summan- 
den ausgedehnt  werden. 
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6)  Ztvisclien  dem  Ideinsten  Werte  m  und  dem  größten  Werte 
M,  welche  die  FunJction  fix)  in  dem  Intervalle  (a,  h)  annimmt, 
liegt  notwendig  eine  Zahl  [i  derart,  daß 

b 

(28)  ff{x)dx  =  (l-a)ii. 

a 

Denn  jede  auf  eine  Unterteilung  von  {a,  h)  gegründete 
Summe  S  ist  so  bescliaflPen,  daß 

{b  -  a)m  <S  <(b  —  a)3I 

(226,  2));  diese  Beziehung  hält  also  auch  der  Grenzwert  von 
S  ein,  d.  h.  es  ist  auch 

h 
{b  -  a)m  <j'f{x)dx  <{b-  a)M. 

Hieraus  aber  folgt  die  behauptete  Gleichung  (28). 

Ist  die  Funktion  f(x)  stetig,  so  nimmt  sie  den  Wert  fi 
mindestens  an  einer  Stelle  zwischen  a  und  b  auch  wirklich  an 
(17,  3j);  eine  solche  Stelle  kann  man  durch  a -{- d(b  —  a) 
darstellen,  wenn  0  <  ö  <  1  ist;  folglich  kann  dann  der  For- 
mel (28)  die  Gestalt  gegeben  werden: 
b 

(29)  ff{x)dx  =  {b-  a)f{a  +  ö(6  -  «)). 

a 

Die  Zahl  ft  findet  unter  dem  Namen  des  Mitteliverts  der 
Fmiktion  in  dem  Intervall  {a,  b)  vielfache  praktische  Anwen- 
dung. Diese  Bezeichnung  gründet  sich  auf  folgenden  Umstand. 
Legt  man  dem  Integrale  die  Definition  228,  (20)  zugrunde, 
so  ist 

^'-  fmdx  =  lim  ff°)  +  A«  +  ^)  +  ---  +  A>-j),  L_i_^\; 

a 

die  rechte  Seite  aber  ist  der  Grenzwert  des  arithmetischen 
Mittels  einer  gleichmäßig  über  {a,  b)  verteilten  Folge  von 
Werten  der  Funktion,  die  linke  Seite  die  in  (28)  erklärte  Zahl 
,u.     Zugleich  hat  man  zur  Bestimmung  von  ju-  die  Formel: 

6 

(30)  ^^^-Jf{x)dx. 

a 
C  zub  er,  Vorlesungen    II.    3.  Aufl.  2 
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Aus  der  Formel  (29)  kann  gefolgert  werden:  Ist  die  Funk- 
tion f{x)  in  dem  Intervalle  (a,  b)  niemals  negativ  (positiv),  so  hat 

b 

das  Integral  f  f{x)dx  dasselbe  (das  entgegengesetzte)  Vorzeichen 

a 

wie  b  —  a. 

Hieraus  darf  weiter  geschlossen  werden:  Ist  a  <ib  und 
f{x)  ^  fpipc)  bei  allen  Werten  von  x  aus  dem  Intervalle  {a,  V), 
ohne  daß  das  Gleichheitszeichen  fortbesteht,  so  ist 

b  b 

(31)  jy{x)dx>  C(p{x)dx. 

a  a 

Denn  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  6  —  a  >  0  und 
fix)  —  (p{x)>(},  folglich 

b 

flf{x)-^{x)\dx>0, 

a 

woraus   sich   mit   Hilfe   von   (27)    die   obige   Beziehung   ergibt. 
7)  Der  Wert  eines  bestimmten  Integrals  ist  von  dem  Zeichen 
für  die   Variable  unabhängig;  es  ist  also 


ff{x)dx  =  ff{t)dt- 


a,  b  können  zwei  beliebige  Zahlen  aus  dem  Integrabilitäts- 
bereiche  (a,  ß)  sein;  hält  man  die  eine,  a,  fest,  denkt  sich 
die  andere  variabel  und  bezeichnet  sie  demgemäß  mit  x,  so 
hat  zwar 


(32)  ff{t)dt 


noch  die  Form,  aber  nicht  mehr  die  strenge  Bedeutung  eines 
bestimmten  Integrals:  da  zu  jedem  j^us  (a,  ß)  stammenden 
Werte  von  x  ein  und  nur  ein  bestimmter  Wert  von  (32)  gehört, 
so  kann  man  sagen:  Ein  Integral  mit  fester  unterer  und  variabler 
oberer  Grenze  stellt  eine  eindeutige  Funldion  dieser  letzteren 
Grenze  dar;  dieser  Darstellung  gemäß  nennt  man  die  durch  (32) 
definierte  Funktion  eine  Integralfunktion. 
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Statt  des  Zeichens  (32)   wird   mitunter   auch    das  Symbol 

X 

(32*)  ff{x)dx 

a 

o-ebraucht:  nur  muß  dann  zwischen  der  Variablen  unter  dem 
Integralzeichen  —  der  IntegrationsvariaMen  —  und  der  variablen 
Grenze  gehörig  unterschieden  werden. 

8)  Das  Integral  einer  endlichen  Funktion  fit)  ist  eine 
stetige  FunMion  der  oberen  Grenze. 

Sind  a,x,x-\-  h  drei  Werte  aus  dem  Integrabilitätsbereiche 
(a,  ß),  so  ist 

X  x+h  x+k 

ffit)  dt  +  fm  dt = ff{t)  dt, 

a  X  a 

daraus 

x+k  X  x+h 

j'fit)  dt  -  j'fit)  dt  =  ffit)  dt, 

a  a  X 

und  für  einen  entsprechend  ausgewählten  Wert  /i  zwischen  dem 
kleinsten  und  größten  Werte  von  fit)  in  ix,  x-\-h)'. 

x  +  h  X 

(33)  j 'f{t)  dt  -  j'f{t)dt  =  h^] 

a  a 

da  |u.  endlich  ist,  so  konvergiert  die  rechte  Seite  mit  li  zugleich 
gegen  Null;  es  ist  also 

x  +  h 


lim\ffit)dt  -  f'f(t)dt     =  0, 


womit  die  Stetigkeit  erwiesen  ist:  an  einer  Stelle  x  innerhalb 
(u,  ß)  kann  der  letzte  Grenzübergang  beiderseitig  (limÄ  =  +  Oj 
ausgeführt  werden,  bei  u  oder  ß  nur  einseitig. 

9)  Der  Differentialquotient  des  Integrals  einer  stetigen 
Funktion  in  bezug  auf  die  obere  Grenze  ist  der  zu  dieser  Grenze 
gehörige   Wert  der  integrierten  Funktion. 

Ist  fix)  eine  stetige  Funktion,  so  kann  die  Gleichung  (33) 
auch  in  der  speziellen  Form  (29),  d.  i. 

x  +  h  X 

ffit)  dt  -  ffit)  dt  =  hfix  +  dh) 
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gesclirieben  werden;  daraus  folgt 

.T  +  Ä  X 

ff(t)dt-    ff(t)dt 

? j^ ==f{x-\-eh); 

der  Grenzwert  der  linken  Seite  für  lim  /«  =  +  0  ist  der  Diffe- 
rentialquotient der  Integralfunktion,  der  Grenzwert  der  rechten 
Seite  vermöge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  f{f)]  daher  ist 
in  der  Tat 

X 

(34)  D^fmdt^fix). 

a 

An  den  Endstellen  a,  ß  ist  nur  ein  einseitiger  Grenz- 
übergang möglich. 

Durch  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  dx,  d.  i.  mit 
dem  Differential  der  oberen  Grenze,  ergibt  sich: 

X 

(35)  dCf{t)dt  =  f(x)dx. 

a 

Diesen  bestimmten  Sinn  hat  die  Aussage,  daß  die  Zeichen  d 
und   j,  wenn  sie  aufeinander  folgen,  sich  aufheben. 

231.  Das  unbestimmte  Integral.  Mit  dieser  letzten 
Eigenschaft  der  Integralfunktion  sind  wir  bei  der  Aufgabe 
wieder  angelangt,  welche  in  225  als  das  Grundproblem  der 
Integral- Rechnung  bezeichnet  worden  ist.  Es  handelte  sich 
darum,  eine  —  selbstverständlich  stetige  —  Funktion  zu  finden, 
deren  Differentialquotient  an  jeder  SteUe  x  des  Intervalls  {a,  ß) 
dem  zugehörigen  Wert  der  gegebenen  eindeutigen  Funktion 
f(t)  gleichkommt.  Für  den  Fall,  daß  f{t)  in  dem  Intervalle 
(o:,  ß)  stetig  ist,  hat  man  also  in  der  Integralfunktion 

X 

(36)  jy(i)dt  ., 

a 

eine  Lösung  der  Aufgabe,   weil  dann  nach   oben  Bewiesenem 

(37)  D^fmdt^fix). 
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Aber  es  ist  nicht  die  einzige  Lösung  der  Aufgabe;  denn 
auch  jede  Funktion  von  der  Form 

X 

(38)  C-\-ff{t)dt, 

a 

WO  G  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  teilt  mit  (36)  die 
in  (37)  ausgesprochene  Eigenschaft. 

Außerdem  aber  gibt  es  keine  anderen  Funktionen  dieser 
Art  mehr.  Denn  bezeichnet  man  die  Funktion  (38)  mit  (p{x) 
und  nimmt  man  an,  es  existiere  außer  ihr  noch  eine  Funktion 
^(.i)  dieser  Eigenschaft,  so  folgte  aus  dem  gleichzeitigen  Be- 
stände der  Gleichungen 

dx  -ly-^h       dx  ~'^^^ 

für  alle  Werte  von  x  aus  (a,  ß),  daß  für  alle  diese  Werte 

d[0{x)  —  (p{x)]  ^  Q 
dx 

sei;  das  führte  Aveiter  (39)  zu 

0{x)  —  (p(x)  =  C 

oder  zu  0{x)  =  C  -\-  (p{x).  Das  aber  ist  in  (38)  selbst 
enthalten. 

Die  Aufgabe,  eine  Funktion  zu  finden,  deren  Differential- 
cßiotient  durch  eine  gegebene  stetige  FunMion  dargestellt  ist,  hat 
hiernach  unendlich  viele  Lösungen;  mit  einer  von  ihnen  sind  aber 
alle  anderen  bekannt,  iveil  sie  sich  von  ihr  nur  um  eine  additive 
willkürliche  Konstante  —  die  Integrationskonstante  genannt  — 
unterscheiden. 

Unter  den  unendlich  vielen  Funktionen,  welche  die  Lösung 
der  Aufgabe  bilden,  ist  die  spezielle  (36)  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  sie  für  x  =  a  den  Wert  Null  hat  (230,  1)).  Aus 
der  Gesamtheit  aller  Lösungen,  die  durch  (38)  dargestellt  ist, 
hebt  sich  eine  einzelne  hervor,  sobald  man  festsetzt,  daß 
S'e  an  der  Stelle  x  =  a  einen  bestimmten  Wert  Ä  haben  soll; 
denn  aus 


lc+jy(t)dt\    =Ä 
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folgt 

a 

C  =  A-j'f{t)dt  =  A: 


somit  ist 


A 


+fmdt 


die  herausgehobene  Funktion. 

Den  Ausdruck  (38)  oder  die  Gesamtheit  aller  Funktionen, 
welche  die  gegebene  Funktion  fix)  zum  Differentialquotienten 
haben,  nennt  man  das  unbestimmte  Integral  der  Funktion  fix) 
oder  auch  ihre  StammfunJction ,  primitive  Fmiktion  (nach  La- 
grange) und  bedient  sich  dafür  des  Zeichens 


(39)  ff{x) 


dx. 


welches   dem   des   bestimmten  Integrals   nachgebildet  ist,   aber 
der  Grenzen  ermangelt.     Die  Gleichung 


Fix)  =ff{x)dx 


soll  die  Tatsache  ausdrücken,   die  Funktion  Fix)  sei  eine  von 
den  Funktionen,   welche  fix)   als  Differentialquotienten  geben. 

232.  Hauptsatz  der  Integral-Rechnung.  In  Artikel 
225  ist  von  der  Annahme  der  Existenz  einer  stetigen  Funktion 
Fix)  ausgegangen  worden,  welche  die  gegebene  Funktion  fix) 
zum  Differentialquotienten  hat.  Auf  Grund  dessen  ergab  sich 
die  Gleichung 

n 

(40)  Fih)  -  Fia)  =  ^{x,. -  x,._,)f{^\)- 

1 

darin   bedeutet   ^\,  einen  solchen  Wert  der  Variablen  aus  dem 
Intervalle  (a?^_i,  x^),  daß 

Fix,)-F{x^_,)  =  ix^-x^_,)fiX',) 

und   ein    solcher  Wert   existiert  dem  j!^ittelwertsatze  (38)    zu- 
folge immer. 
Nun  ist  in  226  bewiesen  worden,  daß  die  Summe 

n 
1 
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mit  beständig  wachsendem  n  gegen  einen  bestimmten  Grenz- 
wert konvergiert,  wie  auch  die  Zwischenwerte  §,.  gewählt  wor- 
den sind;  daher  ist  auch  die  Wahl 

zulässig,  d.  h.  auch  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (40) 
konvergiert  gegen  diesen  bestimmten  Grenzwert,  welchen  wir 
als  das  bestimmte  Integral 

6 

f(x)dx 


ß 


definiert  haben.  Da  nun  die  Gleichung  (40)  zurecht  besteht 
ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Teilintervalle  und  das 
Gesetz  der  Teilung,  so  gilt  auch 

6 

F{b)-F{a)=j'f{x)dx. 

a 

Dadurch  sind  wir  zu  einem  Hauptsätze  der  Integral-Rech- 
nung gekommen,  welcher  das  wichtigste  Hilfsmittel  zur  Be- 
rechnung bestimmter  Integrale  an  die  Hand  gibt.  Dieser  Satz 
läßt  sich  folgendermaßen  aussprechen: 

Ist  I  (x)  eine  stetige  Funktion,  ivelclie  die  integrable  FunJction 
f{x)  zum  Differentialquotienteti  hat,  also  ein  unbestimmtes  Integral 
von  fix),  so  ergibt  sich  das  über  das  Intervall  (ci,  h)  erstrechte 
bestimmte  Integral,  indem  man  von  dem  Werte  der  Funktion 
F{x)  an  der  oberen  Grenze  b  ihren  WeH  an  der  unteren  Grenze 
a  subtrahiert,  in  Zeichen: 

h 

(41)  ff{x)dx  =  F{b)  -  F{a) . 

a 

Für  die  Differenz  F{Ij)  —  F{a)  bedient  man  sich  auch  des 

6 

von  Sarrus  eingeführten  Substitutionszeichens  |  Fix)  oder  des 
Symbols    \Fix)\. 

a 

An  dem  Satze  ist  zu  ermessen,  welchen  Vorteil  es  hat, 
wenn  von  einer  zur  Integration  vorgelegten  Funktion  das  un- 
bestimmte Integral  bekannt  ist:  jedes  bestimmte  Integral  ist  dann 
durch  bloße  Substitution  seiner  Grenzen  in  das  unbestimmte 
Integral  berechenbar. 
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Es  wird  sich  daher  als  eine  wichtige  Aufgabe  darstellen, 
für  die  einfachen  elementaren  Funktionen  und  aus  denselben 
zusammengesetzte  Funktionsformen  die  unbestimmte  Integration 
in  dem  Sinne  durchzuführen,  daß  man  andere  elementare  und 
aus  solchen  durch  eine  beschränkte  Anzahl  von  Operationen 
zusammengesetzte  Funktionen  zu  bestimmen  sucht,  welche  die 
ersteren  als  Differential quotienten  ergeben.*) 

§  2.     Grundformeln  und  -Methoden  der  Integral-Rechnung. 

233.  Grundformeln  der  Integral-Rechnung.  Wenn 
die  Aufgabe  der  Integral-Rechnung  dahin  aufgefaßt  wird,  daß 
sie  zu  einem  gegebenen  Differentialquotienten,  der  für  ein 
IntervaU.  (a,  ß)  als  eindeutige  stetige  Funktion  von  x  definiert 
ist,  die  ursprüngliche  Funktion  zu  bestimmen  hat,  so  ist  das 
Integrieren  die  inverse  Operation  des  Differentiierens,  und  aus 
jeder  Differentialformel  läßt  sich  durch  Umkehrung  eine  In- 
tegralformel ableiten.  Eine  Methode  des  Integrierens  bildet 
dieser  Vorgang  nicht,  weil  dabei  nicht  von  der  zur  Integration 
vorgelegten  Funktion  ausgegangen  wird;  durch  seine  Anwen- 
dung auf  die  Differentialformeln  für  die  elementaren  Funk- 
tionen  (29. — 34:.j  ergeben  sich  aber  Formeln,  welche  den 
Ausgangspunkt  für  alle  weiteren  Operationen  bilden;  diese 
Grundformeln  der  Integral- Bechnung  sollen  im  Nachfolgenden 
zusammengestellt  werden. 

1)  Für  jedes  n^  —  1  ist  d,  =  x"dx,  daher  auch 

^"^^  =  f+i  +  ^- 
Ist  w  >  0,   so   gehört  auch  der  Wert  x  =  0   dem  Stetigkeits- 


*)  In  historischer  Beziehung  sei  bemerkt,  daß  Leibniz  bei  Schaf- 
fung des  Integralbegriffs  von  dessen  summatorischer  Bedeutung  ausge- 
gangen war,  daß  jedoch  diese  Auffassung  zu  Gunsten  derjenigen,  welche 
in  der  Integration  die  inverse  Operation  des,  Differentiierens  erblickt, 
unter  Johann  Bernoulli  und  Euler  zurücktrat.  Erst  Cauchy  stellte 
sie  in  den  Vordergrund  und  definierte  das  bestimmte  Integral  als  Grenz- 
wert der  Summe  S  in  der  Form,  die  ihr  in  (18)  gegeben  worden.  Durch 
Riemann  wurde  die  Definition  von  Einschränkungen  befreit  und  in  der 
allgemeineren  Fassung  (15)  gegeben,  zugleich  die  Integrabilitätsbedingung 
(16)  formuliert. 
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bereiche  von  x'^  an  und  darf  daher  in  das  Integrationsintervall 
einbezogen  werden;  insbesondere  ist  dann 


/■ 


x"'dx  =  — r^ 


2)  Der  in   der  Formel  (1)   ausgeschlossene  Fall  n 

de 
erledigt  sich  dadurch,  daß  dlx  =  ^-  ist;  demnach  gilt 


(2)  J'i = 


X 

Ix  +  C. 


Diese  Formel  setzt  a;  >  0  voraus;  bemerkt  man,  daß 
auch  dlhx  == — ,  sofern  Ic  eine  Konstante  bedeutet,  so  folgt, 
daß  auch 

^"^  =  Ux+  G 


ß 


X 

gesetzt  werden  kann;  nimmt  man  bei  negativem  x  also  Ji:  =  —  1, 
so  wird  auch 

(2*)  f'^=^li-x)4-C. 

Sind  demnach  a,  b  zwei  positive  oder  zwei  negative  Zahlen, 
so  gibt  die  Anwendung  von  (2),  bzw.  (2*)  beidemal 

b 


I 


dx       j  b 


wären  a,  h  entgegengesetzt  bezeichnet,  so  verriete  schon  das 
imaginäre  Resultat  die  Unzulässigkeit  der  Formel.  In  der  Tat 
wird  die  Funktion  —  in  einem  solchen  Intervalle  (a,  h)  unstetig, 
nämlich  an  der  SteUe  x  =  0,  und  erfüUt  nicht  die  Bedingungen 
der  Integrabilität. 

Die  Formel  (2),  welche  den  Ausnahmefall  von  (1)  erledigt, 
läßt  sich  jedoch  auch  in  diese  Formel  einfügen;  nach  (1)  ist 
nämlich 

X 


1 


tA/      (Jj  JU     


Getrachtet  man  in  dem  Resultate  x  als  fest  und  n  als  variabel, 
so  kommt  (109,  (2)) 

.      ä;"  +  ^  — 1 
lim T-— —  l  =  X 

n=-l      "+1 
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und  das  ist  laut  (2)  tatsächlich  der  für  w  =  —  1  geltende  Wert 
des  Integrals. 

3)  Aus   den  Formeln   d  arctg  x  =  — p — ^  =  fZ(—  arecotg  x) 

folgt: 


(3) 


/      I   ^2  =  arctg  X  -\-  C 


+  a;^ 


j  r^  =  -  arecotg  ^  +  (7; 

die  Formeln  widersprechen  einander  nicht,  weil 

arctg  X  +  arecotg  x  ==  '-• 

Statt  der  Hauptwerte  der  zyklometrischen  Funktionen  kann 
man  auch  jeden  aus  den  allgemeinen  Funktionen 

Arctg  X  ===  n'X  ^  arctg  x 

Arecotg  X  =  nit  ^  arecotg  x 

durch  Spezialisierung  des  n  hervorgehenden  Zweig  in  (3)  ein- 
setzen. 

4)  Aus  den  beiden  Formeln 

d  aresin  x  =    ^  =  d(~  arccos  x) 


ergibt  sieh: 

/-  =  aiTsin  X  -\-  C 
Vl-x^ 

/-^==  =  —  arccos  x  -\-  C 
|/1  -X- 


(4) 


und    es    gilt   hierzu    eine    analoge    Bemerkung   wie    in   3);    die 

Quadratwurzel  ist  positiv  zu  nehmen. 

An   Stelle  von    aresin  x    kann    jeder  Zweig   der  Funktion 

Aresin  x   genommen  werden,   für  welchen   der  Kosinus  positiv 

ist,  also 

2n%  +  aresin  x    ^ 

für  jedes  ganze  n,  und  an  Stelle  von  arccos  x  jeder  Zweig  von 
Arccos  X,  für  den  der  Sinus  positiv  ist,  also 

2n%  +  arccos  x 
für  jedes  ganze  n. 


Erster  Abschnitt.     Grundlagen  der  lutegral-ßechnung.  27 

X 

5)  Die  Formel  (^  j-  =  a^dx,    in    der    a  >  0    vorausgesetzt 
werden  soll,  liefert 

(5)  Ja^dx^f^+C, 
und  für  a  =  e  folgt  daraus  speziell 

(6)  fe'^dx  =  6"  -^  C. 

6)  Die  beiden  Formeln  d  sin  x  =  cos  xdx  und  d{—  cos  x) 
=  sin  a;^rc  führen  zu 

(7)  /  cos  xdx  =  sin  x  -\-  C, 

(8)  /sin  Ä;r7iC  =  —  cos  x  -\-  C. 

7)  Die  Formeln  fZ  tg  a?  =  — ^—    und    d( —  cotg  x)  =    .  , 


endlich  ergeben 

8)  Man  bilde  auf  Grund  der  Formeln  in  34  auch  die 
entsprechenden  Integralformeln  für  die  Hyperbelfunktionen. 

234.  Integration  durch  Teilung.  Wenn  die  zu  inte- 
grierende Funktion  als  Summe  einfacherer  Funktionen  sich  dar- 
stellt oder  in  eine  solche  umgewandelt  werden  kann,  so  ist 
ihre  Integration  auf  die  Integration  der  einzelnen  Summanden 
zurückgeführt. 

Nach  der  in  230,  5)  begründeten  Eigenschaft  bestimmter 
Integrale  ist  für  jedes  dem  Integrabilitätsbereiche  angehörende 
X  (obere  Grenze) 

a 

XX  X 

=ff^(x)dx  ■\-j'f,{x)dx  +  ■■■  +ff^{^x)dx, 

a  a  a 

daher  auch 

=  l}\(x)dx  +  l},Xx)dx  -J F-  l}]Xx)dx. 
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Rechter  Hand  ist  nacli  vollzogener  Integration  selbstver- 
ständlicli  nur  eine  Konstante  additiv  hinzuzufügen. 

Die  Formel  (11)  läßt  noch  eine  VerallgemeineruDg  zu; 
da  nämlich  (230,  4)) 

X  X 

j  cf{x)dx  ==  c  jf(x)dx, 

a  a 

so  ist  auch 

icf(x)dx  =  c  f f(x)dx, 
wenn  c  eine  Konstante  bezeichnet,  und  daher 

J[CifM  +  c,f,X^)  +  ■  ■  ■  +  cj^(ix)]dx 

=  c^jf^(x)dx  +  c^^jf^{x)dx  H 4-  c^Jf^{x)dx. 

Diese  Formel  in  Verbindung  mit  der  Grundformel  (1)  ge- 
stattet schon  die  Integration  einer  ganzen  Klasse  von  Funk- 
tionen, der  rationalen  ganzen  FunMionen;  es  ist  nämlich  un- 
mittelbar 

(aQX"  +  a^:r"~^  +  •  •  •  +  a^)dx 


(12) 


/(' 


'    =  ^  -^"^^  +  li  ^"  +  •  •  -.  +  V  +  «n-M; 
wenn  «^^^^  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet. 

235.  Partielle  Integration.  Der  in  dem  Intervalle 
(a,  h)  zu  integrierende  Differentialausdrnck  f(x)dx  lasse  sich 
als  Produkt  aus  einer  Funktion  u  und  aus  einem  Differential 
dv  darstellen,  zu  welch  letzterem  die  Stammfunktion  v  leicht 
bestimmt  werden  kann,  so  daß  also 

f{x)dx  ==  udv 
und  V  als  bekannt  angesehen  werden  kann.     Dann  ist  es  mög- 

lieh,  das  Iwiegral  jf{x)dx  auf  ein  anderes  zwischen  denselben 

a 

Grenzen  zurückzuführen. 

Geht  man  nämlich  von  der  Differeütialformel 
d{iiv)  =  udv  +  vdu 
aus,  so  ergibt  sich  zunächst 

-.h 


uv]       =  j  (itdv  -\-  V d u)  • 


x  =  a 
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das  rechtsstellende  Integral  aber  läßt  sich  in  eine  Summe  zweier 
Integrale  auflösen,  und  nach  dieser  Zerlegung  findet  man  (bei 
einfacherer  Bezeichnung  der  Grenzen): 

(13)  fudv  =  {uv]  —  fvdu. 

Es  braucht  nunmehr  bloß  die  obere  Grenze  h  als  (inner- 
halb des  Integrabilitätsbereiches)  variabel  angesehen  zu  werden, 
um  aus  (13)  die  für  unbestimmte  Integration  geltende  Formel 

(14)  I  udv  =  UV  —  f  vdu 
zu  folgern. 

Die  in  den  Formeln  (13)  und  (14)  ausgesprochene  Methode 
wird  partielle  Integration   genannt;    sie  ist  nur   dann   als   mit 
Erfolg  angewendet  zu  betrachten,  wenn  das  In-       y      j-jg.  las. 
tegral   der  rechten  Seite  einfacher  ausfällt  als 
das  ursprünglich  vorgelegene. 

Formel  (13)  läßt  sich  an  einer  geome- 
trischen Figur  illustrieren.  Werden  u,  v  als 
Koordinaten  eines  Punktes  M  in  einem  recht-  0  (F 
winkligen  System  JJ OY  (Fig.  128)  aufgefaßt,  so  beschreibt  der 
Punkt  M,  während  x  das  Intervall  (a,  &)  durchläuft,  einen  Kur- 
venbogen J..B,  und  es  ist 


j 


Ivdu^CDBÄ 

« 

Judv  =  EFBÄ 

a 

{uv\^  OCAE 
{uv\=  OD  BF; 
zwischen  diesen  vier  Flächen  besteht  aber  die  Beziehunsf 

CBBA  +  EFBA  =  ODBF-  OCAE, 
welche  sich  umsetzt  in 

fudv  +  fvdu  =  \uv\ 

a  a 

d.  i.  in  die  Formel  il3i. 
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Beispiele.     1)  Wenn   n=^—l,   so  läßt   sich   das  Integral 

j  xHxdx 

dadurch    lösen,    daß    man   u  =  Ix    und    dv  =  x"'dx    setzt;    es 
wird  so 

/x"lx dx  =  ^c^^ TT  /  ^''dx  =  — ,   . r^7~;r^'  +  ^• 

In  dem  Falle  ti  =  —  1   handelt   es   sich  um   das  Integral 

Ix 


f 


dx 

X 


und    die    Zerlegung    u  =  Ix,    dv  =--     7    führt    wieder    auf    das 
nämliche  Integral  zurück,  indem 

/  —  dx  =-  (Ixy—  1  —  dx 
wird;    nichtsdestoweniger   ist    die  Aufgabe   gelöst,    da   hieraus 


/ 


^"^  dx  =  ^{lxY-{-  c 


X  2 

folgt. 

Wenn  überhaupt  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration 
das  vorgelegte  Integral  auf  der  rechten  Seite  wieder  erscheint 
mit  einem  von  1  verschiedenen  Koeffizienten,  so  ist  die  Auf- 
gabe, bis  auf  einfache  Rechnungen,  gelöst. 

2)  Wenn  man  in  dem  Integral 

j\Y^l^'dx 


u  =yi  —  x'^,  dv  =  dx  setzt,  so  ergibt  sich  zunächst 

/l/l  —  x^dx  =  xV l  —  x^  -\-  1  —  ^       dx ; 

aber  das  Integral  der  rechten  Seite  kann  durch  die  Umformung 
x^  =  1  —  (1  —  x^)  des  Zählers  in  zwei  Teile  zerlegt  werden, 
und  dann  folgt  weiter  \ 

Cyr^^'dx  =  xyi  -x^  +  r^^--  -  fvT^^^dx, 


woraus 

X 


ß 


y  1  —  x^dx  =    -}/!  —  x^  +—  aresin  x  +  C. 
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3)   Das  Integral 


J„=  jx^e'dx, 


worin  n  eine  positive  ganze  Zalil  bedeuten  soll,  gibt  bei  der 
Zerlegung  u  =  a;%  dv  =  e^dx: 

J^=x''(f-nJ,^_^. 

Eine  Formel  von  dieser  Art,  durch  welche  ein  vorgelegtes 
Integral  in  ein  einfacheres  von  gleicher  Gestalt  umgewandelt 
wird,  heißt  eine  Beduldionsformel. 

Die    wiederholte    Anwendung    obiger    Formel    führt    auf 
folgende  Gleichungen: 


das  Endintegral  ist  Jq  =  j  e^dx  =  e'-^  zum  Zwecke  der  Elimi- 
nation der  Zwischenintegrale  multipliziere  man  die  Gleichungen 
von  der  zweiten  angefangen  der  Reihe  nach  mit  ( —  l)w, 
(—  iyn{ii—l),  ...,(—  l)"-^w(w  —  1)  ...  2  und  bilde  hierauf 
die  Summe  aller.     Dadurch  ergibt  sich 

J^=  e^[x"—  nx"-~'^  +  n(w  —  l)a;"~^—  •  •  • 

+  (_  l)«-in(«  —  l)-  ■■2x  +  {—  Ifnin  -  1)  •  •  •  1]  -f  C. 

4)    Man    entwickle    folgende    Integrale    nach    der    voran- 
stehenden Methode: 

/3)      /  -~~^ —  e'dxißv  =  e^dx,  .  .  .;    man    überzeugt    sich 

_  /      -L  ~H —  COS  30 

leicht,  daß  der  unter  dem  neuen  Integral  entstehende  Ausdruck 

das  Differential  von  - — i ist). 

1  -f-  cos  X       ^ 

y)     I  e'^^  sinhxdx      und      f  e*^"^  cos  hxdx. 
d)     f  cos  Ix  cosh.  axdx,       f  cos  hx  sinh.  axdx-, 
/sin  hx  cosh  axdx,        /sin  hx  sinh  axdx\ 
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(unter  Benutzung  der  Formeln  in  34  zeige  man,  daß  die 
Summen  des  ersten  und  des  zweiten  Integralpaares  wieder  auf 
die  Integrale  in  y)  führen). 

236.  Integration  durch  Substitution.  Neben  der 
partiellen  Integration  ist  die  Einführung  einer  neuen  Inte- 
grationsvaridblen  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  zur  Ge- 
winnung neuer  Integrationsformeln,  beziehungsweise  zur  Aus- 
rechnuncp  oder  Vereinfachung  vorgelegter  Integrale. 

Es  liege  das  bestimmte  Integral 

b 

(15)  ff{x)dx 

a 

vor;  an  die  Stelle  der  Variablen  x  sei  eine  neue  Variable  t 
durch  die  Gleichung 

(16)  x  =  cp{t) 

einzuführen,    von    der    wir   zunächst  voraussetzen,    daß    sie  x 
durch   t    sowohl  wie   t    durch   x    eindeutig    bestimmt,    so   daß 
neben  (p  auch  die  inverse  Funktion 
(16*)  t^ipix) 

eindeutig  ist. 

Mit  Hilfe  der  Wertreihe 

und  der  in  die  Teilintervalle  {x^,  x^),  (a^^,  x^),  .  .  .  {x„_i,  x^ 
eingeschobenen  Zwischenwerte 

fei?    b2?  •  •  •  fen 

bilden  wir  die  Summe 

n 

^(a^„-Ä;,,_i)/'(lv) 
1 

und  nehmen  an  dieser  die  Transformation  vor. 

Vermöge  der  über  die  Transformationsgleichung  (16)  ge- 
troffenen Annahmen  gehört  zu  obiger  Reihe  der  Werte  von  x 
eine  ebenfalls  arithmetisch  (steigend  oder  fallend)  geordnete 
Wertreihe 

CC  =  fß,    tj,    Tg,  .  .  .    fjj  =  p 

und  es  entsprechen  den  Zwischenwerten  auch  hier  Zwischenwerte 

T, ,  To,  .  .  .  r„. 
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Dabei  ist  für  jeden  Zeigerwert  v 

und  iiiiSbesondere  auch 

daraus   folgt   weiter   mit  Hilfe   des  Mittelwertsatzes  (38),    daß 

wobei  tj  einen  bestimmten  Wert  von  t  aus  dem  Intervalle 
(^,.-1;  ^v)  "vorstellt. 

Hiernach  verwandelt  sich  die  Summe  (17)  in  die  gleich- 
wertige 

n 

1 

weil  aber  in  betrefl'  der  Grenzwertbestimmung  die  ursprüng- 
lichen Zwischenwerte  |^  vollständig  willkürlich  sind,  so  gilt 
dies  auch  für  die  t,,  und  daher  darf  von  vornherein  die  Wahl 
so  getroifen  gedacht  werden,  daß  jedes 

dann  aber  lautet  die  transformierte  Summe 

n 

(18)  y^ih-K-i)fW{^.)'\^'{r.)- 

1 

Ihr  Grenzwert  gibt  wie  jener  von  (17)  den  Wert  des  Inte- 
grals (15),  daher  ist 

(19)  Jfix)dx=ff[cp(t)]cp\t)dt. 

a  a 

Bei  der  durch  (16)  vorgezeichneten  Transformation  eines 
bestimmten  Integrals  hat  man  also  unter  dem  Integralzeichen  x 
durch  (p(f),  dx  durch  cp'{t)dt  zu  ersetzen  und  als  Grenzen  die 
den  ursprünglichen  Grenzen  a,  b  zugeordneten  Werte  a,  ß  der 
neuen   Variablen  zu  nehmen. 

Wenn  die  Transformationsgleichung  den  hier  vorausgesetzten 
Bedingungen  nicht  entspricht,  so  muß  das  Verfahren  mit  Vor- 
sicht angewendet  werden.  Man  hat  zu  prüfen,  in  welcher 
Weise  sich  t  ändert,  während  x  das  Intervall  (a,  &)  stetig 
durchläuft.    So  oft  t  den  Sinn  der  Änderung  wechselt,  ist  eine 

Czuber:  Vorlesungen.     II.     3.  Aufl.  3 
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Spaltung  des  transformierten  Integrals  erforderlich.     Beispiele 
werden  es  klar  machen. 

Einer  speziellen  Transformation  sei  hier  besonders  gedacht: 
sie  besteht  in  der  Zeichenänderung  der  Integrationsvariahlen, 
gleichbedeutend  mit  der  Substitution 

X  =  —  t. 
Man  findet  durch  Anwendung  der  Formel  (19) 

b  —  a 

(20)  ß\x)dx=  ff{-x)dx. 

a  —b 

Hieraus  resultieren  zwei  häufig  gebrauchte  Formeln.  Ist 
nämlich  f{x)  eine  gerade  Funktion,  also  /"( —  x~)  =  f{x),  so  gilt 

a  0  a 

jf(x)dx  =  jf{x)dx  +  jf{x)dx, 

—  a  —a  0 

und  weil  vermöge  (20) 

0  a  a 

if{x)dx  =  jf{—  x)  dx  =  (f{x)dx, 

-a  0  0 

so  ist 

a  a 

(21)  ff(x)dx  =  2ff(x)dx,     {f{-x)^f{x)). 

—  a  0 

Ist  dagegen  f(x)  eine  ungerade  Funktion,  so  daß  f{—  x) 
=  —  f{x),  so  ist 

Ort  a 

if{x)dx  =  ff(—  x)dx  =  —  if{x)dx, 

-a  0  0 

daher 

a 

(22)  ff{x)dx  =  0,     {f(-x)=^-m). 

—  a 

Es  mag  noch  der  Übergang  von  bestimmten  zu  unbe- 
stimmten Integralen  vollzogen  werden;  denkt  man  sich  die 
obere  Grenze  o,  also  auch  ß  variabel,  so  kommt  man  un- 
mittelbar zu 

(19*)  ff{x)dx  =Jf[cp{t)-]g,'(t)dt. 

Man  kann  dieser  Formel  auch  die  folgende  Deutung 
geben:    Aus   jeder  Integralformel   läßt   sich    eine   neue    Formel 
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ableiten,   indem   x   durch   eine  Funktion   von  x  und  dx  durch 
deren  Differential  ersetzt  wird. 

So  ergibt  sich  aus  der  Grundlbrmel   /  x^''dx  =  — 7-—  +  G 
°  J  n-f-l    ' 

die  allgemeinere 


/' 


cp{:xYq^\x)dx  =  ^^+C, 


aus 


I  ^  =  Ix  -{-  C  auf  demselben  Wege 


usw.  Mitunter  läßt  sich  bei  einem  vorgelegten  Integral  eine 
solche  verallgemeinerte  Grundformel  durch  bloßes  Zufügen 
eines  konstanten  Faktors  herstellen,  die  Integration  kann  dann 
unmittelbar  vollzogen  werden. 

Die  Auffindung  passender  Substitutionen  bildet  einen  der 
wichtigsten  Kunstgriffe  der  Integralrechnung  und  erfordert 
vielfache  Übung. 

237.  Beispiele.  1)  Mit  Hilfe  der  Grundformeln  ergeben 
sich  folgende  Integrale: 

j\ax  -f  lydx  =  ^J{ax  +  hy'd{ax  +  6)  =  ""^^^^^  +  C, 
cos"a;  ^vß.xdx  =  —  /  cos"a;rfcos:r  = — - — f-  0, (w=4=  — 1), 

/^-/■^-'C  +  ^O  +  c, 

tg  a;^^;  =  —    / =  —  l  cos x  -{■  C, 

I  e^'-^dx  =  -^  I  e^'^diax)  =-^  +  C, 

/'      dx  1    r     d(%x)  1  .  ,    ^ 

-  =  —  /  —  =  —  arc  sm  kx  -\-  L, 

yi—K^x^      ^J  yi  —  {7ixy      '« 

-s  =  —  arctg h  C. 
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2)  Das  Integral 

verwandelt  sicli  durch  die  Substitution  x  =  a  sin  t  in 

in  dem  Resultate  ist  t  durch  aresin  —  und  sin  2t  =  2  sin  ^  cos  ^ 

a 


durch  2 — 1/1 -.  zu  ersetzen:  hiernach  ist 

a    f  a^  ' 

/  ya^  —  x^dx  =  ~  Ya^  —  x^  -f-  y  aresin  —  +  (7. 

3)  Das  Integral 


J  « 


dx 


a^  cos*  X  -\-  b^  sin*  x 

geht   zunächst,    wenn    man    unter   dem    Integralzeichen   Zähler 
und  Nenner  durch  cos^a:  dividiert,  über  in 


J  ö 


sec^  xdx 


a*  4"  ^^  tg^  X 
und  durch  die  Substitution  hisx  =  at  weiter  in 


demnach  ist 

dx 


~r  /  T-T-Ts  =  —r  arctg  t  +  C: 


J  « 


=    ,    arctg  (  —  tgrc )  +  C. 


0  _  9. 


«^  cos*  .T  -j-  b^  sin*  a; 

4)  Es  ist 

I  smi^dx  =  {cosrr  ^  ^^ 

0 

wollte  man  auf  dieses  Integral  die  Transformation  sin  x  ^  t 
anwenden,  so  müßte  dies  mit  Vorsicht  geschehen;  denn  während 
X  das  Intervall  (0,  7t)  stetig  durchläuft,  bewegt  sich  f  von  0 
bis   1  und  wieder  zurück;  da  nun 

j  dt  ' 

dx  = j 

cos« 


so  ist  in  der  ersten  Hälfte  von  (0,  :i'),  d.  i.  von  0  bis  — , 

dx  = 


2 

dt 


]/i  —r- 
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in  der  zweiten  Hälfte,  d.  i.  von        bis  it, 

^  dt 

dx  = , 

zu  setzen.     Hiernach  ist 

n 

n  ^  n 

sinxdx  =  I  sinxdx  -{- 1  sinxdx 

0  0  Ä 

2 

Ol  0 

Die  unvermittelte  Anwendung  der  Formel  (19)  ergäbe  das 

0 

absurde  Resultat  /    , =  0. 

0 

5)  Man  findet  unmittelbar 

J  yr+x^     2j  vi  +  x^    i'  Li 

-1  -1 

Obwohl  nun  bei  der  Substitution  1  -\-  x^  =  t  die  Variable  t, 
während  x  das  Intervall  (—  1,  2)  beschreibt,  nicht  in  einerlei 
Sinn  sich  ändert,  sondern  zuerst  von  2  nach  1  und  dann  von 
hier  nach  5  geht,  so  führt  doch  die  Formel  (19)  zu  dem 
richtio-en  Resultate;  denn  für  beide  Abschnitte  verwandelt  sich 


xdx  .  dt 

in 


und  es  ist 


yi  -\-x^        2\/t 

2  0  2 

r  xdx    _  r      ,  r  . , 

jyr+^^j        J 

-l  -1  0 


daher 


/xdx      _  fdt 
yiT^'   J  2yt 
-1  2 

so,  als  ob  t  sich  beständig  nur  in  einem  Sinne  änderte. 
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6)  Man  entwickle   die  folgenden  Integrale   durch   die   an- 
gedeuteten Substitutionen : 


J  x\/2ax  —  a^ 
X     r       dx  /    2_    ^ 


a 

X 


1  —  t 


Man  zeige  weiter: 

b  b 


(f{x)dx  =  if{a  +  &  —  x)dx,        Substitution:    x  =  a  +  h  —  ij. 

a  a 

1 
b  a 

1  f{x)dx  =   ffl—j-T,        Voraussetzung:   «&  >  0. 


Zweiter  Abschnitt. 
Unbestimmte  Integrale. 

§  1.     Integration  rationaler  Funktionen. 

238.  Allgemeine  Sätze  über  die  Zerlegung  eines 
rationalen  Bruclies.  Unter  den  verschiedenen  Gattungen  von 
Funktionen  gibt  es  nur  eine,  für  welche  die  unbestimmte  In- 
tegration theoretisch  immer  ausgeführt  werden  kann;  es  sind 
die  rationalen  Fwiliionen.  Die  praktische  Durchführung  hängt 
jedoch  von  einer  Voraussetzung  ab,  welche  alsbald  angeführt 
werden  wird. 

Jede   gebrochene   rationale  Funktion  kann  auf  die   Form 

eines  Bruches  -^^  gebracht  werden,  dessen  Zähler  und  Nenner 
fix)    ö  ' 

rationale  ganze  Funktionen  von  x  sind;  man  darf  dabei  vor- 
aussetzen, daß  der  Bruch  irreduktibel  sei,  d.  h.  daß  Zähler  und 
Xenner  keinen  cremeinsameu  algebraischen  Teiler  haben,  mit 
andern  Worten,  daß  sie  für  keinen  Wert  von  x  gleichzeitig 
Null  werden.     Der  Neimer  sei  vom  Grade  n. 

Ist  der  Zähler  von  demselben  oder  einem  höheren  Grade, 
so  läßt  sich  der  Bruch  durch  wirkliche  Ausführung  der  Divi- 
sion in  eine  ganze  Funktion  und  eine  echt  gebrochene  zerlegen, 
derart,  daß 

dai'in  ist  F{x)  höchstens  vom  Grade  w  —  1.  Die  Integi-ation 
des  vorgelegten  Bruches  kommt  dann  zurück  auf  die  Inte- 
gration einer  ganzen  Funktion  und  eines  echten  Bruches;  die 
erste  Aufgabe  ist  bereits  erledigt  (234),  es  erübrigt  noch  die 
zweite. 

Nach  den  Lehren  der  Algebra  ist  jede  ganze  Funktion 
mit   reellen  Koeffizienten   in  reeUe  Faktoren  zerlegbar,   welche 
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sich  als  Potenzen  von  ganzen  Funktionen  des  ersten  und  zweiten 
Grades  in  x  darstellen.  Diese  Zerlegung  hängt  mit  den  Null- 
steilen  oder  Wurzeln  der  Funktion  in  der  Weise  zusammen, 
daß  eine  einfache  reelle  Wurzel  a  zu  der  Zerlegung  den  Faktor 
X  —  a,  eine  m-fache  solche  Wurzel  den  Faktor  (x  —  a)™  liefert, 
während  aus  einer  komplexen  Wurzel  a  -}-  ßi  und  der  sie  be- 
gleitenden konjugierten  Wurzel  cc  —  ßi  ein  quadratischer  Faktor 
x^  -\-  2JX  4-  q  und  aus  m-fachen  Wurzeln  dieser  Art  ein  Faktor 
(x^  -^-  px  -f  qY'  entspringt;  dabei  ist  p  =  —  2a  und  (/  =  «^  -f-  ß^, 
so  daß  —-  —  ff  <  0  ist. 

4 

Ist  nun   der  Nenner  f(x^    der  echt  gebrochenen  Funktion 

Fix) 

-—-'   in   seine  Faktoren  zerlegt  oder  läßt  sich  diese  Zerlegung 

f{x)  °  o     o 

durch  Auflösung  der  Gleichung  f(x)  =  0  bewerkstelligen  — 
dies  die  Voraussetzung,  unter  welcher  allein  die  praktische 
Ausführung  der  im  Nachfolgenden  erörterten  Operationen  mög- 

F(x) 
lieh   ist  — ,    so   kann    „7^^   in   einfachere   Brüche,    welche    die 

'  fix)  ' 

Faktoren  von  f(x)  zu  Nennern  haben,  aufgelöst  werden,  und 
das  Integral    /  ^    -  dx  erscheint  auf  die  Integration  dieser  ein- 

ö         J    f[x)  ö 

fachen  Brüche,  der  Fartialhrüche,  zurückgeführt. 

Die  Grundlage   für   die  Zerlegung   in  Partialbrüche   bildet 

der  folgende  Satz: 

Fix) 
Wenn    in    dem    irreduTdibeln    echten   Bruche      ,      '  .    die 

(p{x)ip{x) 

Faktoren  des  Nenners  keinen  gemeinsamen  algebraischen  Teiler 
haben,  so  läßt  sich  dieser  Bruch,  und  zwar  nur  auf  eine  Art, 
in  zwei  irreduktihle  echte  Brüche  zerlegen,  so  daß 

(i)  ^nx)^__p     j>_, 

^    ■  qp  («)  i/J  (.x)         qp  («)         '^{Xj'' 

P  und  Q  bedeuten  ganze  Funktionen  von  x. 
Es  sei  nämlich 

(p(x)  =  aQX'  -{-  a^x''~'^  +  •  •  ^  +  «^ 
i){x)=^b^x'  -^b.x"-^  +  •••  +  &,; 

dann  ist  r  -f  s  —  1  der  höchstmögliche  Grad  der  Funktion  F{.v), 
deren  allgemeine  Form 

F{x)  =  c^x'-^'-'  +  c^x'-^'-^  +  •  •  •  +  cv^,_i 
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sein  wird:  da  (p{x),  i>{x)  keine  gemeinsame  Wurzel  haben^  so 
ist  ihre  Resultante 

a  ••••0  I 


0  a„ 


a-0 


(2) 


A  = 


&o  &i  •  •  • 
0  &„  •  •  . 


a^. 

■  --h-O 


+  0. 


0 


■h. 


b. 


Bildet  man  mit  den  drei  Funktionen  das  Gleichungs- 
system 

F{x)  =  c^x'-^'-^  +  qic'-+^-2  + +  c^^^_^ 

x'~'^<p(x)  =  a^x''^^''^  +  a-iX'''^^'^  +  •  •  •  +  a^x-^'^ 


x^~^cp{x)  = 


r  +  s-2 


+ 


-j-  a^.x' 


x'-^ijj{x)  =  &o^'-  +  '''--'  + +  b^x'-'^ 

^(^)  =  ?^^'  + +  b^, 

das  r  +  5  +  1  Gleichungen  umfaßt,  so  kann  dasselbe  in  bezug 
auf  die  rechts  auftretenden  Potenzen  von  x,  d.  i.  a;''+'~^, 
^r  +  s-2^  •  •  -x^,  deren  Anzahl  r  -{-  s  ist,  als  ein  lineares,  nicht 
homogenes  System  angesehen  werden;  sein  Bestand  erfordert, 
daß  die  Determinante  aus  den  Koeffizienten  und  den  links- 
seitigen Gliedern  identisch  verschwinde,  daß  also 


x-^~'^(p(x)af^a^^ 
x-^~^(p(x)OaQ  ■ 


^r  +  s-i 

0 
.    0 


i>  {x)  0 
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Entwickelt    man    links    nach    den    Elementen    der    ersten 
Kolonne,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 

I  ÄF(x)  +  (B.x"-'  +  S,x^-'  +  .  .  .  +  S;)cp{x) 
^  ^  1  +  iÄ.x'--  '  +  Ä,x'-  '  +  ■■■  +  Ä;)i^{x)  =  0; 

darin  bedeutenj  Ä,  B^,. . .  JB^,  Ä^, . .  .A^.  die  Unterdeterminanten, 
welche  den  Elementen  der  ersten  Kolonne  konjugiert  sind, 
also    durchwegs    konstante   Größen,    deren    erste    laut   (2)  von 

Null  verschieden  ist.     Aus  (3)   aber  drückt  sich  —~^t^   wie 

^  ^  (p{x)ip{x) 

folgt  aus 

(4)      , 


[     Fix) 

Uj^x'^ 

'  +  a,x'-'  +  - 

•  +  «. 

<pix)ip{x) 

ß,x^- 

<p{x) 

■  +  ßs 

" 

^(x) 

Daß  die  beiden  Brüche  rechts  irreduktibel  sind,  erkennt 
man  aus  (3);  hätten  nämlich  a^x''~'^  -\-  •  ■  •  -\-  a^  und  (p{x), 
also  auch  A^x''~'^  -\-  •  •  ■  -\-  A^.  und  fp{x),  einen  gemeinsamen 
Teiler,    so    müßte    dieser    vermöge   (3)    auch  Teiler   von  Fix) 

sein  —  gegen  die  vorausgesetzte  Irreduktibilität  von      .  ,     ,  v  • 

Hiermit  ist  der  obige  Satz  im  ganzen  Umfange  bewiesen. 

Die  wirkliche  Zerlegung  kann  auf  dem  eben  bezeichneten 
Wege  mit  Zuhilfenahme  des  Satzes  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten (89)  erfolgen.  Nachdem  man  nämlich  den  Ansatz  (4) 
gebildet,  befreie  man  ihn  von  den  Nennern  und  vergleiche  in 

F{x)  =  (cc^x''-^  +  a^x''~-  +  •  •  •  +  a^)jlj{x) 

+  iß,x'-'  +  ß.x-'-'  +  •  •  •  +  ßs)fpix) 

die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  links  und  rechts;  dadurch 
ergibt  sich  die  gerade  notwendige  Anzahl  von  r  -{-  s  linearen 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten 

cc^--  -cCry  ßi--  ■  ß>- 
Aus    dem    obigen  Satze   läßt   sich   der  folgende  ableiten: 

Der    irreduldihle    edite    Bruch   — -—^ — t\^ r\ ,    «w    ivelclieni 

(p^{x)cp^{x)  •■■(p^{x)' 

keine  zwei  Faktoren  des  Nenners  einen  gemeinsamen  Teiler 
haben,  läßt  sich  nur  auf  eine  Art  in  eine  Summe  irreduldihler 
echter  Brüche  mit  den  Nennern   rp^(x),  (p^ix),  ■■■,  ^„(x)  auflösen 
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Es  ist  nämlich  auf  Grund  von  (1) 

F{x)  -     -^1     +  ^1 


qPi  (x)  qpj  («)•••  (Pa{x)         qPi  (x)         cp,  {x)  ■  ■  ■  cp^{x} 

+ 


und  daraus  ergibt  sich  durch  Addition: 

(5)  -^(^^  _      fi         I         A         ,  I        Pg 

■    '  qpi(a;)qp2(a;)-- -qp^Co;)        qPi(a;)        q),(x)  '    qp„(a;) 

239.  Partialbrüche,  von  einfachen  reellen  Wurzeln 

stammend.     Eine   einfache  reelle   Wurzel  a   des  Nenners  von 

F(x) 

-j^r  s    gibt  zu  folgender  Zerleguno-  Anlaß:  Es  ist 

f{x)    °  "  o     o 

(6)  /'(a:)  =  (a;  —  a)cp{x) 
und 

(7)  ^-1  =  ^_  +  ^. 

dabei  bedeutet  ^  eine  ganze  Funktion  0-ten  Grrades,  also  eine 
Konstante,  und  P  ist  von  niedrigerem  Grade  als  (p{x).  Um  A 
zu  finden,    setze  man  in  der  von  Brüchen  befreiten  Gleichung 

F{x)  =  A(p{x)  4-  P(a;  —  a) 
X  =  a  und  erhält,  da  sowohl  F{d)  4=  0  wie  ff{a)  =f=  0  ist,  den 
völlig  bestimmten  Wert 

(8)  ^  =  ^- 

Zu  einer  anderen  Darstellung  des  Zählers  A  führt  die 
Gleichung  (6);  diiferentiiert  man  sie,  so  kommt 

f\x)  =  9)(a?)  +  (a^  —  «)^'(^) 
und  daraus  folgt  f'{a)  =  ^(ft);  daher  ist  nach  (8)  auch 

(9)  ^  =  ri- 

Besitzt  der  Nenner  nur  einfache  reelle  Wurzeln  rt^,  u^,  . . .,  «„ 
und  macht  man  die  Voraussetzung,  der  Koeffizient  der  höchsten 
Potenz  sei  die  Einheit*),  dann  gilt 


*)  Im   andern  Falle    denke  man   sich   diesen  Koeffizienten  vor  das 
Integralzeichen  gehoben. 
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und 

f{x)  =  [x-  a;){x  -a^)  ...{x-  a„) 

F{x)  _        A,              A                           A„ 
f{x)        X  —  ttj        x  —  a^                    X  —  a„ 

Zur  Bestimmung  dei*  Zähler  führen  verschiedene  Wege; 
entweder  setzt  man  in  der  von  den  Brüchen  befreiten  Glei- 
chung der  Reihe  nach  x  -=  a^,  a^,  .  .  .,  a^^  und  erhält  in  der- 
selben Reihenfolge  Ä^,  A^,  .  .  .,  A^,  oder  man  vergleicht  in 
derselben  Gleichung  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x 
zu  beiden  Seiten  und  findet  n  lineare  Gleichungen  mit  A^, 
A2,  .  .  .,  ^„  als  Unbekannten,  oder  endlich  man  stützt  sich  auf 
die  Formel  (9)  und  erhält 

Für    die    Integration    von    Partialbrüchen    der    hier   vor- 

A 

liegenden  Gestalt  gilt  die  Formel 

°  X  —  a  ^ 

(10)  f^l  =  ^/^E^  =  ^^(^  -  «)  • 

240.     Beispiele.     1)  Zur  Bestimmung  des  Integrals 

dx 


L 


{x  —  ä)  {x  —  h) 
hat  man  die  Zerlegung 

1  AB 


{x  —  a){x  —  h)        X  —  a        x  —  h 
vorzunehmen;  nach  Beseitigung  der  Nenner  hat  man 

1  =  A{x  -h)  +  B(x  —  a) 
und  findet   daraus  durch  die  Substitutionen  x  =  a  und  x  =  h: 


daher  ist 


/; 


A  =  -^  =  -B: 


dx  1      -.  X  —  a        .-y 


{x  —  a){x  —  h)       a  —  h     x  —  h 
Insbesondere  gilt  hiernach  die  Formel 


L 


dx  1    j  X  —  <*i^/'-r 

x^ —  a*        2  a     X  -j-  a 


2)   Es  sei  das  Integral    1  j-~ — "t".  g ^Ä  ^^  ermitteln. 
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Man  hat  hierzu  die  Zerlegung 

a;^  +  1  _     A       ,       B  J^  D 


(a;-  —  1)  (a;*  —  4)        a?  —  1    '    a;  +  1    '    a;  —  2    '    x-\-2' 

wird   der  Zähler   der   linken  Seite   mit  F(x),    der  Nenner   mit 
f{x)  bezeichnet,  so  ist 

fix)  ==  4a:^  —  lOcc 
und 

Fa)__£     ^_  J^(- 1)  _  1      r  =  ^^  =  -^ 

/"(l)  3'  f(— 1)  3'  /•'f2)        12' 

D  =  -^(-^)  =  _  A 

r(— 2)       12 

Demnach  ist 


/ 


(a;^  —  1)  {x^—  4)  ""  Y     a;  — 1  "^  12     a?  +  2  "^ 


3)  Um  das  Integral 

*(360a;ä— 106  a;  — 17)  fZa; 


/i 


24a;ä—  10a;-  — 3a;  +  1 
zu  bestimmen,  hat  man  zunächst  die  kubische  Gleichung 
24a;3-10:z,-2-3n-+  1  =  0 

aufzulösen;    ihre  Wurzeln   sind    „  , ~,  — ,  daher  setze  man 

360a;-  —  106a'  — 17      _       A  B C 

24a;''—  lOx*—  ?>x-\-  1  ~  2a;— 1  "^  ^x  -f-1  "^  4a;  —  1 ' 

Nach  Beseitigung  der  Nenner  lautet  diese  Gleichung: 

m0x^-l0Qx-Vi=A(?iX-\-l){4.x-l)+B{Ax-l){2x~l) 
-\-C(2x-\)(?>x+l), 

und  die  Yergleichung  der  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von 

x  führt  zu: 

360  =  12^1  +  85  +  6(7 

-106=      A-QB-    C 

-    11  =-  Ä+    B-     C; 

daraus  berechnen  sich 

^  =  8,     2?  =15,     C=24. 
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Folglich  ist 

/{B60x^—106x  —  ll)dx 
Üx°-—  lOx^—  3a; -L-  1 

=  U{2x  -  1)  +  5?(3a;  +  1)  +  6?(4a;  -  1)  +  C 

=  l{2x  -  iy(?>x  +  \)\4:x  -  \f  4-  C. 
241.Partialbrüclie,  von  melir  fachen  reellen  Würz  ein 
stammend.     Eine  m-fache  reelle   Wurzel  a   des  Nenners  von 
-ttV  führt  zu  folgender  Zerlegung.     Zunächst  ist 

t{x)  °  o       o 

fix)  =  {x  —  ay"-(p{x), 
weiter  nach  dem  allgemeinen  Satze  in  230 

i^co)  _     Pix)  _ö_ 

f{x)        {x—ar~^(p{xy 

wobei  P{x)   als  Funktion  m— 1-ten  Grades  die  Form  hat 

Nun  kann  Pix)   auch  nach  Potenzen   des  Binoms  x  —  a 
entwickelt  werden;  entweder  mit  Hilfe  der  Formel 

P{x)  =  F{a-\-  {X  —  dj) 
=  P(a)  +  ^-^f^  {X  -  a)  +  ^^^f  (^  _  a)^  +  •  •  • 

1  ■  2  ■  ■    {m  —  1)  ^  ^ 

oder  aber  dadurch,    daß  man   x  =  z  -[-  a   setzt  und    P(-^  +  d) 
mittels  der  Binomialformel  ausführt;  es  ergibt  sich  so 

F{x)  =  P{z  +  a)  =  ^1.0™-^  +  A^"*--  +  •  •  •  +  ^„, 

=  .4i(a;  -  a)"'-i  +  ^2(a;  -  a)"'-^  +  •  •  •  +  ^;„. 

Auf  Grund  der  letzteren  Darstellung  hat  man  dann 

■^  Aa^)        x  —  a^{x  —  af^  ^  {x  —  aT^  ff{x) 

Eine    /«-fache    reelle  Wurzel  des  Nenners    gibt   hiernach 

im    allgemeinen  Anlaß    zu   m  Partialbrüchen,    deren   einer   die 

Ä 
früher    schon    behandelte    Form     —^      hat    und   ein    logarith- 

X  —  «       . 

misches  Integral  liefert,   während  die  anderen  von  der  Gestalt 

A 
-, ^  sind  und  das  algebraische  Integi-al 

{x  —  af  _         °  ^ 

dx  Ar 


(12)  äJ^^ 


ix  —  a)  {r  —  1)  {x  —  a)' 

ergeben. 
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Pix) 
Weil  7 — ^-^i  irreduktibel  ist,  so  besitzt  F(x)  den  Faktor 
{x  —  a)"'  ^  ^ 

{x  —  d)  nicht  und  ist  daher  notwendig  ^,,^=1=0;  dagegen  können 
mehrere  von  den  übrigen  Zählern  oder  auch  alle  Null  sein. 
Von  den  Partialbrüchen  ist  also  jener  mit  dem  höchsten  Nenner, 

-. ^^TTFT,  immer  vorhanden. 

{x  —  ay" ' 

242.     Beispiele.     1)  Für  das  Integral  /  ^3^  gilt 

das  Zerlegungsschema 

x^-\  A, ^^    ,         -4, 

"r  1^    I    o^2    I 


(«  +  2)3       a;+2    '    (x  +  2)2    '    (a;  +  2)« ' 

nach   Beseitigung   der  Nenner   hat  man   zur  Bestimmung  der 
Zähler  die  Gleichung: 

x'-l=  A,(x  +  2)2  +  A,{x  +  2)  +  Ä^. 
Nun  ist  aber  andererseits 

x--l  =  (^^  -  2)'-  l^{x-\-  2y-A{x  +  2)  +  3, 

daher 

A^  =  l,     A,  =  -4,     ^3  =  3. 

Die  Vollziehung  der  Integration  gibt 


/ 


(x  +  2r     "^^^"^^^  +*  +  2~2(.r+2)^+  ^ 

-    ^''-^%  +  l(x  +  2)  +  G. 


2  (ic  4-  2) 

2)  Die  zur  Entwicklung  des  Integrals 
\x^—  2)dx 


ß: 


x\x  -\-  2)^ 

notwendige     Zerlegung     kann     in     verschiedener    Weise     vor- 
genommen werden. 

WiU  man   zunächst  die  von  dem  Faktor  x^  herrührenden 
Partialbrüche  ermitteln,  so  setze  man 

x^—2     _  A^        Ä,        A,    .         P 


rc*(a3  +  2)^        x^         x^  X         («-["2)* 

und  multipliziere  mit  x^-^  dann  zeigt  die  Gleichung 

/p2  2  Px^ 

/p2  2 

daß  man  nur  den  Quotienten  -. — j— -^  nach  steigenden  Potenzen 

(x  -j-  2/  ° 
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von  X  bis   zur    zweiten   einschließlich    zu    entwickeln   braucht, 
um  J-Q,  A^^  A.y  zu  erhalten;  nun  ist 

folglich 

«^  —  2  ^1^ L-i-         * 


x^{x-\-2y  2«»        2a;^       8a;    '    8(a;-f  2)«' 

P  iC 

es   erübrigt    nur    noch    die    Zerlegung   von    ~, — r— — ^  ==  -^, — j—^r^ 
nach  den  Regeln  von  233,  und  man  hat  endgültig: 
X-  —  1  11  11  1 


x^{x-Y^f  2«;='    '    2«-        %x    '    8(a;  +  2)        4(a;+2)2 

Es  hätte  aber  auch  der  folgende  Weg  eingeschlagen  werden 
können.     Aus  dem  vollständigen  Schema 

a;-  — 2     _  A    I    A  ^  A  4.       -^0        I      -Bi 


a;S(a;-f  2)8         x'^    '     .r*    '     ic     '    (.x  +  2)*    '    a;  +  2 
folgt 

und  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  links  und  rechts  gibt: 
0=    A^-^B, 
0=    A,^^A,^B,-^2B, 

1=    ^„  +  4.4, +  4.4, 
0  =  4.4o+4.4, 
-2  =  4^0; 

daraus  berechnet  sich 


\=- 

1 

~  "2"' 

4  -  '       ^  - 

=  - 

1 

^o=- 

1          7?          1 

wie  oben. 

Man 

hat 

demnach 

J    x^{x 

-2)di 
+  2)^ 

c        1          1         1 
^  ~  4.T-       2a;  ~  8^ 

Ix 

'■^4^ 

1      -  + 
;+2)^ 

{-Z(:r  +  2)  +  0 

2  — 3a;  — .-c- 

~   4a;^(a;  +  2)  ^ 

1 

6 

^a;  + 
a; 

0 

243.      Partialbrüche,     von     einfachen     komplexen 

Wurzeln    stammend.      Ein    Paar    einfacher   konjugiert   hmi- 

F(x) 
plexer  Wurzeln   des  Nenners  von  ^-     führt  dem   allgememen 
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Satze  zufolge  auf  einen  Partialbruch  von  der  Form 

ax  -\-  b 


49 


worin 


q<0- 


x^  -\-  px  -\-  g' 

Zum  Zwecke  der  Integration  dieses  Partialbruches  trans- 
formiere man  den  linearen  Zähler  ax  -\-  h  derart,  daß  er  den 
DifiFerentialquotienten  2x-\-p  des  Nenners  enthält;  in  der  Tat 
gilt  identisch 

ax  -i-  h  ^  "1  [2x  +  p  +  ^~^-  -  p)  =  ~l(2x  +p)  i-[b  -f). 

Darum  ist 


(13) 


/: 


ax  -f-  b 


x'^  -\-px  -\-  q 


dx 


(2a;  -|-  p)dx 
x^  -\-  px  -\-  q 


+  [h 


ap\   r         di 


X 

dx 


x^  -\-px-^  q 


=  ll(x'^px^q)+(h-^)ß^ 
Es  bleibt  also  noch  die  Integration 

r     dx 

J  x^  -\-  px  -\-  q 

ZU  erledigen;  diese  gelingt  durch  Umwandlung  des  Nenners  in 
die  Summe  zweier  Quadrate,  indem  nämlich 

x'+px  +  q==[x  +  ^)  +  (Yq  -  ^-) 

ist;  vermöge  dieser  Darstellung  hat  man: 
Ix  r*  dx 


r      dx       _    r 

J  x^  -{-px-{-  q^    /   > 


(.+f)'+(]/.-fT 


(14) 


arctg 


X  -\- 


1/,-f'     y,-^ 


C zu b er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl. 
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Trägt  man   dies  in  (13)  ein,  so   ergibt  sich  für  den  jetzt 
vorliegenden  Partialbruch  das  Integral 

ax-\-  b 


(15) 


/= 


x^  -\-  px  4"  2 


dx 


=  -^  l{x^  -]-px-}-q)-\ ;-^^^  arctg 


V'^-'t        1/^ 

244-,  Beispiele.    1)  Es  sei  das  Integral 

(.x-'4-  l)dx 


ß 


zu  bestimmen. 

Die  reelle  Zerlegung  des  Nenners  ist 

x^-  1  =  {x-l){x''  +  x+  1), 

daher  die  des  Bruches 

a:^+  1  _      Ä  Bx-\-C 

X^  —  1  X  —  1      '     X^  -{-  X  -\-  1 

Daraus  folgt 

a;2  +  1  =  Ä(x^  -\-x-\-l)  +  {Bx+C){x-  1) 
und  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten 

der  zweite  Partialbruch  gestaltet  sich  weiter  wie  folgt  um: 
Bx^C  1        a;— 1  1       2a;  +  1  1  1 


x^^  X  -{-1        3a;^+a;-f-l         &  x^ -\-  x  +  1         2a?«+a;  +  l 
1       2a;  +  1  1  1 


Demnach  ist 

'*(a;*  +  1)  dx 


ß 


4  K^-  1)  +  J  K^^  +  ^  +  1)  -:^  arctg '^  +  C. 

2)  Um  das  Integral 

"  (a;*-f  l)da; 


j 


a;*  +  a;«  -f  1 

zu  entwickeln,  hat  man  vor  aUem  den  Nenner  in  seine  ein- 
fachsten reellen  Faktoren  zu  zerlegen;  da  reelle  Wurzeln  nicht 
vorhanden  sind,  so  werden  die  Faktoren  quadratisch  sein,  und 
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weil  die  dritte  und  erste  Potenz  fehlen,  die  zweite  aber  einen 

positiven  Koeffizienten  hat,  wird  der  Ansatz  die  Form  haben : 

a;*  +  ic^  +  1  =  (a;^  +  ax  +  1)  (a;-  —  «a;  +  1 ) ; 

die  Vergleichung   der  zweiten  Potenzen   beiderseits  zeigt,  daß 

—  «^  +  2=1,  also  ß  =  1  ist. 

Mithin  ergibt  sich   für  die  gebrochene  Funktion  die  Zer- 

legung 

x^-\-l       _     Ax-\-B  Cx  +  B 


x*-\-x^  +  l       x^-j-x-\-l    '    x*— a;-fl' 
nach  Wegschaffung  der  Nenner  hat  man 

x^-\-l  =  {Äx  +  B)  (x'^-x -{-!)-{-  (Cx  +  D){x'  +  x-\-  1) 
und  hieraus  mittels  des  Satzes  der  unbestimmten  Koeffizienten: 
0=       Ä+C 
1==-A  +  C+  B  +  n 
0=      Ä+  G-B  +  D 
1  =      B+T), 
woraus  sich  berechnet 

.1=0=0,      B  =  i)  =  y- 

Nun  kann  die  Integration  vollzogen  werden  und  gibt: 
(x^  -\-  l)dx    _   1     f  d^  ,    Jl    /"  ^^ 

=     ^  arctff — — -  arctg  — - — h  0 

ys  ^      >/3  |/3  ^1/3 

ix 

=  J   arctg^l— ,  +  C-4 arctg /l^.  +  C. 

yi         ^       Ax^—l  -|/3         ^l-a;*   ' 

.  3 

245.  Partialbrüche,  von  mehrfachen  komplexen 
Wurzeln  stammend.  Ein  Paar  m-f acher,  Jconjugiert  lomjüexer 
Wurzeln  des  Nenners  von  -^^4  liat  einen  Partialbruch  von 
der  allgemeinen  Form 

wo     ^-(1<0, 


/: 


(a;2+i)a;  +  2)'"' 

zur  Folge,  wobei  P  eine  ganze  Funktion  höchstens  vom  Grade 
2m  —  1  bedeutet. 

4* 
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Die  Integration  eines  solchen  Partialbruches  vollzieht  sich 
am  einfachsten  mit  Hilfe  des  folgenden  Satzes. 

Es  lassen  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  AH,  zwei  ganze 
Funktionen  Q,  R,  die  erste  vom  Grade  2m  —  3,  die  zweite  vom 
Grade  1,  bestimmen  derart,  daß 


Führt  man  nämlich  rechts  die  Differentiation  aus,  so  wird 
dieser  Behauptung  zufolge 


{x^-^px  +  qf 
(^j,^^px^qr-''Q'-{m-\){x'+px-\^(ir-\^x+p)Q 

{x^-\-px-\-qf'''-^ 

+        ^ 


X^  -\-  px  -\-  q^ 

schafft  man  die  Nenner  fort,  so  ergibt  sich  weiter  die  Gleichung: 

p  =  (^x^  j^  px  +  q)  Q'  -  (m  —  1)  {2x-\-p)Q 


^     ^  l  -{-(x^  i-px  +  qy"-^R. 

Die  nach  Potenzen  von  x  geordnete  rechte  Seite  enthält  die 
2  m  —  2  Koeffizienten  von  Q  und  die  2  Koeffizienten  von  B, 
im  ganzen  also  2m  Unbekannte.  Wendet  man  aber  auf  (17) 
den  Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten  an,  so  ergeben  sich, 
da  (im  allgemeinen)  beide  Seiten  vom  Grade  2  m  —  1  sind, 
gerade  2  m  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  2  m  Unbekannten, 
welche  Gleichungen,  da  sie  linear  sind  bezüglich  der  Unbe- 
kannten, zu  deren  eindeutiger  Bestimmung  führen. 

Ist  die  Zerlegung  (16)  vollzogen,  so  liefert  die  Integration 

^      ^       J  {x^-\-px-\-  2)'"        (x-2  +  px-\-  qf  -  ^      J  '-*''  +  P^'  +  9  ' 

also  einen  algebraischen  Teil  und  ein  Integral,  das  nach  den 
Formeln  von  243  zu  bestimmen  ist  und  im  allgemeinen  einen 
logarithmischen  und  einen  zyklometrischen  Anteil  liefert. 

Hiermit  sind  alle  Fälle,  die  bei  rationalen  Funktionen 
auftreten  können,  erledigt;  die  Untersuchungen'  zeigen,  daß  die 
Integration  solcher  Funktionen  auf  drei  Gattungen  von  Funk- 
tionen führt:   auf  rationale,   logarithmische  und  zyMometrische. 
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Würde  man  die  Zerlegung  des  Nenners  auch  bei  komplexen 
Wurzeln  bis  zu  linearen  Faktoren  hinführen,  so  ergäben  sich 
nur  Logarithmen,  aber  zu  imaginären  Zahlen  gehörig,  und  es 
träten  dann  die  in  106,  108  nachgewiesenen  Zusammenhänge 
zwischen  logarithmischen  und  zyklometrischen  Funktionen  in 
Kraft. 

246.  Beispiele.    1)  In  dem  Integrale 


/ 


x{2x'-x  +  b)  ^^ 


hat  die  zu  integrierende  Funktion  unmittelbar  die  in  245  vor- 
ausgesetzte Form,  und  es  ist 

P  =- x{2x^  —  X -{- b),     x'^ -\- px -\- q  =  x'^ -[- 1\ 

Q  ==  Ax  +  B,     R=  Cx  +  D; 

demnach  lautet  die  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  Ä,  B,  C,  JD 
dienliche  Gleichung  (17): 

x(2x'^ -  X  +  6) ^ {x^  +  l)Ä-2x(Äx  +  B)  +  {x^  +  l){Cx-\-D)- 

sie  führt  zu  den  Bestimmungsgleichungen: 

(7=       2 

-2B-\-  G=      5 
^  +  D=      0 
und  aus  diesen  berechnet  sich 


Dadurch  ist  die  Zerlegung 
x{2x^  —  x-\-o) 1     ^ 


2a; 


{x'^+iy  2       ^a;ä+  1    '      x^-\-l 

bestimmt  und  die  Integration  ergibt: 


/ 


x(2x'^  —  x4-5)    ,  X  —  3       ,    7/    o    ,    -(N  1  .  ,    n 

-  ix^  +  iy     ^^  -  2(^+1)  +  K-^-  +  1)  -  Y  ^^^tg  ^  +  ^- 

2)  Zur  Entwicklung  des  Integrals 

x^  —  'ix-^l 


I. 


x\x  —  2){x^-^l)^^^ 
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führe    man    zuerst    die    allgemeine    Zerlegung    auf   Grund    der 
Sätze  in  238  aus  nach  dem  Schema: 

x^  —  2x-{-l       ax'^-{-bx-^c  d  fx^ -\- gx'^ -\-hx-\- j 


x^{x  —  '2){x^+lY  x^  '    a;  — 2    '  (a;*  +  l)^  ' 

zum  Behufs  der  Bestimmung  der  acht  Koeffizienten  a,  h,  .. . ,j 
wende  man  auf  die  von  den  Brüchen  befreite  Gleichung  den 
Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten  an:  dadurch  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 

0  =         ai-  d  +f 

0  =  -2a  +  &-  2f+(j 

0=      2o-2h-\-ci-2d-2g  +  h 

0  =  -  4a  +  2&  -  2c  -  2/i  +  / 

1  =         a  —  4})^2c-\-d  —  2j 

0  =  -  2a  +  &  -  4c 
-2  =  -2&  +  c 

1  =  -2c 
und  ihre  Auflösung  liefert: 

11         ,         3  1,1 

«  =  ¥'      ^  =  T'      ^  =  -¥'      ^-^  =  405 

Nun  bleibt  noch  die  Zerlegung  des  dritten  Partialbruches 

fx^  +  gx-  -f  hx  +  j  1    7a;«+  4a;2-fl2a;  +  9 

(ä^  +  1)^  ~  ~   5"  («^  +  \f 

nach  den  Regeln  des  vorigen  Artikels  vorzunehmen:  es  ist 
(mit  Weglassung  des  Faktors —\ 

lx^-\-  4a;»  4-  12a; +  9  _  ^   Ax-\-B       Cx-\-D 
{x^  +1)«  ~  ^^    a;*+l    "^    a;*  4- 1   ' 

daraus  ergibt  sich  nach  Ausführung  der  Differentiation  und 
Beseitigung  der  Nenner: 

7^3  +  Ax'  +  12a;  +  9 

=  (a;^  +  1)  J.  -  2x(^Ax  +  B)  ■\-  {x''  +  1) {Cx  +  D): 
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aus  derVergleichung  der  beiderseitigen  Koeffizienten  entspringen 
die  Gleichungen: 

7=      (7 

4  =  -Ä  +  D 

\2  =  -2B+G 

9  =      A  +  D, 


woraus 


13 


Die  endgültige  Zerlegung  lautet  demnach: 

«*  —  2a;  +  1 

=  11  4.  J    _  J^  4-  1  _  Jl    1  D   5(a;-l)    ,  ^  2 

8«  """  4a;*        2a;'' ~^  40(a;  —  2)         5  \  2       ^  a;*  +  1    "*"    a;*+l 

nun  kann  die   Integration    ohne   weitere    Rechnung    vollzogen 
werden  und  ergibt: 


L 


a;«  — 2a;  +  l         .     _  H  7  ^      ■      L    1     ^    7^  9^ 


1    a;— 1  7   -,.  c    ,    ,^        13 


-  Y  S^^  -  lö  ^(^'  +  1)  -  10  '^^'^^^g  ^  +  ^ 

_       5a;^  — 3a;*-f  3a;— 1         1   ,a;^^(a;— ^)        13 

~"  4a;*(a;*  +  l)  +  4Ö  ^  (icM^lp«  ~  iÖ  ^^'^'^^  ^+  ^^ 

3)  Bei  der  Entwicklung  des  Integrals 


worin  m,  n  positive   ganze  Zahlen   bedeuten   sollen,  sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  m   eine    ungerade   Zahl,    m  =  2p  +  1,    so    setze    man 
x^  =  t,  woraus  xdx  =  —  folgt,  und  erhält  so 


(20)  f^^^,  =  lf. 


das  rechtsstehende  Integral  fällt  aber  unter  die  Regeln  von  241, 
und  nachdem  es  durchgeführt  ist,  bleibt  nur  t  durch  x^  zu 
ersetzen. 
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Hiernach  ist  beispielsweise 

/x^dx     _  J^  r^dt     __  ^  f  dt    _  1    r    dt 

=  Y  Kl  +  -^)  +  ,(r^  +  c. 

Ist  m  eine  gerade  Zalil,  m  =  2^,  so   entwickle  mun  a;^^ 
nach  Potenzen  von  1  -j-  a;^;  das  Schema  hierfür  ist: 

x^p  =  (1  +  x'  -  1>  =  (1  +  ä;^)p  -  Q  (1  +  ;r2)P-i 

+  (f)(i+^^r-^ +  (-1)^; 

dann  ist,  weil  2p  <  w,   also  um  so  mehr  p  <in   vorausgesetzt 
werden  kann. 


(21) 


r  x^^dx    _  r        dx         _  (P\    f  dx 

J  (-1+^^  -J  (i^^2)«-p  -  [i)J  TT+o^v-^+i 


dx 

+~xY 


Die  Integrale  der  rechten  Seite  können  nach  der  in  245  ent- 
wickelten Methode  behandelt  werden. 

Sie   lassen   sich   aber   auch   durch   das  folgende  Verfahren 
auf  ein  Grundintegral,  nämlich  auf 


/r 


dx 


-\-x' 
zurückführen.     Zunächst  ist 


r     dx        _  r{l-\-x^  —  x^)dx  _     r        dx  _  r  x-dx^ 

J  {1-i-xrj       (1  +  ^T         J  öT^T^    J  (i+~^T  ' 

wendet  man  auf  das   zweite   Grlied   der  rechten  Seite  partielle 
Integration  an,  u  =  x,  dv  =  ,--, — «r?   setzend,  so  wird 

o  '  '  (1  -j-  x^y  ' 

/'  x'^dx x t         r 
ÖT^f  ~  ~~  2(r-l)(l  +  ^-)'-"'        2(r-l)  J  ^ 


+  ^T-^' 


demnach  ist  weiter 


/opN        r     dx       X  I    ^*'  —  B    /'       dx 

^      ^     J  (1  +  xr  ~  2{r-  1) (1  +  xr-  '        2f^2  J  (1  _|_  ^2)'- 1 ' 
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Durcli   sukzessive   Anwendung   dieser   bis  r  =  2   gültigen  Re- 
duktionsformel kommt  man  bei  positivem  ganzen  r  schließlich 
auf  das  oben  erwähnte  GruiidintegTal  zurück. 
Um  z.  B.  das  Integral 

r   x*dx 

zu  ermitteln,  setze  man 

x^  =  (1  J^x''-  ly  =  (1  +  xy  -  2(1  +  x'^)  +  1 
und  nun  findet  man  zuerst 

/*   x*dx     r     dx  ^  r     dx         1     I       ^* 

J  (T+¥^  -J  Ji~+x^Y  ~  V  (T+^y  '^J  (i  +  ^T' 

nach  (22)  aber  ist 

r     doc       _  X  7     r     dx 

J  (^J^-xY  ~  8(1+^  +  y  J  (1  -{-IcY  ' 

/x*dx  X  _]_  ('      ^^  '^     C     ^* 

Jt^Ä  a?  b     r     dx 


daher 


weiter 
also 


/x*^dx  X  'äx  1     r 

'(i+~xy  ^  8(1 -i-a;^)*  ~  16(1  -j- x^        IP  J  {'■ 


dx 

5(1 -fic^)*       16(1 +a;^)»    '    16j(l^^«-)»' 


schließlich 

da; 


{iT^  -  4(1 +a;*)^  ^^Jö^ 


4(1  4- a;^)* 
mithin  endgültig 

/x*dx  X  Zx 

(r+^  = 


-\-xy 

X  \_     ^    (  ^  J_     ^       1        '^^      \ 

"^  T  \2(l  +  a;*)  "^  Y  J  1  +^/  ' 


8{l-\-xy        16(l  +  a;*)» 

+  64äW  +  128(1 +  x-^)  +  4  a^-ctg^  +  0 

(3a;''4-llaj^— IIa;*— 3)a;    ,3  ,  ,     ,-, 
128(1 +  a;y +  l28  ^^ctg  ^  +  6. 
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§  2.    Integration  irrationaler  Funktionen. 

247.  Stellung  der  Aufgabe.  Eiu  sehr  umfassendes 
Problem  der  Integralrechnung  besteht  in  der  Untersuchung 
von  Integralen  der  Form 

(1)  jf{x,ij)dx, 

wo  fix,  y)  eine  rationale  Funktion  der  Argumente  x,  y  bedeutet, 
y  selbst  aber  als  Funktion  von  x  durch  eine  algebraische 
Gleichung 

(2)  Fix,  y)  =  0 

bestimmt  ist,  also  eine  algebraische  Funktion  von  x  im  allge- 
meinsten Sinne  darstellt  (13,  L). 

Ist  die  Gleichung  (2)  in  bezug  auf  y  von  höherem  als 
dem  ersten  Grade,  so  ist  y  eine  irrationale  Funktion  von  x; 
gerade  dieser  FaU  kommt  jetzt  in  Betracht. 

Aber  nur  bei  wenigen  besonderen  Formen  der  Gleichung  (2) 
ist  es  möglich,  das  Integral  (1)  mit  Hilfe  der  elementaren  Funk- 
tionen in  einer  endlichen  Anzahl  von  Verbindungen  derselben 
darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  gelingt  nämlich  nur  dann, 
wenn  das  Differential  fix,y)dx  durch  Transformation  der  Vari- 
ablen sich  auf  eiu  rationales  Differential  zurückführen  läßt. 

Die  in  den  Anwendungen  der  Analysis  auf  Geometrie  und 
Mechanik  auftretenden  Integrale  irrationaler  Funktionen  sind 
häufig  solcher  Art,  und  es  sollen  nun  die  wichtigsten  Formen 
derselben  betrachtet  werden. 

248.  Monomische,  lineare  und  linear-gebrochene 
Irrationalität.  Ist  die  Gleichung,  welche  y  als  Funktion  von 
X  bestimmt,  in  bezug  auf  x  vom  ersten  Grade,  hat  sie  also 
die  Form 

(3)  {ax  +  V)  (piy)  +  ax  +  h=^0      [-^,  +  |.)  , 

wobei  g)iy)  eine  ganze  Funktion  mindestens  des  zweiten  Grades 
bedeutet,  so  wird  das  Ziel  dadurch  erreicht,  daß  man  in  dem 
Integral  (1)  y  als  Integrationsvariable  einführt;  (3)  gibt  nämlich 
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daher  auch  dx  als  rationale  Funktion  von  y,  und  somit  ver- 
wandelt sich  durch  die  Substitution  (4)  f{x,y)dx  in  ein  ratio- 
nales Differential  in  y. 

Die  einfachsten  Fälle  dieser  Art  sind  die  folgenden: 

1)  Die  Gleichung  (3)  ergebe 

X  =  if, 
wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  dann  folgt  wegen 

dx  =  ny"~^dy 

(5)  Jf  (x,  yx)  dx  =  nj  f{y'^,  y)if~'^dy. 

2)  Aus  der  Gleichung  (3)  folge 

nx  -{-}>  =  y"-] 

dann  ist  dx  =  — ,  daher 

(6)  Jf[x,  VacT-ftjdx  =  '^ff('"~-,  y)r-'dy. 

3)  Liefert  die  Gleichung  (3)   eine  Lösung  von   der  Form 

ax  -\-  b 


so  ergibt  sich 
und 
demnach  ist 

0) 


ax  -\-  b 
b'y 


7  =  V" 


X  = 


a  —  n  11 


dx 


ab'  —  a'b 


{a  —  a  y") 


T^-n^ny^'-'^dy, 


=  n(aü  ~  ah)  I  f  \  — — t-^  ,  y  I  y^ r^ 

l  ^  J  '   \a  —  ay^'^^J  (a  —  a  y'y 


In  allen  drei  Fällen  ist  unter  der  w-ten  Wurzel  eine  he- 
sfhnmte  Lösung  der  betreffenden  Gleichung  zu  verstehen  und 
auch  durchgehends  beizubehalten. 

249.    Beispiele.    1)   Bei  dem  Integrale 


/ 


3/      ., 

yxdx 
Yx  —  l 
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handelt    es    sich    um    eine    rationale    Funktion    von  Yx,    man 
setzt  also 

x  =  y'°,     woraus     dx^^^y^dy, 
und  findet 

Vx-1       J  y'--^-' 

nun  ist  (239,  243) 

y''    _  A  \      \       1 j/  —  1 


daher 


und 


+  — =  arctg  --^-  4-  C 


Yxdx 


=  6 


+  0. 


l/a;  —  1 

2)  Um  das  Integral 

/'     dx 

J  xY\  —  X 
zu  entwickeln,  setze  man 

\  —  X  =  y^j     woraus     x  =  1  —  ?/^,     dx  =^  —  Zy^dy^ 

es  ist  dann 

=  Z(2/ -  Ij  -  4- KyH  i/ +  1)  +  }/3  arctg -^^  +  (7 

=  i^VY^^x  - 1)  -  |?(>/(r^^  +  YY^x  + 1) 

3 

-f  1/3  arctg  lyi-^+l  ^^ (ir_ 
|/3 

3)  Behufs  Bestimmung  des  Integrals 

/-| /l  —  X  dx 
J   V  l^fx  ^x' 
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hat  man  die  Substitution 


zu  benutzen,  woraus 


1  —  X 2 


x  =  \^,  dx  =  ~  ^y^y 


1  +  2/*'  (i  +  r)' 

folgt.    Mithin  ist 

nimmt  man  die  Zerlegung  der  gebrochenen  Funktion  nach  den 
Regeln  von  239  und  243  vor,  so  kommt 


/ 


(1  —  i/)  (1  +  2/-)     ^         i     l  —  tj        2  ö^' 


daher  ist  schließlich 


/V'^ 


—  X  dx        jVlA-x  —  l/l  —  X    ,    et        j.    t/1  —  ^    p    /-r 
~. =  l  —== — ~,  +  2  arctg  1/  -^ h  C". 


4)   Es  sind  die  folgenden  Integrale  zu  entwickeln: 
adx. 


a)    j  x^Yä 

r   x^ 


+  i)y«+2 


(ic  +  2)  ]/a;+  1 

250.  Quadratische  Irrationalität.  Eine  sehr  wichtige 
Gattung  von  Integralen  irrationaler  Funktionen  entspringt  aus 
der  Annahme,  daß  y  als  Funktion  von  x  durch  die  Gleickung 

(8)  r  =  «^'  +  2&A-  +  c 
bestimmt  ist;  dann  bezieht  sich  das  Integral 

(9)  ff{x,y)dx 

auf  eine  rationale  Funktion  von  x  und  einer  Quadratwurzel 
aus  einer  ganzen  Funktion  zweiten  Grades;  der  FaU  a  =  0 
kann  nämlich  ausgeschlossen  werden,  weil  er  bereits  unter 
248,  2)  erledigt  ist.     Die  Quadratwurzel,  welche  für  y  gesetzt 
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wird,  ist  durch  die  ganze  Rechnung  mit  demjenigen  Vorzeichen 
beizubehalten,  das  der  Natur  der  Aufgabe  entspricht. 

Als  rationale  Funktion  hat  f{x,  y)  im  allgemeinsten  Falle 
die  Form  eines  Bruches  aus  zwei  ganzen  Funktionen  von  x,  y; 
da  die  geraden  Potenzen  von  y  rational,  die  ungeraden  aber 
als  Produkt  aus  einer  geraden  Potenz  und  y  darstellbar  sind, 
so  kommt  schließlich 

f(x  v)  =  -^±^y- 

als  Ausgangsform  zu  betrachten,  wobei  J/,  N,  M',  N'  ganze 
Funktionen  von  x  bedeuten. 

Macht  man  den  Nenner  rational,  so  wird 

M-\-Ny   _  {M-\-Ny)(M'  —  N'y) 
3I'^N'y  ~  M'^  —  N"-y'' 

_  MM'  —  NN'y^         {M'N—MN')y^      \_ 
—     M'^  —  N'^-y-     "^       M'^  —  N'^y\      '  y  ' 

also  schließlich 

ax,y)==P  +  ^,  - 

wobei  P  und  Q  rationale  Funktionen  von  x  bezeichnen. 
Demnach  ist  das  vorgelegte  Integral 

(10)  Jfix,  y)  dx  =Jpdx  +/^ 

auf  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  P,  das  als  erledigt 

— —  zurück- 
geführt, in  welchem  die  Irrationalität  lediglich  auf  den  Nenner 
beschränkt  ist. 

Die  rationale  Funktion  Q  im  Zähler  kann  wieder,  wenn 
man  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  faßt,  als  Aggregat  aus 
einer  ganzen  Funktion  G(x)   und   einer   irreduktiblen  echt  ge- 

F(x) 
brochenen  Funktion      H^  dargestellt  werden,  so  daß  die  Berech- 

(f){x)  °  ' 

nung  des  Integrals  (9)  zurückkommt  auf  die  beiden  irrationalen 
Integrale 

(11)  f^dx     und      f-^"-^-. 
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Diese  Integrale  aber  lassen  sich  auf  ein  gemeinsames  Grund- 
integralj  nämlich  auf 

(12)  /f 

zurückführen;  der  Prozeß  dieser  Zurückführung  soll  im  folgen- 
den Artikel,  für  das  zweite  der  Integrale  (11)  mit  einer  Ein- 
schränkung, vorgetragen  werden. 

251.  Zurückführung  auf  das  Grundintegral.  Bezüg- 
lich des  ersten  Integrals  (11)  gilt  der  folgende  Satz:  Ist  die 
ganze  Funktion  Gix)  vom  Grade  m,  so  kann,  und  nur  auf  eine 
Weise,  eine  ganze  Funktion  G^(x)  vom  Grade  m  —  1  und  eine 
Konstante  A  derart  bestimmt  werden,  daß 

(13)  -^  =  ^.{G^i(%}  +  f 
ist. 

Führt  man  die  Differentiation   aus,   so  geht  (13)   über  in 

J^  =  G'(x)y  +  ^^^^'^^"^  +  ^^  -f  ^ 

//  1     ^     ^^      '  y  '       y 

und  nach  Beseitigung  der  Xenner  in 

(14)  G{x)  =  G^{x){ax^  -f  2&:c  +  c)  +  G^(x){ax  +  h)-V  A; 

beide  Teile  dieser  Gleichung  sind  nach  Ausführung  der  ange- 
zeigten Operationen  ganze  Funktionen  von  x  des  Grades  m; 
vergleicht  man  also  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  x  links  und  rechts,  so  ergeben  sich  zur  Berechnung  der 
m  Koeffizienten  von  G^(x)  und  von  A  die  gerade  erforder- 
lichen 171  -f  1  Gleichungen,  welche,  da  sie  in  bezug  auf  die 
genannten  Größen  linear  sind,  deren  eindeutige  Bestimmung 
ermöglichen. 

Sind  Gi(x)  und  A  auf  Grund  von  (14)  ermittelt,  so  liefert 
die  Gleichung  (13) 

(16)  J^d^  =  G,ix)y  +  AJ''f, 

wodurch  tatsächlich  das  linksstehende  Integral  auf  das  Grund- 
integral  (12)  zurückgeführt  erscheint. 

Behufs   Ausrechnung   des   zweiten  Integrals    (llj   liegt   es 

Fix) 
nahe,  die  echtgebrochene  Funktion  — 7^  in  ihre  Partialb rü che 

und   dadurch   das   Integral   in    einfachere   Integrale   aufzulösen. 
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Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  einer  einfachen 
reellen  und  einer  m-fachen  reellen  Wurzel  a  des  Nenners  (p{x) 
und  verlegen  den  schwierigeren  Fall  zweier  konjugiert  kom- 
plexen Wurzeln  in  das  Beispiel  253,  6),  wo  wir  ihn  mit  aUen 
Einzelheiten  behandeln. 

Ist  a  eine  einfache  Wurzel,  so  liefert  es  einen  Partialbruch 

von  der  Gestalt  mit   konstantem   Zähler   (239)    und   zu 

dem  Integrale    /     /^  —  den  Bestandteil 

(16)  -^Tr-^V; 

ist  dagegen  a  eine  m-fache  Wurzel  von  q){x),  so  gibt  es  einen 

Rix) 
Partialbruch    -, —    ,„,  ,    dessen    Zähler    eine    ganze    Funktion 

(x  —  a)      '  ^ 

m  —  1-ten  Grades  ist,  und  dieser  liefert  zu  dem  Integrale  den 
Bestandteil 


(")  / 


B{x) 


dx-^ 


{x-a)'%j 

dieses  Integral  aber  läßt  sich  auf  das  vorige,  (16),  zurückführen 
mit  Hilfe  des  folgenden  Satzes: 

Man  kann,  und  nur  auf  eine  Weise,  eine  ganze  Funktion 
B^  (x)  vom  Grade  m  —  2  und  eine  Konstante  A  bestimmen  der- 
ati,  daß  für  alle  Werte  von  x  die  Gleichung  besteht: 
..oN  B{x)  j.   f     Iii{x)y     ]    . 


Ä 


{x—af'y  ''\{x  —  cc)'^-'^\         {x  —  a)y 

Wird  nämlich  die  Differentiation  ausgeführt,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in 


+ 


{x-afy  {x-a^-^  {x  -  ccT  '    ix-a)y 

und  lautet  nach  Wegschaffung  der  Nenner: 

{R{x)=  [B^ix)  {ax^  -\-2bx-Vc)  +  R^{x)  {ax  +  &)]  {x  -  a) 
^^^)      I      _  (,,i  _  \)Ti^{x){ax^  +  26a-  +  c)  +  A{x  -  a)"»"^: 
nach  Ausführung  aller   rechts   angezeigten   Operationen  heben 
sich  dort  die  Glieder  m-ten  Grades  auf;  ist  nämlich 

B^{x)  =  CqX'"-^  -f  c^x'"-^  H , 

also 

B^'(x)  =  {m  -  2)c^x"'-^  +  (m  -  3)^^;'"-^  -\ , 
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SO  ergibt  sich  im  ersten  der  drei  Teile  auf  der  rechten  Seite 
von  (19)  das  Glied 

(in  —  l)acQX"\ 

im  zweiten  Teile  das  Glied 

—  (?»  —  l)acQX''' 

und  beide  heben  sich  auf.  Es  bleiben  sonach  rechts  und  links 
ganze  Punktionen  des  m  —  1-ten  Grades,  und  durch  Vergleichung 
ihrer  Koeffizienten  ergeben  sich  zur  Berechnung  der  m  —  1 
Koeffizienten  von  Ri^x)  und  des  A  die  gerade  notwendigen 
w  Gleichungen,  die  zu  einer  eindeutigen  Bestimmung  führen, 
weil  sie  bezüglich  der  zu  berechnenden  Größen  linear  sind. 

Sind  Rj^{x)  und  Ä  auf  Grund  von  (19)  ermittelt,  so  liefert 
die  Integration  von  (18): 

dadurch  erscheint  tatsächlich  das  Integral  (17)  auf  jenes  (16) 
zurückgeführt. 

Das  Integral  (16),  d.  i. 

dx 


h 


{x  —  cc)ij' 
wird  aber  durch  die  Substitution 

_  1        j    __       (li 

auf  ein  Integral  von  der  Form  (12)  zurückgeführt;  denn  es  ist 

wo 

A  =  aa^  -\-  2hK  +  c, 

(22)  B=aa-\-h, 

C  =  a. 
In  dem  speziellen  Falle,  daß  a  eine  Wurzel  des  Trinoms 
ax^  -\-  2bx  -{-  Cj  ist  A  =  0  und  das  zu  erledigende  Intregral 


r di 

JV2Bt 


fällt  unter  248,  2);  es  hat  den  Ausdruck 
^y2Bt  +  G== 


Gz  üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl. 
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252.    Berechnung  des  Grundintegrals.    Die  noch  zu 
lösende  Aufgabe  ist  die  Entivicldung  des  Grtmdintegrals 


2bx  +  c 

diese  führt  zu  verschiedenen  Funktionen,  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  a. 

1)  Ist  a  >  0,  so  transformiere  man  das  Trinom  zunächst  in 

ax^  -}-2bx  i-c  =  ^  [{ax  +  h)^  +  ac  -  h^] 
und  setze 
(23)     ax  -\-  h  =  2,  woraus  dx  =    "  ;  ferner  ac  —  b^  =  d-^ 

es  darf   angenommen  werden,    daß  ^  =t=  0,   weil   bei  6=0  die 
Irrationalität  von  Anfang  an  aufhörte  zu  bestehen. 
Hiermit  wird 

m)  C ^-^ =  J:r^t=- 

wenn  ^  >  0,  besteht  Realität  für  aUe  Werte  von  z,  also  auch 
für  alle  Werte  von  x-^  wenn  aber  ö"  <  0,  so  hat  das  Integral 
nur  so  lange  reelle  Bedeutung,  als  z^'>\8\,  also 

-&-yRl  ^  ^.  ^  :zA±VlIi 


a  a 

ist. 

Das  vereinfachte    Integral    kann   mittels    der    Substitution 


(25)  y^2^  ö^t-z 

gelöst    werden*);    quadriert   man    diese  Gleichung,    so    kommt 
man  nach  Aufhebung  von  z^  zu 

ö  =--2zt  +  t-, 

woraus  durch  Differentiation 

0  =  {t-z)dt-  tdz 


*)  Mit  Umgehung  dieser  Umformung  kann   auf  das  ursprüngliche 
Integral  die  Substitution 

yax^-\-2bx  -\-  c  =  z  —  xYa 

angewandt   werden;    sie   führt   zum    Ziele,   weil   sowohl  dX   wie  y   sich 
rational  in  t  ausdrücken. 
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und  mit  Rücksicht  auf  (2iS) 

dz  dt 


yz--\-  8        i 
folgt. 

Hiernach  ist 

(26)     J^^^=.ßJ  =  U-^C  =  l(.+Y?Td)  +  C, 

daher 

dx 


(27) 


Jva 


x^ -{-  2bx-\-c 


-- — )=l{ax  +  lj+yayax^  +  2hx-\-c) +  C      (a>0). 
ya 


2)    Wenn    a  <  0  ist,    so    gestalte    man    das    Trinom    wie 
folgt  um: 

ax^  +  2hx  +  c  =  ---  [h^  —  ac  —  (ax  +  5)^]; 

mit  den  Substitutionen  (23)  ergibt  sich  hiermit 

dz 


r        dx         _  — 1    r 

J  yax^-\-2bx-\-~c    y^^^J  1 


yax^-\-2bX-\-c       y—aJy—8—z^ 
Realität  besteht  nur,  wenn  d  <  0  und  dann  nur  so  lange,  als 

Das   vereinfachte  Integral  ist  jetzt   unmittelbar   auf  eine 
Grundformel  zurückführbar,  indem 

--=£=l=r  =  arcsin  -^  -f  C 

t/j     /    z    \2  y^ö 


v^-iM 


ist;    durch   Restitution    der  Variablen  x   gelangt  man    zu    dem 
Schlußresultate: 

(29)    r-7=i^=  =  -^  arcsin  -}^1±^^  +  C    (a  <  0). 
^         Jy^^-\-2bx  +  c       y—a  yb^  —  ac 

3)  Ist  d  =  ac  —  y^  <  0,  so  hat  das  Trinom  ax^  +  2'bx  +  c 
reelle  Wurzeln  a,  ß  und  kann  in  einer  der  Formen: 

a{x  —  a)(x  —  ß)     oder     —  a(cc  —  x){x  —  ß) 

dargestellt  werden:  man  wird  von  der  ersten  oder  der  zweiten 

5* 
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Gebraucli  machen,  je  nachdem  a  >  0  oder  a  <  0  ist.    In  beiden 
Pällen  führt  aber  die  Substitution*) 


y| 


t 


ß 

zum  Ziele;  man  erhält  bei  a  >  0  (26): 

dt 


/dx _2     r^ 


yä  Ya  Ya  —  ß 

bei  a  <  0: 

/dx  _     2       r    dt 

Ya^^+2bx^c       Y^^J  yi^"*^ 

=  — aresin  t  4-  C  =    , aresin  1  A~<^  +  C' . 

Man  überzeuge  sieh,  daß  bei  a  >  0  auch  die  Substitution 

=  ^,  bei  «  <  0  die  Substitution   l/ =  ^  zum  Ziele 

X  —  a'  rcc  —  X 

führt. 

253.    Beispiele.     1)  Durch  unmittelbare  Anwendung  der 
Formeln  (27)  und  (29)  ergeben  sich  die  Integrale: 
dx 


=  Z  (ic  +  a  +  ]/a;  (2a  +  ä;))  +  C 


|/a:;(2a  -\-x) 

, =  aresm \-  U. 

Yx{2a~x)  « 


2)  Die  Bestimmung  des  Integrals 

/{mx-{-  n)dx 
y        ' 

J''dx 
,  hätte 
y 

nach  dem  ersten  Satze  in  251  zu  erfolgen.  Man  erreicht  die 
dort  bewiesene  Umformung  des  Differentials  indessen  leicht  da- 
durch, daß  man  aus  mx  -f  w  den  halben  Differ^ntialquotienten 
von  y^,  d.  i.  ax  -\-  h,  herstellt;  es  ist  nämlich 

,  m  y         ,   T^    ,    an  —  b m 

mx  +  w  =    -  [ax  -f  0)  -f , 


*)  Oder  auch    !/ -, : 

Y    a  —  ö 
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folglich 


J\mx  -\-  n)dx  m    Aaa;  -\-  b)dx       an  —  bm   jd^ 
y  ^J       y  «     J  y  ' 

lieh 

/{mx-\-n)dx        m  an  —  &m    i  o 

y  ""öT^^  a        J 


also  schließlich 

'dx 

~y 

3)  Um  das  Integral 

fydx 

zu  entwickeln,  bilde  man  es  zuerst  in    / um  und  hat  nnn 

J    y 
nach   dem    ersten    Satze   in   251    folgende   Rechnung.     Es   ist 

y^        ax^  -\-2hx-\-c        -r,   i  /  t       ,    -d\    \   ,     G 

j  =  — ^r~    ^ ^-((^^  +  ^)y\+ j^ 

nach  Ausführung  der  Differentiation  und  Beseitigung  der  Brüche: 

ax^  +2hx  +  c  =  Ä  (ax^  +  2  örr  +  c)  +  {Ax  +  B){ax  +  &)  +  C; 
die  Yergieichung  der  Koeffizienten  gibt 
a  =  2a  A 
2h^3hA  +  aB 
c  -     cA-^bB+  C 
und  daraus  berechnet  sich 

A         1  -r,         b  ^y       ac  —  ö'-* 


2  ^  2a'  2a 

Mithin  ist 

(31)  j;,.=  "^+-»,  +  -^:/^. 

Ein  anderes  Verfahren  geht  darauf  hinaus,  das  Integral 
jydx  auf  ein  Integral  von  der  in  2)  behandelten  Form  zurück- 
zuführen; man  findet  nämlich  durch  partielle  Integration 

J7  rx{ax-\-b) 

ydx  =  xy  -J         y^     dx; 

nun  ist  aber 

x(ax  +  6)  =  ax^  -\~  hx  =  y^  —  (hx  +  c), 
daher  weiter 

J  ydx  =  xy -J  ydx-\-J-^^      ^, 
also 

c)dx 


J'jäx  -  f  + 1/-^'^ 
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4)  Mit  Hilfe  von  Substitutionen,  wie  sie  am  Schlüsse  von 
252,  3)  angedeutet  worden  sind,  lassen  sich  die  folgenden 
Integrale  leicht  lösen: 

J  {i-\-x)yi  —  x^       J  r  i-\-x  '     ' 

V    1  —  X 

J  a  —  x)Vi-x'    J  y  i  —  x  '     ' 


»"1/1-^:=' 


(1  —  X)  Yi 

f — '^,=^  fdt=t + c =y^^  +  c-, 

r  X  —  1 

f — %=  =  -  fdt==-ti-c=-y^  +  c. 

J  {x  —  1)  Yx^—  1  J  ^    a;  —  1 

Man  löse  dieselben  Integrale  dadurch,  daß  man  den  ratio- 
nalen Faktor  des  Nenners  dem  Reziproken  einer  neuen  Vari- 
ablen gleichsetzt. 

5)  Zur  Bestimmung  des  Integrals 

r         dx     

J  {\-{-sxyyi  —  x^ 

hat  man,    wenn  |  £  j  =j=  1?    zufolge    des    zweiten  Satzes    in  251 
den  Ansatz: 


1  _7)^V'l~^"l  ^ 


(l  +  fa;)Vl— a^*  ""     1-ffa;  (i  ^  sa;)^!  —  «« ' 

nach  Ausführung  der  Differentiation  und  Enfernung  der  Nenner 
ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  A,  B  die  Gleichungen: 

0  =  B£-Ä 

1  =B  -As, 


woraus 

1  «*'  "  1  —  £- 


^   =   ^'— .,  ^=  ^ 
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Daher  ist  zunächst 
r  dx 8|/1  — a;^ 1         r 

J  (14-  sx)^Vl  —  X-  ""  (1  —  f')(l  -\-sx)        l  —  s^J(l 
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dx 


{i-\-sxyyi  —  x-    {1  — £''){! -\- 8 x)  '  i  —  s^j(i-^sx)yi  —  x^ 

In  dem  noch  erübrigenden  Integrale  setze  man 
1  _  a;2  =  a(l  +  ,xf  +  2/3(1  +  ea:)  +  y, 
daraus  entspringen  die  Gleichungen: 

-  1  =  £2« 

0=     ai-  ß 

1=     a-]-2ß  +  y 


und  diese  ersehen: 


ß- 


1  _   Sjj-l^ 


60  daß  mit   der  Substitution  1  -\-  sx  =  -- 


h 


dx 


+  EX)'\/\  —  .T- 

hervorgeht. 

Mithin  hat  man 


r d^ 


/< 


(Za; 


(1  -\-sx)-yi  —  x^ 


_  sVl  —  X'  1  /' ^ 

~  (1  — £*}(1+£:C)  ~  r^^V    |/(s'  — 1)«* 


'  +  2i— 1 

Der  Wert  des  Grundiutegrals  hängt  nun  davon  ab,  ob  e^ 
größer   oder   kleiner   als    1    ist.     Nach   den  Formeln  (27)   und 
(29)  ist  schließlich 
bei  «2  >  1 


II 


dx 


(i  4-  sxyyi  —  x^ 


£*—  1 

bei  £2  <  1 


V 


/< 


<Za; 


(1  +  £a:)-]/l  — a;- 


1  —  £^L^M-^''^" 


arccos 


t  -\-  X 

1 4-  *'^_ 


+  6\ 


yi  — £^ 

In  dem  unerledigt  gebliebenen  FaUe  £^  =  1,  wo  also  der 
unter    dem    Integralzeichen  vor    der  Wurzel    stehende    Faktor 
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(1  +  x)   auch  unter   der  Wurzel  erscheint,    führt  der  folgende 
Ansatz  zum  Ziele:  Es  sind  Ä,  B  so  bestimmbar,  daß 


(i  +  xyyi  —  x^        "=    (1  +  ^)'       (i4-a;)yr:r^2' 

denn    nach    vollzogener   Differentiation    und    Beseitigung    der 
Nenner  hat  man 

1  +  X  =  (^  +  B)x'  +  (2JB  -Ä)x-^  B-2A 

und  daraus  folgen  die  Gleichungen: 

0=     Ä  +  B 

1  =2i?-^ 

1=    B-2Ä, 
deren  jede   eine  Folge   der  beiden  andern  ist;   man  berechnet 
daraus 

und  hat  nun  mit  Benutzung  der  Formeln  des  vorigen  Beispiels 


J' 


dx  yi  —  x^ 


{1-j-xyyi  —  x^  3(l+a;)ä 

1     r  dx  ^  _     2  +  a;   nj /l  —  a;        ^ 

+   3"J  (l  +  a^)|/T:Z^"^  3(l  +  a;)  K   l  +  a;"^      ' 

Auf  demselben  Wege,  übrigens  auch  durch  bloße  Zeichen- 
änderung bei  X,  findet  man 

dx  2  —  X 


fi 


Vte+c 


(l_a;/|/l_^'*        3(1  —  «) 

6)   Als   eine  Weiterführung   des   Falles   der  quadratischen 
Irrationalität  stellt  sich  das  Integral 

Hx-}-K  dx 


/: 


Äx^- ^  2 Bx  -^  C  Yax^  -\-  2bx  -{-  c 

dar,  wenn  Ax^  -\-  2Bx  +  C  reell  unzerlegbar  ist  (vgl.  eine  Be- 
merkung in  251);  man  kann  dann  immer  voraussetzen,  daß  A 
und  das  ganze  Trinom  positiv  seien. 
Hier  führt  nun  die  Substitution*) 
ax^-\-  'ihx-\-  c 


(a)  t  = 


Ax^-i-2Bx-\-C 


*)  A.  G.  areenhill,  DiflFerential  and  Integral  Calculus,  1896,  p.  399. 
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zum  Ziele;  aits  ihr  folgt 

dt^  _  —  'JliAh  —  Ba)x^ -\-  {Ac  —  Ca' X  +  Bc  —  Ch]  ^ 

dx~  {Ax^-{-)iBx-\-Cy  ' 

der  Klammerausdruck  im  Zähler,  gleich  Null  gesetzt,  führt  zu 
jenen  Werten  von  x,  welchen  die  Extremwerte  von  t  ent- 
sprechen; es  gehöre  zu  x^  das  Maximum  ^j,  zu  x^  das  Minimum 
('2  von  ^  (s.  11 8,  3)) ;   dann  kann  -5—  auch  in  der  Form 

^a\  dt        2(Ab  —  Ba){x^  —  x){x — x^) 

^^^  dx  ^  {Ax^-\~2Bx-^Cy- 

dargestellt  werden. 
Ferner  hat  man 

(Atj^  —  a)x^^2{Bt^  —  b)x-\-Cti  —  c 


t^-t  = 


Ax^-\-2Bx+G 


__{a--At^)x^  +  2{h  —  Bt^)x-{-c  —  C% 

V  Co   — 


Ax^-\-2Bx-\-C  ' 

da    aber    zufolge  (a)    für    zusammengehörige  Werte    von  x,  t 
die  Gleichung  gilt: 

(Ät  —  a)x^  +  2{Bt  -  b)x  -{-Ct  —  c  =  0, 

so  ergeben  sich  x^,  x^  als  zweifache  Wurzeln  dieser  Gleichung 
für  t  ^  t^,  bzw.  t  =  f.-^]  daher  ist  auch 

{Ati  —  ä){x^  — x)- 


{/)  t,-t^ 


Ax''-{-2Bx-{-C 
(a  —  AQ{x  —  x^y 


^^'^  *       ^2-    Ax'-\-2Bx  +  C 

Man  kann  ferner  die  Zahlen  L,  il/;  P,  ^;  p,  5  so  bestim- 
men, daß 

Hx  -\-  K=  L{x  —  x^)  -f  M{x^  —  x) 

V  =  Äx'  -{-2Bx  +  C=  P{x,  -  xf  +  Qix-  xf 

y  =  ax^  +  2hx  -\-  c  =  p{x^  —  x)-  -\-  q{x  —  X2f-^ 

bezüglich  des  ersten  Zahlenpaars  ist  jede  weitere  Bemerkung 
überflüssig;  bildet  man  aus  {/),  (y")  unter  Zuziehung  von  (a) 
die  Gleichungen: 

{Äx^  +  2Bx  -f  C)t^  -  (ax^-  +  2bx  -f-  c)  =  (Ät,  -  a)(x^  -  xf 

ax'  +  2hx  +  c  -  iAx'-  ^  2Bx  -f  Cy^  =  («  -  ^4Q(a;  —  x^y, 
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SO  berechnet  sich  daraus 

h  ''2  H  ''2 


?/ 


und  es  zeigt  die  bloße  Vergleichung,  daß 

~r^  Jl  f.    •*"*   (X  j^  et  ^  tg 


^2(^^l    —    «)    __    /      P  ^    _    ^l(<t   —   ^^i)    _     -     f^ 

t       t       —  h-^j      yi  —      /  _  /       —  h  V- 

•'1  •'2  «"i  ■'2 


Durch  diese  Umformung  aber  zerfällt  das  vorgelegte  Inte- 
gral in  die  beiden  Teile: 

L{x  —  x^)dx      [*M{x^—x)dx 


/L{x  —  x^)dx       rM{x^- 
VVIj        '  J  V 


Nun  ist 

/L {x  —  x^)dx  _    rL  {x  —  x^)  V^dt 

yV~y  J       F|j/7     2  ( J.&  —  aBJix,  —  x){x  —  x^) 

__      L       r  yv  dt 

2(Ab  —  aB)J  x^—xyj 
L 


2{Ab- 


aB)j  '    t^  —  t  yj     "     J  ye(fi  — *) 


wo  L'  =    , ,   ^ ^ :  analog  ergibt  sich 

Ah  —  aB '  °       ® 

rM{x-x,)dx  _  j  ^^^^,    /^       dt 

J       vyy  ''         J  ytit-t. 


wo  M'  =  ^Ti         ^^ ;  und  schließlich  ist  das  erste  Grundintegral 


Ab—  aB 


dt  2t  — t. 

==  —  arccos 


r ^ _    /^  dt 

und  das  zweite 

Jvt{t-t,)  J  y/t-hvhi     ^  '--      '•-        '' 
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Somit  hat  man 

Hx  -[-  K  dx 


ß 


Ax^-\-  2Bx-\-C  yax^'  +  26a;  -(-  c 
=  -|LL'arccos-^  +  |.liJf7(^^~*^  +f  y^TT^))  +  Konst. 

Der  ganze  Vorgang  wird  illusorisch,  entweder  wenn  V=  y, 
weil  dann  t  nicht  mehr  eine  Variable,  sondern  1  ist,  oder  wenn 
Ah  —  Ba  =  0,  mit  Rücksicht  auf  (/3).  Die  Erledigung  dieser 
beiden  Fälle  bleibe  dem  Leser  überlassen. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  das  Integral 
{x  —  2)dx 


fl: 


(.«2  —x  +  i)yx^-}-x+i ' 
nach  den  in  118,  3)  gefundenen  Resultaten  ist  hier 

mit  diesen  Werten  findet  sich  L  =  —  |,  J/  =  —  |,  L'  =  y2, 
Jf'  =  )/|  und  hiermit  schließlich  der  folgende  Apsdruck  für  das 
Integral : 

^  arccos  "^^^  -  j]/]  ?(ß^  -  1  +  ß]/^!^  -t))  +  ^'^"^^•' 
worin  für  t  der  Ausdruck  (a)  zu  setzen  ist. 

7)  Man    entwickle    nach    den   voi'geführten   Methoden    die 
Integrale: 

^     /*         dx  r,\     /'         dx  >     /^         dx 

Ä\  C    ^^^        ^  /*- ^^ ^"i  C — 

^  J  xYx^^? '   ^v  ^ i/ö^+P '    V  (.T + i)y^« +'^+1 ' 

(,r«  +  a;  +  1)  ya;*'^.T  +  1 '      J  (3  .r^  —  10  .r  +  9)  j/a-*  — 8a;  +  10 
254.    Integrale,    die    sich    auf  die   quadratische  Ir- 
rationalität zurückführen  lassen.    Eine  weitere  Form  von 
Integralen  irrationaler  Funktionen  geht  aus 

(32)  ffix,  y,  z)dx 

hervor,  wenn  f  eine  rationale  Funktion  der  Argumente  x,  y,  z 
anzeigt  und 

(33)  if  =  ax  +  h  z^  =  ax  +  ?/  (^%  =H  -^)j 
ist. 
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Man  führt  an  Stelle   von  x  eine  der  Größen  «/,  z  als  In- 
tegrationsvariable ein;  wird  y  hierfür  gewählt,  so  ist 

11^ — h         T  2ydy  .->        a     ^    ,    ah'  —  ab 

und 

Hiermit  erscheint  das  Integral  auf  den  in  250  und  den  folgen- 
den   Artikeln    erledigten  FaU    zurückgeführt,    da    es    sich  jetzt 
um    eine    quadratische  Irrationalität,   bezogen    auf  eine  ganze 
Funktion  zweiten  Grades,  handelt. 
Beispiel.     Das  Integral 

yn /l  —  X  dx 
j    y      X       X 

kann  ohne  Einführung  einer  neuen  Variablen,  nämlich  durch 
die  Umgestaltung  r^i-a,)dx 

,j  icy(i  —  x)x 

auf  die  früher  behandelte  Form  gebracht  werden;  die  weitere 
Berechnung  hätte  nach  den  Formeln  251,  (21)  und  253,  1) 
zu  geschehen. 

Wendet  man  hingegen  die  Substitution 

1  —  X  =  y^ 
an,  so  wird 


/% /i  -xdx^^  f      y'^y 

J  V""x''  X       "^J  (,f-i)yi 


r 


dy 


das  erste  Integral  rechts  führt  auf  aresin  y,  das  zweite  zerfällt 
durch  Zerles;uno-  der   s-ebrocheuen  Funktion  —, 7  in  Partial- 

00  o  2/    —   1 

brüche  in  zwei  Integrale,  deren  Werte  aus  253,  4)  entnommen 
werden  können;  es  ist  nämlich 

J  iy^-l)yT^^      J{y-l)yi-y^'     J  (y+>l)yi-y^ 

y  l-y'^y  l  +  y  yi-y' 

Demnach  ist  schließlich 
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255.  Integration  binomischer  Differentiale.  Eine 
häufig  vorkommende  Gattung  von  Integralen  bilden  die  Inte- 
grale der  hinomiscJien  Bifferentialausdrüclie.  Man  versteht  hier- 
unter Integrale  von  der  tjjDischen  Form 

(34)  Jx"'{ax''  +  hydx, 

Tvorin  m,  n,  p  rationale  Zahlen  bedeuten. 

Einen  neuen  Fall  bietet  dies  nur  dann  dar,  wenn  jj  keine 
ganze  Zahl  ist.  Denn  wären  neben  p  auch  m,  n  ganze  Zahlen, 
so  hätte  man  es  mit  einer  rationalen  Funktion  zu  tun,  und 
wären  m,  n  gebrochene  Zahlen,  so  würde  es  sich  um  die  in 
248  behandelte  monomische  Irrationalität  handeln. 

Dagegen  können  m,  n  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  wer- 
den. Wären  sie  es  nicht,  wären  sie  vielmehr  Brüche  mit  dem 
kleinsten  gemeinsamen  Nenner  q,  so  daß 

m'  n 

m  =  — ,  w  =  -    j 
'^  2 

so  führte  die  Substitution 

X  =  P 
das  Differential  ic™(aa;"  -f  hydx  über  in 

qt"''  +  ''-\ar'  4-  h)Pdt, 
und  dies  ist   wieder  ein  binomisches  Differential,   in  welchem 
die  Exponenten  ni  -[-  q  —  1,  n    ganze  Zahlen  sind. 

Wir  setzen  daher  im  Folgenden  7n.  n  als  ganze  Zahlen, 
p  dagegen  als  einen  Bruch, 

P 

p  =  —7 
voraus. 

Es  gibt  zwei  Fälle,  in  welchen  das  binomische  Differential 
sich  in  ein  rationales  Differential  umwandeln  und  daher  mittels 
der  elementaren  Funktionen  in  endlicher  Form  integrieren  läßt.*) 

Setzt  man  nämlich  a:"  =  y,  so  wird 

c  1  r'^-' 

/  x'^iax"  -\r  b)Pdx  =  —  /  ^  "       (ay  +  hydy 
und  ist 
(A)  — ^^  eine  ganze  Zahl, 

*)  Nach  einem  von  Tchebycheff  iu  Liouvilles  Journal  (1863, 
p.  108)  gegebenen  Beweise  sind  es  a\ich  die  einzigen  Fälle,  wo  dies 
möglich  ist. 
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SO    bezieht    sich    die   Irrationalität    einzig    und    allein    auf  das 

lineare  Binom  ay  -{-  b  und  kann  nach  248,  2)  beseitigt  werden 

durch  die  Substitution 

ay  +  h  =  r, 

d.  h.   das   ursprüngliche   Integral   wird   durch   die   Substitution 

(a)  ax"  +  6  =  r 

auf  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  gebracht. 
Es  ergibt  sich  ferner  durch  bloße  Umfoi-mung 

und  ist 

(B)  — ^ — h  p  eine  ganze  Zahl, 

so   bezieht  sich  in  dem  letzten  Integrale  die  Irrationalität  nur 
mehr  auf  die  linear  gebrochene  Punktion  -  und  kann  nach 

ö  y 

248,  3)  entfernt  werden  durch  die  Substitution 

y  ' 

d.  h.   das   ursprüngliche   Integral   wird   durch   die   Substitution 

(b)  a  +  hx-"  =  f 

in  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  verwandelt. 

Bemerkenswert   ist,   daß   die   Integrabilitätsbedingung   (A) 
von  dem  gebrochenen  Exponenten  })  nicht  abhängt. 

Beispiele.     1)  Das  Integral 

r*  x^dx 


J 


j/i  +  x* 

3  +  1 
erfüllt  die  Bedingung  (A),  weil  -^     eine  ganze  Zahl  ist.    Man 

setze  daher 

1  +  a;2  =  ^^ 
findet  daraus 

x^  =  t^~l,     xdx  =  tdt,    x^dx  =-t{f  —  \)dt 
und 
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2)  Bei  dem  Integral 


dx 


-i-x^ 

ist    die   Bedingung  (A)    nicht,    wohl    aber    die   Bedingung  (B) 

)i  -I-  1        1 
erfüllt,  weil  ~^- ö"  "^  ^    ^^^    ganze    Zahl    aufzufassen    ist. 

Man  forme  daher  das  Integral  zuerst  in 

-1 


/'*       x^dx  /'  X      dx 

J  x*Vx-^ -\-  1     Jyx~^-\-l 


um  und  setze  dann 

^-8  +   1   =  t^- 

daraus  folgt 

x-^  =  f~l^  —  4iX~^dx  =■  tdt,  x~^dx  = 


somit  ist 


4(^«— 1)' 


/'  x^dx     __         1    r  dt 
yT^'x'~~^Jt^-i 

=  I  ^^1  +  ^^  =  j  K^'  +  yi  T^^)  +  c. 

Man  bemerke  übrigens,  daß  das  vorgelegte  Integral  auch 
durch  die  Substitution  x^  =  3  auf  die  Formel  252,  (26)  hätte 
zurückgeführt  werden  können. 

256.  Reduktionsformeln.  Den  Integralen  binomischer 
Differentiale  kommt  die  Eigenschaft  zu,  daß  sie  sich  durch 
andere  Integrale  derselben  Art  mit  geändertem  p  oder  m  oder 
2)  und  m  ausdrücken  lassen.  Insbesondere  läßt  sich  immer 
bewirken,  daß  })  ein  echter  Bruch  und  m  dem  Betrage  nach 
kleiner  als  n  wird.  Man  macht  von  diesen  Umformungen 
zweckmäßig  auch  dann  Gebrauch,  wenn  eine  der  Integrabilitäts- 
bedingungen  (^A),  (B)  erfüllt  ist,  um  nicht  durch  unmittelbare 
Rationalisierung  zu  komplizierte  Funktionen  zu  erhalten. 

Die  FieduMionsformeln,  welche  allen  Bedürfnissen  genügen, 
sind  nachstehend  abgeleitet. 

1)  Durch  partielle  Integration  mit  der  Zerlegung 

u  =  {ax"-  -\-  hy,     dv  =  x'"^dx 
ergibt  sich 

(Ij  jx'"{ax"  +  bydx 

^x^^.«  +  by  _  npa   /;.+„(-^^.      ^V- VZ^,    (m  +  1+0). 


80  Zweiter  Teil.     Integral-Rechnung. 

Kehrt  man  die  Formel  um  und  erhöht  gleichzeitig  p  um 
1,  vermindert  m  um  n,  so  kommt 

2)  Wird    unter   dem  Integral   auf  der  rechten  Seite   von 

(1)  x^'^^  =  -   x"^{ax"  -f-  ^) ^'"    gesetzt,    so    zerfällt    es   in 

die  Differenz  zweier,  deren  eines  mit  dem  linksseitigen 
übereinstimmt,  und  durch  entsprechende  Zusammenfassung  er- 
hält man 

(III)  ■  fx^iax^  +  hydx  =  ^'"'"'(^^"  +  ^j! 

+  ^rr^qrr/^'^^^"  +  ^y~^^^      i»^^  +  np  + 1  +  0). 

Die  ümkehrung  dieser  Formel  bei  gleichzeitiger  Erhöhung 
von  j)  um  1  liefert 

(IV)  jx^^\ax^  +  lydx  =  -  "'"^1^(7^+'^-^' 

+  -"^J(^'+ i|i^  '/^"'(«^"  +  ^/-^^^^^  (P  +  1  +  0). 

3)  Zerlegt  man  in  dem  Integral  auf  der  rechten  Seite 
von  (II)  {ax'' ^ly-^^  in  die  Faktoren  {ax''  ^ly  {ax""  ■\-'b\ 
«o  löst  es  sich  in  die  Summe  zweier  auf,  wovon  eines  mit 
dem  linksseitigen  übereinstimmt;  durch  Zusammenziehung 
dieser  Glieder  ergibt  sich: 

x-^iax^  +  hydx  =  "^    ,     /"^  +7 
^  '      '  (wi  +  n'p  -j-  1) a 

-   (»^-"^  +  1)^    fx^-^(ax'^  +  6)^^:^-  (»i  -f  w^  +  1  4=  0). 

Aus  der  Umkehrung  dieser  Formel  bei  gleichzeitiger  Er- 
höhung von  m  um  n  resultiert  schließlich 

(VI)  fx^"iax'^  +  hydx  =  "^'-^0^^ 

-  i^n  +  n  +  np  +  Da  f^,n.,n^^^n  ^  jy^^  (,,  +  1+0). 


Zweiter  Abschnitt.     Unbestimmte  Integrale.  81 

Die  Formeln  (I),  (II)  ändern  m  und  p  gleichzeitig,  (III), 
(IV)  ändern  nur  p,  (V),  (VI)  nur  w?;  die  Änderung  von  tu 
beträgt  jedesmal  +  n,  die  von  p  jedesmal  +  1. 

In  allen  FäUen,  wo  die  Formeln  unwirksam  werden,  ist 
eine  der  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  und  kann  das  Integral 
auf  das  einer  rationalen  Funktion  zurückgeführt  werden.  So 
ist   beispielsweise  bei   (III)   und  (V),  wenn  m  ■{-  np  -{-  1  =  0, 

— ~^ [-  2'>  eine  ganze  Zahl  (0)   und  daher   die  Bedingung  (B) 

erfüUt. 

257.     Beispiele.     1)  Auf  das  Integral 

dx 


/< 


(1  4-  cc')i 

wird  jene  Formel   anzuwenden  sein,   welche    den  Exponenten 

3 
2;  = —  erhöht,    jenen    tn  =  0    aber    uugeändert    läßt,    also 


die     Formel    (IV);     da    w(^  +  1)&  =  2  •(--[  + l)  •  1  =  -  1 

und    m  +  n{p  +  l)+l=0-[-2-(—  y  +  l)  +  l  =  0  ist,    so 
hat  man  ohne  weitere  Integration 
dx  c 


h 


+  C, 


y(i+a;-)''     yi+x 

2)  Das  Integral 

erfüllt  bei  ganzzahligem  u  die  Integrabilitätsbedingung  (B). 
Um   es  zu  reduzieren,  wird   man  unter  den  Formeln  diejenige 

aufsuchen,  welche  m  =  2^  herabmindert  und  p  = —  uu- 
geändert läßt;  es  ist  die  Formel  (V),  und  ihre  wiederholte 
Anwendung  gibt  nach  und  nach: 

_        a;^."  -  i|/l  —  a;-        2^  —  1 


2  ft  2  fi 


X 


2« -3 


|/l  —  a;^        2(i— 3 


^2^-2—  2fi  — 2  +'2ft  — 2  '*2/.-4 


xVl  —  x^    ,     1 
«*2  = -^ h  Y  Wo 


Cznber,  VorleBtmgen.    II.    3.  Aufl. 
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multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

.     2fi  — 1         (2^— l)(2fi  — 3)  (2fi  — l)(2ft  — 3)- --S 

'       2fi      '  2ft(2fi—  2)       '  '  "  '        2ft(2^  — 2)-  ■  -4 

und  bildet  die  Summe,   so  kommt  man  mit  Rücksicht  darauf^ 
Wq=  aresin  a:  ist,  zu  der  Schlußformel: 


/'      2« 
X    ' 


(35) 


dx  l/l — 


yi  —  x^  2fi 


-'^'-'  +  1^^^'-' 


(36) 


I    (•^f^-l)(2f^-3)     o»-5   ,  (2.a-l)(2f.-3)---3     - 

"^  (2;a— 2)(2fi  — 4)  "^  "'"  (2ju  —  2)  (2fz  —  4)  •  •  •  2     _ 

+  ~    o    ^/       o^"o —  arcsm  rc  +  C. 
2(1  {2  a  —  2)  •  •  •  2 

Durch  den  gleichen  Vorgang  ergibt  sich  die  Formel 

J    yV^x'  2f^+l   L^      +2f.-l^ 

2fi(2f.-2)  2,, _ 4    ,  ,  2 fi(2ft-2)---4  „ 

"^  (2fi--l)(2;i,  — 3j  ~f"  "^  (2ft  — l)(2ft— 3)-- -3 


2ft(2ft-2)---2       n         „ 
■^(2ft  — l)^2ft-3)-.-lJ^  '^• 


Bemerkenswert  ist,  daß  im  ersten  Falle  die  Integration 
zu  einer  transzendenten,  im  zweiten  zu  einer  algebraischen 
Funktion  führt. 

3)  Das  Integral 

_  r       dx 

""'^  J  x^^^yT^v^ 

wird  durch  Erhöhung  des  Exponenten  ni  ^  —  2fi  bei  un- 
geändertem  ^  = ,  also  mittels  der  Formel  (VI)  zu  re- 
duzieren sein;  wiederholte  Anwendung  derselben  gibt: 


]/l  — a;*  2fi  —  2 

Vl^=^'  2f.-4 


(2^-3)a;2^'-^^2ft-3    2^-* 


yi  —  a;- 
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multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

.     2fi—  2  (2(t  — 2)(2fi  — 4)  •••  2 

'  2fi—  1'  '  "  ''  (2fi— l)(2fi  — 3)--.3' 

SO  gibt  darauffolgende  Addition: 

~  2ii  —  2       1 


(37) 


/dx |/l  —  x'  r     1         ,    2  IX 
^JyfT^2  -  -  YuT-T  [^2;'^  +  2^-  3  ^2,« -3 

A\       o    in 


(2^-2)  2^t  — 4)       1  (2,u  — 2)(2f^-4)---2  J^' 

(2;i,  — 3)(2u,  — 5)  x^''~^       "'        (2/i  — 3)(2fi  — 5)-- -1  a; 


Auf  dieselbe   Art   ist   das   Integ-ral  1  -1, — r- — ,  zu    be- 

handeln;     das     Endintegral,     zu    welchem     man     gelangt,     ist 

(251,  252): 

r    dx      _  _  /" 

J  xYi^^' ~    J  yt' 

die  endgültige  Formel  lautet: 


dt      _  ,  1— yT" 


(38) 


t/   a 


rfa;  j/l 


:2."  +  Vl  — .T«  2ft 


«^'"    '    2  ;a  —  2  ic^ 


(2^-1)  (2.^-3)        1  (2^-l)(2fi-3)---3   1 

'^(2ft  — 2)(2fi  — 4)  a;2,"-4  "I  •"  (2;t  — 2)(2^  — 4)..-2  x' 


(2f.-l)(2.u-3)---l      1  -  t/l  -  a;^        ^ 
'  2/i(2fi  — 2)-..2  X  "^ 


§  3.    Integration  transzendenter  Funktionen. 

258.  Zurückführung  auf  algebraische  Integrale. 
Es  gibt  nur  eine  sehr  beschränkte  Anzahl  von  Formen  trans- 
zendenter Differentiale,  bei  welchen  die  Integration  mit  Hilfe 
der  elementaren  Funktionen  in  geschlossener  Darstellung  mög- 
lich ist.  Wo  diese  Möglichkeit  aufhört^  gelingt  es  mitunter, 
die  Integration  bis  zu  gewissen  Grundintegralen  zu  führen, 
welche  dann  als  neue  transzendente  Funktionen  höherer  Ord- 
nung zu  den  elementaren  Transzendenten  hinzutreten. 

Bei  der  Mannigfaltigkeit  der  Kombinationen,  in  welchen 
diese  letzteren  untereinander  und  mit  algebraischen  Funktionen 
sich  verbinden  können,  lassen  sich  allgemeine  Methoden  für 
die  Behandlung  solcher  Integrale  nicht  angeben:  der  einzu- 
schlagende  Vorgang  hängt  von  der  besonderen  Gestalt  des  zu 
integrierenden  Differentials  ab. 
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Läßt  dieses  durch  eine  Substitution  sich  in  ein  algebraisches 
Differential  verwandeln,  so  ist  die  Aufgabe  auf  eine  bereits 
behandelte  zurückgeführt.  Nicht  immer  ist  es  jedoch  vorteil- 
haft, die  Integration  an  diesem  algebraischen  Differential  zu 
vollziehen,  um  dann  wieder  zu  der  ursprünglichen  Variablen 
zurückzukehren;  die  Umwandlung  erfüllt  mitunter  nur  den 
Zweck,  um  über  die  Möglichkeit  einer  elementaren  Integration 
entscheiden  zu  können. 

Von  einigem  Nutzen  kann  der  folgende  allgemeine  Fall 
sein,  wo  ein  Integral  mit  transzendentem  Differential  sich 
durch  partielle  Integration  auf  ein  solches  mit  algebraischem 
Differential  reduzieren  läßt.  Ist  nämlich  cp{x)  eine  algebraische 
FunJäiön,  deren  Integral  ^(x)  auch  algebraisch  ist,  und  ip{x) 
eine  transzendente  Funktion,  deren  Differential  algebraisch  ist, 
so  gibt 

j  (pix)ii{x)dx 

bei  partieller  Integration  mit  der  Zerlegung 

u  =  il}(x),     dv  =  (p(x)dx'. 

(1)  lg){x)t{x)dx  =  ^ (x) il) (x)  —  I  0 {x) ip' (x) dx , 

und  das  linksstehende  Integral  mit  transzendentem  Differential 
ist  somit  auf  das  rechtsstehende,  welches  auf  eine  algebraische 
Funktion  sich  bezieht,  zurückgeführt. 

Der  besprochene  Fall  tritt  beispielsweise  ein,  wenn  q)(x) 
eine  rationale  ganze  Funktion  und 

ip(x)  =  lc){x),     aresin  «(ic),     arctg  c3(ä;), 

wobei  co(x)  eine  algebraische  Funktion  ist;  denn  dann  ist 
sowohl  0{x)  wie  auch 

,f/\        a  (x)  <o'(x)  (o'{x) 

eine  alo-ebraische  Funktion. 
Beispiele.     1)  Es  ist 

das  rechtsstehende  Integral  bezieht  sich  auf  ein  binomisches 
Differential,  das  bei  ganzzahligem  n  immer  integrabel  ist. 
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2)  Zu  einem  analogen  Resultate  führt 

/  x"  arcsm  xax  =  — i— r  arcsin  x ,—  I    , 

J  «  +  l  *»  +  iJ  VI  — «' 

insbesondere  ist  (235,  2)) 

J'           .        ^          X-          .              1    /^  ic^tZa; 
a;  arcsm  ;raa;  ==  -r-  arcsin  x —  /  — 

==  —yi  —  x^-\ arcsin  x  -\-  C. 

3)  Durch  die  Formel 

J  ^   ^^^^S  ^dx  =  -_^--  arctg  :r  -  ^- J  -^^^^^ 

ist  das  linksstehende  Integral  bei  rationalem  n  auf  das  einer 
algebraischen  stets  integrierbaren  Funktion,  bei  ganzem  posi- 
tiven n  insbesondere  auf  die  Form  246,  3)  zurückgeführt. 

259.  Allgemeine  Reduktionsformeln.  Über  die 
Funktionen  q)(x)  und  ip{x)  seien  die  nämlichen  Voraussetzungen 
gemacht  wie  vorhin;  auf  das  Integral 

j(p{x)'ip{xfdx  (n>0) 

die  partielle  Integration  mit  der  Zerlegung  u  =  il^ix)"- , 
dv  =  (p(x)dx  angewendet,  erhält  man: 

(2)       jcp{x)^ {xy dx  =  0{x)4> (x)"  —  nj  ^ {x) tjj' (x) ip (xy -^dx, 

bei  dem  neuen  Integral  kommt  man  mit  demselben  Verfahren 
nur  dann  weiter,  wenn  auch  die  algebraische  Funktion  0{x)tp\x) 
ein  algebraisches  Integral  hat. 
Bei  dem  Integrale 

r^dx  in>0) 


J 


ipixT 


hätte  man,  um  eine  Reduktion  zu  erzielen,  die  partielle  In- 
tegration mit  der  Zerlegunsj  u  =  -  ,V  s  >  dv  =  —,—>,-  auszu- 
führen;  dies  gibt 


n-l  » 
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eine   weitere    Herabminderung    des    Exponenten    der    transzen- 
denten  Funktion   kann   nach   demselben   Verfahren,    mit   Hilfe 

der  Zerleffunsr  u  =  — .,  ,    ,  dv  =  ^^^-r  j  erfolgen. 

Beispiele.  1)  Der  durch  die  Formel  (2)  ausgedrückte 
Vorgang  läßt  sich  auf  das  Integral  j  x"'{lxydx  anwenden;  es 
ist  nämlich 

Jx'-iixydx  =  ^\{ixr-  ^^^fx-^{ixy-'dx 

(w*  +  -  1) 
lind   die  Formel  bei    w  >  0   eine  wirkliche  Reduktionsformel. 
Ebenso  ergibt  sich  für 

J  aresin"  x  dx  =  x  aresin"  x  —  n  l  — =^  arcsin""^^;^?^;; 

wendet  man  auf  das  rechtsstehende  Integral  denselben  Vorgang 
nochmals  an,  wodurch 

X 


/> 


aresin''""  ^^Tf/ic 


^    yi  —  x^ 
=  —  ]/l  —  x^ aresin""  ^  x  -f  (w  ~  1)  / aresin" ~^  xdx 

erhalten  wird,  so  kommt  man  zu  der  Reduktionsformel 

f  a.YCsm"xdx 

=  X  aresin" x  +  n ]/l  ~  a;^arcsin" -^x  —  n(n  —  1)J aresin" ~^xdx. 

2)  Auf  Grund  der  Formel  (3)  ist 

fx'^dx  _  _  x"'  +  '-  m  +  1    f  x^'dx        .     4^-\\ 

J   {Ixf  -       (n-l){lxf-^  '^  n-lj  (Z^)«-i      ^""'^  ^' 

und  diese  Formel  führt  nach  wiederholter  Anwendung  schließ- 
lich auf  das  Integral 


ß 


Ix    ■ 


das  durch  die  Substitution  x"'  +  ^=z  auf  das  Integral 

W  fr. 

zurücko-eführt  wird,  eine  neue  Transzendente,  welche  als  Inte- 
grallog arithm US  bezeichnet  wird. 
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Für  m  =  —  1  und  n  >  1  hat  man  unmittelbar 

fj^^  =  l(lx)-"dlx  =  -  Ml^t!  +  G 


und  für  m  =  —  1  und  n  =  1 

dlx 


r  dx     i  i 

J  xlx      J 


,  llx  +  C. 

Ix 


Ebenso    ergibt    sicli    durch    zweimalige    Anwendung    der 
Formel  (3)  die  ßeduktionsformel 


/- 

«7  a 


d  x  ]/l  —  x^ 


{n  —  1)  aresin        x        {n  —  1)  (n  —  2)  aresin'' 
1  /*        dx 


h 


{n  —  1)  {n 

durch    deren    wiederholten    Gebrauch    man,    weil    sie    nur    bis 
n  =  3  zulässig  ist,  schließlich  zu  einem  der  Integrale 

dx 


r  dx       r 

J  aresin  a; '     Ja, 


arcsin^'a; 

gelangt;    das    erste    verwandelt    sich    durch    die    Substitution 

aresin  x  =  z  in 

/r.\  /cos  zdz 

(^)  j  -^' 

das   zweite   gibt   nach    einmaliger  Anwendung   der   Formel  (3) 

/dx                ]/l  —  x^        1        ^  ^^ 

aresin- X  aresin  a?       J  -\/^ ^.2  aresin  x  * 

und   das   noch   erübrigende  Integral   geht   nach  derselben  Sub- 
stitution über  in 
,^K  /sin  zdz 

(6)  J-^- 

Die  Integrale  (5)  und  (6)  stellen  neue  transzendente  Funk- 
tionen dar,  die  als  Integralkosinus ,  beziehungsweise  Integral- 
sinus bezeichnet  werden. 

260.  Algebraische  Funktionen  der  Exponentiellen. 
Ist  /'  das  Zeichen  für  eine  algebraische  Funktion  des  nach- 
folgenden Argumentes,  so  wird  das  Integral 


lf{e'-')dx 

IS     \\rplpViPV      rJ  T.  = 


durch    die    Substitution    e'-^^  =  t,    aus    welcher    dx  =  —:    ent- 

^  VT. 
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springt,    in    das    Integral    einer    algebraischen    Funktion    um- 
gewandelt: es  ist  nämlich 

(7)  JfV-)dx  =  \Jm'^- 

Das  vorgelegte  Integral  läßt  sich  also  in  endlicher  Form  dar- 
stellen, wenn  f  eine  rationale  Funktion  bedeutet. 
Beispiele.     1)  Man  hat  für  a  >  0 

/a'' dx     __   '^     f     dt       _  l{mt-\-n)        p  _  l{7na^ -\-  n)        p 
ma^-\-n        laj  mt  -\-  n  mla  mla 

2)  Mit  derselben  Festsetzung  ist 

/'       dx        _   i^    r dt _2_    r   dz 
yma^+n^  ^«J  t^/vit  +  «  ~  laj  2^—n' 

wenn    mt  -\-  n  =  z-    gesetzt   wird;    daher    hat    man    schließlich 
für  n  >  0: 

J^       dx         _    1   ,  Zjj-Yn    ,    i-r  _  J_  7  yma^-\-n-\-yn 
yma^-\-  n       ^ "     z  —  Yn  ^ "    Yni  a' -\- n  —  |/w ' 


für  w  <  0: 


f. 


dx  2  L  ^         ,    n 

aretg    ^         -\-  U 


y?«  a^  -\-n       lay  —  n  y  —  n 


arctg[/     _^      -\-C. 


lay —  n 

261.  Produkt  aus  einer  rationalen  Funktion  von  x 
und  aus  e''.     Das  Integral 

jf(x)€''-^dx, 

in  welchem  f(x)  eine  rationale  Funktion  bedeutet,   zerfällt  im 
allgemeinen  in  zwei  Bestandteile,  nämlich 

Fix) 
wobei  G{x)    die    in  f(x)    enthaltene    ganze  Funktion   und  — pr 

den   nach  Ausscheidung   derselben  verbleibenden   irreduktibeln 
echten  Bruch  darstellt. 

Was   den  ersten  Teil  betrifft,    so  kann  er  durch  partielle 
Integration  schließlich  auf  das  Grundintegral 


/' 


e^'-'^dx 
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zurückgeführt  werden;  ist   G{x)  vom  w-ten  Grade,  so  hat  man 
nach  und  nach: 

/  G(x)e'''=dx  =  ^  G{x)e'''  —  ~  /  G\x)e''''dx 
fG'{x)e'-^dx  =  y  G'{x)e'-^  -^  fG"{x)e''dx 

jG^^-^^xy-'^dx  =  ~j  G^'^-'h'"''  -  l  IG^''\x)e'-^dx- 

daraus    ergibt    sich    durch    Elimination    der   Zwischenintegrale 
und  mit  Rücksicht  darauf,  daß  G^"-\x')  eine  Konstante  vorstellt^ 

[  JG{x)e^'=dx 

Bezüglich  des  zweiten  Teiles  sei  folgendes  bemerkt.    Eine 

einfache   reelle  Wurzel   a  von  q){x)    liefert   einen   Partialbruch 

A 
und  zu  dem  Integrale  den  Bestandteil 


a 


setzt  man  hierin  x  —  a  =  -^ ,  so  geht  dies  über  in 


Ae' 


also  in  den  Integrallogarithmus.  —  Eine  w-fache  reelle  Wurzel 

a  des  Nenners   w(x^  führt  einen  Partialbruch   -. — ^^^.  herbei, 
^  ^   ■'  {x  —  a)  ' 

dessen   Zähler    eine    ganze    Funktion    {m  —  l)-ten    Grades    ist, 
und  daraus  entsteht  für  das  Integral  der  Bestandteil 


/< 


{x  —  ä. 


es  lassen  sich  aber  eine  ganze  Funktion  m  —  2-ten  Grades  P^  (x) 
und  eine  Konstante  A  derart  bestimmen,  daß 


-P(^)     ...       r»    f      P^^^)       .y.A    ,       ^ 


e-^=B),  ^-':_.g-  + 


nX^ 


wird;  denn  nach  Ausführung  der  Differentiation  und  Beseitigung 
der  Nenner  heißt  die  Gleichung: 
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und  gibt  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Koeffizienten 
die  gerade  notwendigen  m  Gleichungen  zur  Ermittelung  der 
m  —  1  Koeffizienten  in  Pi{x)  und  von  Ä.  Auf  Grrund  jener 
Zerlegung  aber  ist 

und  das  verbleibende  Integral  führt  wieder  auf  den  Integrallo- 
garithmus. 

Seispiel.     Für  das  Integral 


/ 


e^dx 
hat  man  die  Zerlegung: 


e^=D.{^^i^^^i+ 


T*  I  Q"  I  i" 

und  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten   die  Gleichung: 

x^-\-l  =  {2Ax  +  B-\-  Ax^  +  Bx  +  C)x 
-  'ä(Ax'  -^  Bx  +  C)  +  Dx^', 
daraus  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Seiten: 

hiernach  ist 


dx. 

X 


262.  Produkt  aus  einer  rationalen  Funktion  von  x 
und  aus  Ix.     Das  Integral 

jf(Ix)dx, 

in  welchem  /'  das  Zeichen  für  eine  rationale  Funktion  sein 
soll,  geht  durch  die  Substitution  Ix  =  t  in  das  Integral  des 
vorigen  Artikels  über,  indem 

(11)  ff{lx)dx=ff{t)e*dt 

wird. 

Das  Integral  ' 

jf(x)lxdx 
zerfällt,  ähnlich  wie  es  dort  geschah,    in  die  beiden  Integrale 


/  G(x)lxdx,       I  —r{  Ixdx, 
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deren  erstes  durch  das  in  258  besprochene  Verfahren  der  par- 
tiellen Integration  sogleich  auf  ein  algebraisches  sich  zurück- 
führen läßt,  indem 

(12)  fG{x)lxdx  =  G,(x)lx  -  r%—  dx; 

dabei  bedeutet  G^{x)  das  Integral  von  G{x).  —  In  dem  zweiten 
Teile  ergibt  eine  einfache  reelle  Wurzel  a  von  (p{x)  den  Be- 
standteil 


L  /  — ~  dx\ 

J  X  —  a        ' 


A 

durch    die    Substitution   x  —  a  =  az  verwandelt    sich    dies    in 

und  das  verbleibende  Integral  ist  nicht  durch  elementare 
Funktionen  darstellbar.  Eine  mehrfache  reelle  Wurzel  a  gibt 
Bestandteile  von  der  Gestalt 

die  sich  durch  das  Verfahren  von  258  auf  algebraische  Inte- 
grale zurückführen  lassen,  indem  für  w  >  1 

/jQ\  i  C  Ob  -t  V  JC  J.  /  Qj  ijC 

^      ^     J  {x-ar^^^~  (:m-l){x~a)'"-^       rn-lj  'x^x-aT'-^' 
Beispiele.     1)  Auf  Grund  von  (12)  ist 

j  (ax'  +  ^bx  +  c)lxdx 

=  (-3--  +  bx^  -f  CX>^  Ix  —  \^-  -^  -^  -\-  CX  +  Cy 

2)  Mit  Benutzung  von  (13)  erhält  man 

1  — 7—  Ixdx 
J      «* 

/Ix    j       ,     rix    ^  9a;--f-l        dx^-{-l  ,       ,    ^ 

263.    Rationale  Funktionen  trigonometrischer 
Funktionen.     Das    Integral    einer   rationalen    Funktion   von 

sin  X,     cos  X,     tg  X,     cotg  x,  .  .  . 

läßt  sich  immer  auf  das  Integral  einer  rationalen  algebraischen 
Funktion  zurückführen;  die  dazu  dienliche  Substitution  richtet 
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sich  nach  den  unter  dem  Integralzeichen  auftretenden  trigono- 
metrischen Funktionen   und   nach  der  Art   ihres  Vorkommens. 
Einige  der  wichtigen  Fälle  sind  im  Nachstehenden  behandelt. 
a)  Eine  immer  zum  Ziele  führende  Substitution  ist 

(a)  tg  f  =  ^, 

denn  daraus  folgt 

cos  X  =  cos^  y  —  sm^  ~  =  cos^  Yv  ~  ^^  YJ  ^  T+7^ 
sm  X  =  2  sm  ^  cos  y  =  2  cos^  y  *g  Y  =  Y^^ 

,                   2  t  ,  \  —  t- 

tff  iC  =  z ji  ,        COtg  X 


2df 


dx 


SO  daß  alle  Bestandteile  rational  in  t  ausgedrückt  sind.     Hier- 
nach ist  also 

(14)       / /"(sin  X,  cos  x,..)dx  =  2J  fi^^n^ ,  j^ ,  •  •  •)  j:^2 , 

und  weil  /"  rational  ist,  so  bezieht  sich  die  rechts  vorgeschriebene 
Integration  auf  ein  rationales  algebraisches  Differential. 
Beispiele.     1)  Es  ist 


cos  X 


^y  a  cos  X  -\-h  sin  a;       "j/a^  -\-  h'^J  s 


-^tg(f-f)  +  C 


die 


sin  Ö  cos  X  -}-  cos  ö  sin  a; 

"rfr^  +  ö)  1        7.    A"  +  ' 


ya«4-  &2j  sin  (x  +  e)        )/a*  +  ö*       °      2  ' 


wenn  ö  aus  den  Gleichungen 


=  sm  ö,  — I  =  cos 


bestimmt  wird. 
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2)  Es  ist 

/* ^^ 2  f 

^  a  cos  X  -\-b  sin  X  -{-c         t/ö(l 


dt 


dt 


i)t^-\-'i'bt-[-{c-\-a) 

und    die  weitere   Entwicklung   hängt  von  a,  h,  c   ab   (240,  1) 
oder  243,  (14)). 

b)  Hat  das  Integral,  unter  f  immer  eine  rationale  Punktion 
verstanden,  eine  der  Formen 

( f(s'm^  X,  cos  x)  sin  xdx,      f  fi^in  x,  cos^  x)  cos  xdx, 

so  ist  es  einfacher,  im  ersten  FaRe  cos  x  =  t,  im  zweiten  Falle 
sin  X  =  t  zu  setzen,  indem  dann 

(15)  //"(sin^  X,  cos  x)  sin  xdx  =  —  //(l  —  f,  t)di 

(16)  //"(sin  X,  cos^  x)  cos  xdx  =       f  f{t,  1  —  f)dt 
wird. 

Beispiel.     3)  So  ist 

dt 


/sin  xdx  r  dt  \      n        d 

a  cos^ic -|- ^  sin^«  Jat^-\-b{l — t-)  b    j  a  —  b    ^ 

J      ^~T~ 

also  bei      ,     >  0 : 
b 

l  sin  xdx  1  ,     /l  /« —  ö  \    ,    ^ 

/ 2 — 1  ,    •  o     = ,  arctg  I  1/  — ,~  cos  a;  I  +  6  , 

J  a  003^33  + 6  sin- ic  |/(a  — 6)&  V'        ^  / 

hingegen  bei   — ^ — <0: 

/  1—1/  — r —  cos  a; 

s\n  xdx  1  j  r        b  j_  r 

a  cos^  aj  +  ft  sin^  ^  "~  2  l/(&  —  a)  &         ,  i /ft^^ 

'  -^  ^"  K  — 7 ^^®  ^ 

c)  Bei  einem  Integral  von  der  Form 
ff{t^:>^dx 
ist  es  am  einfachsten,  i^  x  =  t  zu  setzen,  indem  dann 


(17)  fm^)dx  =  ff{t)- 


wird. 


dt^ 
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Beispiel.     4)   In  dem   besonderen  Falle    /       ^^r^ —    führt 
diese  Substitution  auf  das  algebraische  Integral 

dt 


h 


(l  +  f^)  a  +  5^)' 
die  Zerlegung  der  gebrochenen  Funktion  liefert 
1  _  a  —  lt  &« 

woraus  sich 


/. 


(H-<^)(a  +  fc*)  ~  a^+  &^  ^'^'^  +  ^^)  ~  2(a^  +  0"  ^^  ^  ^'^ 


a 


und  schließlich 


J  « 


H — 2   I   72  K^  ^*^^  a;  +  6  sin  a;)  +  C 


a  +  ötg*        a^ -t"  ^*        a^  +  '^^ 
ergibt. 

Das  vorliegende  Integral  läßt  sich  indessen  auch  mit  Um- 
gehung jeder  Substitution  ermitteln;  es  ist  nämlich 

fc  cos  xdx 


n       i  dX  / 

J  a-\-higx  ~J  i 


/( — asinx -\-h  cos>x)dx  / 

a  cos  a;  -f  ft  sin  a;  J  i 


a  cos  X  -{-  b  sin  x 

sin  xdx 


a  cos  X  -\-h  sin  x ' 
multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  h  und  addiert  beiderseits 


"^/» 


COS  OCQjtJO  T    •  1     I     1    j 

hinzu,  so  entsteht 


a  cos  X  -\-  h  sm  X 

(a^  -f  &^)  /         ,  —  =  &?(ö  cos  a;  +  6  sin  ic)  +  «a;  +  C, 

woraus  für  das  Integral  derselbe  Ausdruck  hervorgeht,  wie  er 
oben  gefunden  wurde. 

264.  Reduktiousformeln  für  /sin"' a;  cos"  a:rfa;.  Das 
Integral  einer  rationalen  ganzen  Funktion  von  sin  .r,  cos  x, 
tg  X,  cotg  X,  .  .  .  löst  sich  in  Integrale  von  der  Form 

(18)  I  sin"^  X  cos"  X  d  X 

auf.    Durch  die  Substitution  sin  a;  =  ^  geht  dies  in  das  Integral 

/l  71—1 
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eines  binouiisclien  Differentials  über  und  könnte  nach  den  in 
'255 — 256  gegebenen  Methoden  behandelt  werden.  Aus  dieser 
letzten  Form  erkennt  man,  daß  das  obige  Integral  nur  dann 
eine  endliche  Darstellung  durch  elementare  Funktionen  zuläßt^ 
wenn  die  Exponenten  eine  der  Bedingungen  erfüllen: 

~—     oder     -—     oder     -2-  +  ^    =      f^- 

eine  ganze  Zahl.  Sind  ni ,  n  ganze  Zahlen,  wie  dies  hier  an- 
genommen wird,  so  ist  mindestens  eine  davon  stets  erfüllt. 

Es  ist  indessen  vorteilhafter,  das  Integral  (18)  in  seiner 
ursprünglichen  Form  zu  belassen  und  durch  Reduktion  der 
Exponenten  m,  n  auf  möglichst  kleine  Beträge  gewisse  ein- 
fache Tntegralformen  herbeizuführen.  Hierzu  dienen  die  nach- 
stehenden PieduJdionsformeln. 

1)  Partielle  Integration  mit  der  Zerlegung  u  =  cos™~^  x^ 
dv  =  sin"*  X  cos  xdx  ergibt 


(I)  /si 


«7  8in"'  +  ^a;cos" 

sin'"  X  cos"  xdx  = 


Vl-i-l 


+  —47.   /  sin"'  +  ^  X  cos"~^  xdx        (m  -f  1  4=  0)- 


Kehrt    man    die   Formel    um    und    ersetzt    gleichzeitig    m 
durch  m  —  2,  n  durch  n  -\-  2,  so  wird 


n      j                sin"'-^a;cos"+^a; 
sm"*  X  cos"  xdx  = ,   ,    

n  -{-  l 


(II)  /s 

+  ~^\  f  sin"'-^  xcos"^^  xdx         (n -^  1  =^  0). 

2)  Wird  unter  dem  Integralzeichen  rechts  in  (I) 
g^TO  +  2  ^  cos"~^  X  =  sin'"  X  cos"~^  .^(1  —  cos^  x) 

gesetzt,  so  löst  sich  das  betreffende  Integral  in  zwei  Integrale 
auf,  deren  eines  mit  dem  linksstehenden  übereinstimmt;  nach 
gehöriger  Vereinfachung  hat  man: 


(III)        Jsi 


8'""'  +  ^ 

sin™  X  cos"  xdx  =  - 


m-\-n 


4-  ^"--, —   /  sin'"  X  cos"~^  xdx  (m  -{-  ti  4=  0). 
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Die    Umkehrung    dieser  Formel    unter    gleichzeitiger   Er- 
höhung von  n  um  2  liefert: 


(IV)      / 


,,       ,  sin-^  +  ^a^cos^  +  ^a; 

sm'"  X  cos"  xax  = ;-- 

n  -\- 1 


3)  Wenn  in  dem  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  (II) 

^jjjTO-2  ^  cos"  +  ^  X  durch  sin"*"^  x  cos"  x(l  —  sin^  x)  ersetzt  und 

sonst    derselbe    Vorgang    beobachtet    wird    wie    unter    2),    so 

entsteht 

/TTN  r  ■   m  «     ^  sin'"-^a:cos'*  +  ^a; 

(V)  /  sm™  X  cos"  xax  = , 

^    ^  J  m  -\-  n 

-\-  — -, —  /  sin™~^  X  cos"  xdx  (m  -f  %  4=  0). 

'    m-\-nJ  ^  '      -' 

Die  Umkehrung    dieser  Formel    bei  Vermehrung  von    m 
Tim  2  gibt  schließlich 


{VI)        J"si 


sm'"  X  cos"  xdx  = r-z 

m  -\-  1 


»L+Ji±i   r  .^^  +  2  ^  ^^^„  ^  ^^     (m  -f  1  =4=  0). 


Die  Formeln  (I)   und   (VI)  verlieren   ihre  Anwendbarkeit 

/COS     Iß 
dx  durch 
sin  X 

(III)  oder  (IV)  (je  nachdem  n  positiv  oder  negativ)  auf  eines 
der  Integrale 

dx 
sm  X  cos  X 


r  dx        rcosxdx       r 

,/  sinaj'         ,/      sina;    '         J  s; 


gebracht  werden. 

Die  Formeln  (II)  und  (IV)  werden  illusorisch  für  «  =  —  1 ; 

das    entsprechende    Integral    /  ^^'^^ ^-  kann  aber  mittels  (V) 

oder  (VI)  auf  eines  der  Integrale 


/dx  rsinxdx  C       dx 

COSiC  J       COS.T  J    sin;KCO 


reduziert  werden. 
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Die    Formeln    (III)     und    (V)    hören    auf   zu    gelten    für 

/sin    3C                i  cos   cc 
—  dx,        I  dx     sind     aber 
cos'"»;              «7  sin"  x 

mittels    (II),    bzw.    (I)   zurückführbar    auf   eines   der   Integrale 

/*  jsmxdx  fcosxdx 

'  J     cos  ic    '  ^     sin  a; 

Außer  auf  die  genannten  können  die  Reduktionsformeln 
nur  noch  auf  die  Endintegrale 

jsinxdx,        jcosxdx 
hinleiten. 

Alle  Endintegrale  sind  elementar,  und  obwohl  ihre  Werte 
im  Vorangehenden  schon  angegeben  sind  oder  aus  vorhandenen 
Formeln  leicht  abgeleitet  werden  können,  soUen  sie  hier  noch- 
mals zusammengestellt  werden: 

I  dx  =  X,         I  smxdx  =  —  cosx%         j  cosxdx  =  sinx, 

/dx        iL     X         r  dx        1 1     I  '^    ,    ^\ 
sinx  =  ^^^2'     Jcosx^^^^U+Y}- 

=^ltgx, 


r   dx 

J  sin  X  cos 

/'cosxdx        ,    .                isinxdx  -, 

— -. =  /  sm  X ,      I =  —  l 
sm  x                      ^     J     cos  x 


cosa;, 


/ 


sin.TcosiCfZ^r  = 


SIU'JJ 


Man  kann  mitunter  die  Benutzung  der  Reduktionsformeln 
umgehen,  z.  B.  dann,  wenn  einer  der  Exponenten  w,  n  eine 
positive  ungerade  Zahl  ist,  oder  auch  sonst  anderweitige  Ver- 
einfachungen eintreten  lassen,  wie  dies  aus  den  folgenden  Bei- 
spielen zu  entnehmen  ist. 

Beispiele.     1)  Mit  Benutzung  der  Formel  (III)  findet  man 

/.    ,            o      ,          sin®« cos* a;    ,     2    /    .    ,  , 

siJT  xcos''  xdx  = ,:: ^  ~^  j  sm*  ic  COS  rra^; 

sin®«  cos- a;    ,     2      .    =       ,    ^ 

in  anderer  Weise:  cos^a:  =  (1  —  sin^ .i;)  cos  a;,  daher 

fsm^x  cos'-^xdx  ==  /  sin^jj  cosxdx  —  j  sin^x  cosxdx 

=  -IT  sin^  X —  sin"^  x  -\-  C. 

o  t 

C Zuber,  Vorlesungen.     II.     3.  Aufl.  7 
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2)  Nach  Formel  (IV)  ist 

f  .  /^     -  =  -^ +  2  Tif-  =  ^^ 2cotg:r  +  C; 

J  sm^a:cos^a;        smiccosa;  J  sm-'a;        sin  a;  cos  a;  °  ' 

man    kann    aber    auch    folgenden    Weg    einschlagen:    Es    ist 
dx  =  (sin^^i;  -f  cos^ x)dx,  daher 

/dx  r  dx      .    r  dx  ,  ,  .    ^ 

-^—. 5—  =  /  — ^  +  /  ^^-  =  is.x  —  cotg  X  4-  6. 
Bm-a;cos-.x      J  cos^a;    ^  J  sm-a;         °  ° 

3)  Zur    Reduktion    der    Integrale   lsm"'xdx,      lcos"xdx 

(m,  «  >  0)  ergeben  sich  aus  (V),  beziehungsweise  (HI),  wenn 
man  dort  w  =  0,  hier  m  =  0  setzt,  die  Formeln 

i    r  .           -,                sin'"~^a;  cosa;    ,    w — 1  /    •    ,„     2      7 
I   /  Bm'^'xdx  = /  sm"'-^xdx 

V      -^  1     r  ■  n-i  1    f 

/               ,                sin  a;  cos        x    ,    n  —  1  /        „_«      1 
\  I  cos"  xdx  = ^^^ \ ;^  j  cos"    -xdx', 

in    gleicher    Weise    erhält    man    durch    Benutzung    von    (VI) 
und  (IV) 

/'  dx    _  cosa;  .    m  —  2    r     (^a: 

^7  sin"^  ~  ~  (m  —  1)  sin'" '^x       m-lj  sin'" " ^a; 


/'  da;     _  sin  a; .    n  —  2     f*     dx 

cos^a;  (n  —  l)cos"~^a;        «— IJcos""^; 

Insbesondere  ist  beispielsweise 

/'  .    .,       ,                sin^a;  cosa;    ,     2    /    .         •, 
sm^  xdx  = g 1"  y  /  s"^ ^^^ 


sin-a;cosa;        2  cosa;        >-, 


3  3 

aber  auch 

(  sur'xdx  =  I  sin  xdx  —  I  cos^n;  sin  xdx 


cos^a;        .-, 
=  —  cosrr  H 1-  C; 


ferner 


/dx    _  _    cos«         J^  r^„  ^  _    <^Q^^   JL  —  ^  to-  ^  +  C 
^s— —        2  sin^a;  "^    2j  sina;  2  sin«a;  "^   2       »  2 

265.  Zurückführung  auf  die  Sinus  und  Kosinus 
vielfacher  Bogen.  Die  Lösung  des  Integrals  (18)  bei  posi- 
tiven ganzen  m,  n,  also  auch  die  Integration  einer  rationalen 
ganzen   Funktion   von   sin  x  und   cos  x   kann   noch   auf  einem 
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anderen  Wege  erfolgen,  welcher  darauf  sich  gründet,  daß  die 
Potenzen  von  sin  x  und  cos  a:  durch  die  Funktionen  der  Viel- 
fachen von  X  sich  ausdrücken  lassen.  Diese  Darstellung  ergibt 
sich  mittels  der  Formeln  (105,  (15)): 

„ix         „~ix 

e     —  e 

sm  X  = r-^ 

2 1 


cosa?  = 


2  ' 

wenn  man  beiderseits  zu  einer  positiven  ganzen  Potenz  erhebt, 
rechts  von  der  Binomialformel  Gebrauch  macht  und  die  sym- 
metrisch angeordneten  Glieder  zusammenfaßt,  so  erhält  man 
mit  Benutzung  eben  derselben  Formeln  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

(  (—  iV  f  /2?A 

sin^^rr  =  ^~^  \  cos  2px  —  (      )  cos  (^p  —  '2)x 

+  r^\  co^{2p-4.)x +  (-  ly-'l   ^^'  \  cos 2a; 

+  -r-i)M'^)l 

2  ^     \pj\ 

,^v+  ^x  =  tl^  1  sin  i2p  +  l)a:  -  P^  +  ^)  sin  {2p  -  l)x 
(20)  \      +  C^t^)  sin  (229  -Z)x +  (-  ly  (^^' +  ^)sina;| 

cos  x^P  =    g  _^    cos  2px  +  (     )  cos  (2p  —  2)x 

Qo&^p-^'^x  =  -Y-  I  cos  (2p  4-  l)x  +  \  ^        ]  Qo^{2p  —  V)x 
+  r^  +  ^"j  cos(22>-3)a;  +  •  •  •  +  C^'^  ^)  coso;}- 

Ist  nun  eine  ganze  Funktion  von  sina:;,  cos*"  gegeben  und 
entwickelt  man  alle  Potenzen  nach  den  Formeln  (20),  so  ordnet 
sich  der  giinze  Ausdruck  zu  einem  Aggregate  von  Gliedern, 
die  von  Koeffizienten  abgesehen  eine  der  drei  Formen: 

sin  Xx  sin  ^lx,         cos  Ix  cos  uic,         sin  Xx  cos  ^x 

7* 
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aufweisen;  dabei  bedeuten  A,  ^(1=^^)  positive  ganze  Zahlen;  die 
Integration  führt  sich  also  zurück  auf  die  Formeln: 

/  sin  Aa;  sin^xdx  =  y  /  t^°^  ('''  ~  i"")-^  ~~  cos(A  +  [i)x]dx 


(21) 


sind  —  ^)x        sin  (1 -(- fi) ic 

~2  {X  -  fi)  W+W 


/COS  Xx  cos  ^xdx  =  V  /  [^^^  (^  ""  ^)^  +  ^os  (A  +  ix)x]dx 


sin  {X  —  il)x        sin  (X  +  (i,)aj 


/sinX.eos,...  =  i./'[si.(.  +  ,).  +  si.(A  -  ,).].. 


cos(i-|-/^)*       cos(i  —  il)x 


2{X-\-y)  2{X  —  ^) 

Beispielsweise  führt  dieser  Vorgang  zu  folgenden  Resultaten: 

/  sin^xdx  =  Y  /  (cos 4a;  —  4cos2i(;  -f  ^)dx 

=  y  (^^  -  2  sin2a;  +  3a;)  +  C; 

1    /      cosbx    ,    5  cos  3a;        ^^  \    ,    /-1 

=  jg  (-  —5-  +  -^~  -  lOcosa;)  +  (7; 

/  sin^a;  co8^iC6?a;  =  x  /  sin^2a;dta; 


l/(^ 


.,.,           a;       sin  4a;,    ^ 
c\)S  4Ä;)aa;  =  -^ ^,, \-  V. 


266,  Produkt  aus  einer  rationalen  Funktion  von  x 

und    aus    sina;    oder    cos  x.     Bedeutet    f{x)    eine    rationale 

Funktion  von  x,  welche  sich  in  die  ganze  Funktion  G(x)  und 

Fix) 
den    irreduktiblen   echten  Bruch   —^  zerlegen  läßt,    so  lösen 

(p{X)  ^  ,  ' 

sich  dieser  Zerlegung  gemäß  auch  die  Integrale 

(22)  I  f(x)  s'mxdx,         jf^x)  cos  xdx 

in  je   zwei  Integrale   auf.     Auf  das  erste  läßt  sich  mit  Erfolg 
partielle    Integration     anwenden     in     dem     Sinne,     daß    man 
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ti=G{x),    dv  =  smocdx,    beziehungsweise    =cosxdx   nimmt; 
mau  erhält  so 


(23) 


I  ( G-{x)  sin:rf?:r  =  —  G{x)  cosa;  +  /  G'ix)  cosxdx 
I G{x)  cosxdx  =       G(x)sinx  —  I G'{x)smxdx'^ 


(24)    { 


wird  auf  das  rechtsstehende  Integral  der  ersten  Gleichung  die 
zweite  lleduktionsformel  und  umgekehrt  angewendet,  so  er- 
geben sich  die  Reduktionsformeln: 

^  j  G{x)  sin  xdx 

=  —  G{oc)  cosa;  +  G'{x)  s,mx  —  j  G"{x)  sin  xdx 
l G{x)  cosxdx 

=       G(x)  sina;  +  G'(x)  cosa;  —  j  G"(x)cosxdx, 

durch  welche  das  linksstehende  Integral  auf  ein  solches  der- 
selben Art  zurückgeführt  wird,  in  welchem  aber  der  Grad  der 
ganzen  Funktion  um  zwei  Einheiten  niedriger  ist.  Durch 
eventuelle  Mitbenutzung  der  Formeln  (24)  und  (23)  kann  man 
diesen  Grad  schließlich  auf  Null  bringen  und  die  Reduktion 
bis  zu  den  Grundintegralen /sin  ic^Za;,       cosxdx  führen. 

Bei  dem  zweiten  Teile  der  Integrale  (22)  liefert  eine 
einfache  reelle  Wurzel  a  des  Nenners  (p(x)  einen  Bestandteil, 
der  vom  Koeffizienten  abgesehen  lautet: 

/sin  X    ^          1       •  1                  •        /  cos  X    -, 
dx.     beziehunsrsweise    I dx\ 
X  —  a       '                      "              J  X  —  a        ' 

setzt  man  x  —  a  ^=  t,  so  wird 

i  &mx    7  f  sin  t dt    ,      .  i  cos  tdt 

I dx  =  cos  a  I  — 7 h  sm  a  /  — - — 

J  «  — «  J       t  J       * 

tdt 

d.  h.  beide  Formen  lassen  sich  durch  den  Integralsinus  und 
den  Integralkosinus  darstellen. 

Eine  mehrfache  reelle  Wurzel  a  von  (p(x)  gibt  Anlaß  zu 
Integralen  der  Form 


/'cos  ic    ,                       icos  tdt         ■  /sia 
dx  =  cos  a  I  — 7 sm  a   /  — - 
x  —  a                     J       t                     J       i 


/sin  xdx       1      •  T                 •          f  cos  xdx 
,     beziehungsweise     f  : 
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wendet   man   auf  diese   partielle  Integration   an    in  der  Weise, 

daß  dv  = gesetzt  wird,  so  kommt 

(x  —  a)"' 


/sinxdx  sin  07  1        /' 

{X  —  af  ~~        {n  —  l){x  —  a)"  "^        n  —  \J  ( 


{x  —  a) 


n-l 


/cosxdx  cos  a;  1        /*  sin  a; da; 

(x  —  af^       in  —  l){x  —  af~^       n  —  lj{x  —  af-^ 
und    nach    nochmaliger    Reduktion    der    rechts    verbleibenden 
Integrale 

/sinxdx  sin; 

(^af  ~~  {n-  1)  {X  ■ 


(20) 


a)"-^        (w— 1)  («  —  2)  {x  —  aS"-^ 
sinxdx 


(n  —  1)  {n  —  2) 


J     sm  a;aa; 


/cosxdx  cos  a; 


{x  —  ay  («— 1)  (a;  — af"^        {n  —  1)  (n  —  2)  (x  —  a) 

1  r  cos  a;  d  a; 


Jo 


(«  —  1)  («  —  2)  J  (a;  —  a)''-  ^ 
Durch  Anwendung    der  Formeln  (26)   und   (25)   kommt  man 
schließlich  zu  den  bereits  besprochenen  Integralen 

/Bina;da;  jcosxdx 

X  —  a        J    X  —  a 

zurück,  die  eine  endliche  Darstellung  nicht  zulassen. 
Beispiel.     Um  das  Integral 

"3;^+  1 


J  X 


^mxdx 


^  x^—  i 
zu  lösen,  zerlege  man 

X^ —  1  X' — 1  x—1        x-\-l 

und  man  findet  nun   auf  Grund  des  Vorstehenden: 

V4-  1 


I\ 


„      ^  smxdx 
x^ —  1 

2              .    o       •          .                 I    o    •     1     Ccosxdx 
=  —  x^  cos  X  -\-  z  X  Bin  X  ■\-  cos  x  -[-  Z  sm  1    I 

267.  Produkt  aus  einer  rationalen  Funktion,  einer 
Exponentiellen   und   sin:r  oder  cosa;.     Bedeutet  G{x)  eine 
ganze   Funktion    von    x   und   wendet   man   auf  die   beiden   In- 
tegrale 
(27)  j  G{x)e"'''  sin  bxdx,     1  G{x)e'^''  coshxdx 
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partielle  Integration  an  mit  u=  G(x)e'^^,  also 

du  =  aG{x)e'^''dx  -\-  G'(x)e''''dx, 
so  ergibt  sich: 


/ 


G{x)e°''^ ^m hxdx  =  — r-  G{x)e"'^ cob hx 


(28) 


+  -^  /  G{x)e'^-^ cos  hxdx  -\-  y  I  G-^x^e"" coshxdx, 
I  G(x)e'^-''  cos  hxdx  =  -r-  G(x)e'''^  sinhx 

— T  /  ^(-^O^*''  s^^  hxdx  — j-  I  G\x)e'^^  sin  hxdx-^ 

diese  Gleichungen  sind  in  bezug  auf  die  zu  bestimmenden  zwei 
Integrale  (27)  linear;  löst  man  sie  danach  auf,  so  erhält  man: 

G(x)e'^''  sinhxdjc  = rrrp G{x)e^^ 

-| — iÄThi  j  G\x)e''^coshxdx rxp  /  G'{x)e''''smhxdx, 

/r^r   \   nr         7      7           «  COS &«-{-&  sin &ic   „,   s 
G{x)e'^''  COS  hxdx  = rirä G{x)e'^'^ 

TTTp  /  G'{x)e'''''coshxdx OTp  /  G' {x)e''''smhxdx. 

Fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formeln  bringt  die  ganze 
Funktion  schließlich  auf  den  Grad  Null  herab,  so  daß  als 
Endintegrale,  von  Koeffizienten  abgesehen, 

j  e""^  sinhxdx,         j  e^'"^  coshxdx 

zum  Vorschein  kommen;  die  für  dieselben  geltenden  Werte 
ergeben  sich  aber  aus  (28)  selbst,  wenn  man  G{x)  ==  1  setzt; 
man  findet  nämlich: 

(29)         . 


.     7      ,          asmbx  —  hcosbx   „^    ,    ^ 
Sin  hxdx  = „  ,  ,» e"'^  4-  ü 

cr  +  &* 


je"' 
^, 

/nr         7,     7          ü  COS  b X -\- b  siiibx    __    ,    ^ 
e'^''  coshxdx  = s-r^^ e     +  C 

So    ergibt    sich    beispielsweise    aus    der    Anwendung    der 

ersten  Formel  (28)  und  der  beiden  Formeln  (29) 

C     „^    •     1      7           (asin&a;  —  bco%bx)x   „„ 
I  xe'^^  sin  bxdx  = „  ,  ^„ ^-  e"^ 


2abco%bx  —  (a^  —  fc-)sin&Ä;   ax    \    n 
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268.    Vermischte  Beispiele. 

(1)  /c 


dx 


cos  X  -\-  sin  X 
dx 


-j-btgx) 


(2)      /(» 

(3)  / — ,--i — - — , -■ — M  Subst.:  &cosa;  +  csiiia;  =  —   -«)• 

^  ^  J  a-\-o  cos  a?  -|-  <^  si^i  '''^'    V  2         / 

/,v  /       (a  —  bcoBx)dx        /  , 

(4)  1  -^V  7^ — s^ }  (a  —  0  cos X  = 

J  a,^ -\- h^  —  2  ah  cos  X     \ 

=  ^  («2  +  fe2  _  2aZ/ cosx  +  a-' -  &M)  . 

(5)  jxarctgxdx. 

(6)  I  e'''' s'mhx cos cxdx. 

(7)  |i/(a;*  —  l)6Za;. 

(8)  fl~£=dx. 

(9)  f^^^     Ixdx. 

Für   die  nachstellenden   Integrale  sind   Reduktionsformeln 
abzuleiten : 

(10)  Ctg'xdx,     {ig^x  =  ig''-^x{sQc^x—  1)). 

(11)  I  cotg"  xdx. 

(12)  seC'xdx,     {u  =  sec"~^  X,     dv  =  sec^xdx). 

(13)  I  cosec'^  xdx. 

(14)  I x'' cos  axdx. 

(15)  Ce''''cos''xdx. 

(16)  I  cos"  x  cos  nxdx(u  =  cos"  X,     dv  =  cosnxdx'^ 

cos(w  —  l)a;  =  coswiccosa;  +  sinwajsinrr). 


Dritter  Abschnitt. 
Einfache  und  mehrfache  bestimmte  Integrale. 

§  1.    'Wertbestiinmung  und  Schätzung  bestimmter  Integrale. 

269.  Auswertung  von  Integralen  mittels  des  Haupt- 
satzes der  Integralrechnung.  Die  Auswertung  eines  be- 
stimmten Integrals  gestaltet  sich  dann  am  einfachsten,  wenn 
die  unhestimmte  Integration  in  endlicher  Form  sich  vollziehen 
läßt,  d.  h.  wenn  eine  in  dem  Integrationsintervalle  (a,  h)  stetige, 
durch  einen  geschlossenen  analytischen  Ausdruck  dargestellte 
Funktion  F{x)  angegeben  werden  kann,  deren  Differential- 
quotient an  jeder  Stelle  durch  den  Wert  der  zu  integrierenden 
Funktion  f{x)  bestimmt  ist;  nach  dem  Hauptsätze  der  Integral- 
EecJinung  (232)  ist  nämlich  in  diesem  Falle 

b 

(5)  ff{x)dx^F(h)-F{a), 

a 

SO  daß  es  also  nur  auf  die  Ausrechnung  und  Subtraktion 
zweier  besonderen  Werte  der  Funktion  F{x)  ankommt. 

Im  Vergleich  zu  der  unerschöpflichen  Mannigfaltigkeit  von 
Formen,  welche  die  Funktion  f{oc)  anzunehmen  vermag,  ist  die 
Zahl  der  Fälle,  wo  von  diesem  Verfahren  Gebrauch  gemacht 
werden  kann,  allerdings  eine  sehr  kleine;  die  Anwendungen 
der  Analysis  auf  Geometrie  und  Mechanik  führen  aber  solche 
Fälle  häufig  genug  herbei,  und  einige  Integralformeln,  welche 
auf  diesem  Wege  aboeleitet  werden  können,  treten  sowohl  in 
den  Anwendungen  wie  in  der  weiteren  Entwicklung  der  Theorie 
so  oft  auf,  daß  es  sich  empfiehlt,  sie  hier  zusammenzustellen. 

Vorher  noch  eine  aUgpemeine  Bemerkung.  Bevor  an  die 
Auswertung  eines  bestimmten  Integrals  geschritten  wii*d,  muß 
festgestellt  werden,  ob  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
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den  Integrabilitätsbedingungen  entspricht,  d.  h.  ob  sie  im  ganzen 
Intervall,  mit  Einschluß  der  Grenzen,  endlich  (und  stetig)  bleibt: 
auch  auf  ihre  Realität  ist  Rücksicht  zu  nehmen,  sofern  man 
sich  mit  den  Rechnungen  auf  das  reelle  Grebiet  beschränkt.  Hier- 
nach wird  man  beispielsweise  an  die  Rechnung  des  Integrals 

1 


A 


dx 


Vl  —  x^ 
0     '^ 

nicht  ohne  weiteres  gehen,  weil  die  Funktion,  kurz  gesagt,  an 
der  oberen  Grenze  unendlich  wird;  das  Integral 

1 

/dx 
\/x^  —  x  —  1 

0 

überhaupt  ausschließen,  weil  die  Funktion  im  ganzen  Intervall 
imaginär  ist;  die  Berechnung  des  Integi'als 

1 

{x  -\-  3)  dx 


J  2x^  —  bx-\--l 

0 


nicht  in  Angriff  nehmen,  weil  die  Funktion  an  der  Stelle  |-, 
die  im  Intervall  liegt,  unendlich  wird;  ebenso  wird  man  von 
einer  weiteren  Rechnung  bei  dem  Integral 

/  Z(l  —  x)dx 

0 

deshalb  absehen,  weil  die  Funktion  an  der  Stelle  1  unendlich 
wird  und  von  da  aufwärts  imaginär  bleibt. 

Beispiele.    1)  Bei  n  >  0  und  beliebigen  a  und  h  ist 

a 

dieselbe  Formel  gilt  auch  für  negative  n  mit  Ausschluß   von 

w  =  —  1,  wenn  a,  &   gleich  bezeichnet   sind.     Insbesondere   ist 

bei  «  >  0 

1 

(3)  ß'-^'^'^i- 
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Der  Fall  )i  =  —  1  führt,  wenn  a,  b  gleich  bezeichnet  sind, 
zu  der  Formel 

6 


W  /f  =  '^ 


und 

zu 

der 

allgemeineren 

(5) 

dx 

-\-x 

wobei  vorausgesetzt  wird,  daß  a  -{-  a  und  cc  +  h  gleich  bezeich- 
net sind  (233,  1)J. 

2)   Aus  den  Grundformeln  ergibt  sich 
1 

(6)  /r^  =  {^rctga:)^=f; 

0 

durch  Setzung  von  —  an   die  Stelle  von  x  findet  man  allge- 


0 

X 

a 
meiner 


/,7N  r    dx  1    \        ,      x)a         n 

0 

3)  Nach  235,  2)  ist 

a 

(8)      fya'~^^'dx  =  {yl/a^  -  ä;2  +  ^' aresin -|- ) ^  =  ' 

0 

4)  Wenn  x  >  0,  so  ist  laut  252,  (26) 


IT 


0 

also  beispielsweise 

0 

5)  Unter  der  Voraussetzung,   daß   m  ^  0  und  n  ^  0,   sei 
der  Wert  des  Integrals 

jx^'d  —  xydx  =  J{jn,  n) 
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ZU  bestimmeu.    Vor  allem  erkennt  man  auf  Grund  von  1),  daß 

ferner  zeigt  die  Substitution  x  =  1  —  t,  daß 

1 

Ji^nr,  n)  =fr{^  —  tfät  =  J{n,  m), 

0 

daß  also  die  Vertauscbung  der  Exponenten  m,  n  keine  Ände- 
rung an  dem  Werte  des  Integrals  hervorbringt.  Scbließlich 
ergibt  partielle  Integration  mit  der  Zerlegung  m  =  (1  —  x)", 
dv  =  x"'-dx 

J(m,  n)  =  (^— ^-*^j  V  —"*-;,-   ^^"'  +  1(1  -  xY-'dx 

0 

1 

=  — ^  fx"^  +  Ul  -  xY-'dx  =  -^\~~J(m  +  1,  n  -  1). 
m-\-l  J  ^  ^  «i-f-l^''  ^ 

0 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  gibt  w-malige  Anwendung  dieser 
Formel 

Jim,  n)  =  -. — I  .w     I  oN   "/ — , — ^  ^(w^  4-  w,  0) 


n 


{in  -j-  1)  {m  -f  2)  ■  •  •  (m  -f-  w  4- 1) 

Ebenso   ist,    wenn  m  eine  ganze  Zahl,   vermöge  J(in,  n) 

=  Jin,  m), 

'^  *^^'  *^^  ~  (w  -I-  1)  (w  -I-  2) . . .  (w  +  m  -f  1)  ■ 
Sind  m  und  w  ganze  Zahlen,  so  kommt 
(10)  J(ni,n)=-. —   '    1  ^^,  • 

Hiernach  ist  beispielsweise 

J(l  -  xfVxdx  =  ^--^-9-  =  1^  ^JxyV^^dx 

0  2   "  2   '  2   '  2  0 

und 


jx^ii-xy 


_  3!4!  _     1 

äx  —  -g-j    —  2^Q 
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6)  Nach  den  Grundformeln  ist 

n  n 

(11)  I  siRxdx= 'ycos  xj  ^=  1,     j  cosxdx  = '^s'mxl^  =  1, 
0  Y  0 

ferner 

7t  7t 

(12)  I sinxdx=  Icos  x\     =  2,      j cos  xdx  =  Isiaxi^  =0. 

0  0 

7)  Durch  Anwendung  des  Satzes  230,  5)  ergibt  sich  aus 
der  Formel  cos^  x  +  sin^  x  =  1: 

7t  n 

2  ^ 

/  0,0^'^  xdx  +  /  ^\\\''xdx  =  ™ 

0  0 

und  aus  der  Formel  cos^a;  —  sin^a;  =  cos  2x: 

7t  7t  7t 

Y  T  Y  7t 

I  cos'^  xdx  —  I  sin^  xdx  =  I  cos2xdx  =  -^    /  cos^r^^f  =  0; 

0  0  0  0 

daraus  folgt 


2  rt 

(13)  /  co8^ xdx  =  /  i 


cos^ xdx  =  I  sin" xdx  =  ^• 
ö  0 

Die  Substitution  x  = z  zeigt,  daß  ganz  allgemein  für 

jedes  w  >  0 

71  7t 

^  Y 

cos"a;(^a;  =  /  ^va^ xdx. 

0  0 

8)    Nach   Formel    264,  (19)    ist    (w   als  ganze   Zahl  ^2 
vorausgesetzt): 


(14)  I  cos^'xdx  =  I  SU 


7t 


/•   n     j               (sin        a;  cos  a:  \  ^    ,    w  —  1   /^  .   „    2 
sm" xdx  ^  —\ \    -\ 1  sm" ~^x 

0  0 

Y 
=  ~ \  sm"~'^xdx\ 


dx 
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für  n  =  2jj  gibt  ^-mal  wiederholte  Anwendung  dieser  Reduk- 
tionsformel 

n 
0 

für  n  =  2p  -\-  \   erhält  man   unter  Berücksichtigung  von  (11) 

71 

(iöj  J  sm        ^«^  -  (.2^,^i)^2p-i).--3 

0 

Bemerkenswert  ist  die  Transzendenz  des  Resultates  im 
ersten  gegenüber  seiner  Rationalität  im  zweiten  Falle. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (15)  und  (16)  läßt  sich  die  trans- 
zendente Zahl  —  zwischen  beliebig  enge  rationale  Grenzen  ein- 
schließen.   In  dem  Intervalle  (O,  —j  ist  nämlich 

sin^'P~^a;  ^  sin^^a;  ^  sin--''  +  ^a;, 
wobei  das  Gleichheitszeichen  nur  an  den  Grenzen  des  Intervalls 
Geltung  hat;  daraus  folgt  (230,  6)),  daß 

7t  7t  7t^ 

Y  ¥  2 

1  ^\x^P-^xdx  >  /  ^m-'^xdx  >  /  sin^-P  +  ^rrc?a;, 


also 


(2p  —  2)        1  •3--(2p— 1)  ^  2  •  4  •  •  •  2  j? 


3  •  5  .  •  •  (2i>  —  IK  2  •  4  .  •  •  2_p         2    "^  3  ■  5  •  •  •  (2p  +  1) ' 

woraus 

2  •  2  •  4  4  •  •  (2_p  —  2)  2p       ->  ^  \  2  •  2  •  4  •  4  •  •  2 p  •  2p  ^ 

1.3.3.-.(2p  — l)(2i)  — 1)  ^    2    ^  1  •  3  •  3  •  •  •  (2p  —  l)"(2p  +  1) ' 

die  obere  Grenze  geht  aber  aus  der  unteren  durch  Multiplika- 
tion mit  -4r^—  hervor,  daher  ist  weiter 
2p  ' 

7t 
1  T  '    ^ 

"^  2p  '^  2  •  2  •  ■  •  2p  -"2^  -^      ■ 

r  3  •  •  •  (2p  —  1)  (2p  -I-  1) 

Daraus  schließt  man,  daß 

..^x  ^_y  2-2  ••2p- 2p _2-2-4-4--- 

(^ig  2    -^^^^1.3...(2p-l)(2p-Kl)        1.3.3.5... 
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Diese  Darstellung  von  -^  durch  ein  konvergentes  unend- 
liches Produkt  (79,  4))  hat  zuerst  John  Wallis*),  und  zwar 
vor  Erfindung  der  Infinitesimalrechnuug,  gegeben;  nach  ihm 
heißt  (17)  die  Wallissche  Formel. 

An  dieselbe  möge  die  Entwicklung  einer  anderen  wich- 
tigen Formel  der  Analysis  geschlossen  werden.**) 

Setzt  man  in  der  logarithmischen  Reihe  97,  (25)  a  =  1, 
z  =  -    ,  so  ergibt  sich 

^y^Ti)^      \2H  +  i  ^  3(2'^ +1)'  "^  5(2w+iy*  +  ■  ■  ■  j 
und  daraus: 

r  +  y)  H^  "^  w  ^  "^ "';'  3(2« +ip  +  5(2«+ ly*  ^ 

*^  •*■  "^  y1  (2n+l)*'  "^  (2*1  +  1)*  "^  )  ^      "^  12'n(»i+l)  » 

folglich  ist 

also  auch  ^  ^ 

e  <  (l  +  ^)"'" '  <  /^^2"("  +  ^). 

«!  e" 
Nun  ist  in  der  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Grliede  a„  =     ^ — j- 

«"  +  ¥ 

der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgenden  Glieder 


1 


"n  + 1 

woraus  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Ungleichung 

1 


\  ^       ""       ^  glän(«  +  l) 


"■  ;i  + 1 


also  die  Tatsache  sich  ergibt,  daß  die  Glieder  dieser  Reihe  mit 
wachsendem  Zeiger  abnehmen,  so  daß  «„  >  c^„  + 1 ;  zerlegt  man 
den  Exponenten  von  e  in r27~ni '   ^^  folgt  weiter 


a,e  i2«<a,+ie    ^-(»+^), 


*)  Arithmetica  infinitorum,  1655  (Opera  I,  p.  469  ff.). 
**)  Vgl.  E.  Cesäro,  Element.  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis 
und  der  Infinitesimabechnung,  deutsch  von  G.  Kowalewski,  p.  154. 
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imd    daraus    geht    hervor,    daß    die    Glieder    der    neuen    Reihe 
1 

a^e  ^^"  wachsen,  und  da  sie  kleiner  sind  als  die  gleichstelligen 

der  ursprünglichen,  so  konvergieren  beide  Reihen  gegeneinander 

1 

und    ihre    allgemeinen   Glieder   a^    und  «„e  ^^"    haben    wegen 
lim  e  ^^"  =  1  einen  gemeinsamen  Grenzwert  a. 

n  =  <x> 

Da  hiernach  für  jedes  n 

so  gibt  es  einen  echten  Bruch  0  derart,  daß 

e 
a  =  a,^e  ^-"  . 

Ersetzt  man  hierin  a^^  durch  seinen  oben  angegebenen  Aus- 
druck, so  gelaugt  mau  zu  einer  merkwürdigen  Darstellung  der 
Fakultät  n\,  nämlich 


1 
n\  =  an      -  e 


"  +  -"    -"  +  12»  (a) 


zu  deren  Vollendung  noch  die  Kenntnis  des  Grenzwertes  a  er- 
forderlich ist.  Seine  Bestimmung  gelingt  mit  Hilfe  der  Wallis- 
schen  Formel;  schreibt  man  diese  in  der  Gestalt 

Y  =  l'^  [1.3. .-(2 .1-1)]^  Y7+T  ~  ,fj^  [(2n)!jV2«  +  1) 

und  ersetzt  man  darin  n\  und  (2w)l  durch  die  nach  der  Vor- 
schrift (cc)  gebildeten  Ausdrücke,  so  wird 

40-0'  , 

woraus   a=y27r   folgt. 

Nach   Einsetzung    dieses  Wertes  in  (a)   ergibt    sich    end- 
gültig 

Dies  ist  die  Stirlingsche  Formel*).  Sie  liefert  Grenzen  für 
nl,  indem  man  einmal  6  =  0,  ein  zweitesmal  ö  =  1  setzt.  Be- 
gnügt man    sich   mit   der   unteren  zu  ö  ==  0  gehörigen  Grenze 

*)  Von  A.  de  Moivre  und  L.  Euler  vorbereitet,  von  J.  Stirling, 
Methodus  differentialis  (1730)  zuerst  formuliert. 
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als   Näherungswert,   wie   dies  für  viele  FäUe   der  Anwendung 
ausreicht,  so  hat  man  die  Näherungsformel: 


n\  =  n"  e~  "  Y2^Tn .  (y) 

Zur  lUustration  diene  das  folgende.     Es  ist 
20!  =  2  432  902  008  176  640  000, 


hingegen 


2020g-2oy4o^  =  2  422  786 


2o'%  ^"^  240  |/4o^  =  2  432  903 


es    liegt    also    tatsächlich    der    strenge    Wert    zwischen    diesen 
beiden  Grenzen,   der  oberen  weit  näher.     Das  Verhältnis   der 

Grenzen,  e^^",  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  Einheit. 
9)  Nach  Formel  257,  3)  ist 

7t 

V  TT 

(18)  /  ~^ — T — f  ,  „  ■  ,     =  —T  I  arctg  (—  tg  a; )  I    =  :,— . 

^      ■'  ^  a- cos^  X -\-  0- sm- X        ab  [         ^  \a     °      'Jo        2oo 


0 


{ah>0). 


270.  Abschätzung  eines  bestimmten  Integrals. 
Wenn  die  unbestimmte  Integration  sich  nicht  ausführen  läßt, 
so  muß  zu  anderen  Hilfsmitteln  der  Auswertung  des  Integrals 
gegriffen  werden.  Solche  werden  im  weiteren  Verlaufe  zur  Sprache 
o-ebracht  werden.  Häutio;  aber,  namentlich  bei  theoretischen 
Untersuchungen,  handelt  es  sich  um  eine  bloße  Schätzung  des 
lutegralwertes,  um  seine  Einschließung  zwischen  Grenzen.  Die 
wichtiofsten  darauf  bezüglichen  Sätze  werden  in  diesem  und 
den  beiden  folgenden  Artikeln  entwickelt  werden. 

Das  nächstliegende  Mittel  zur  Abschätzung  des  Wertes 
eines  bestimmten  Integrals  bietet  der  in  230,  6)  nachgewiesene 
Satz,  wonach  zwischen  dem  kleinsten  und  größten  Werte  der 
Funktion  f(x)  eine  Zahl  /i  liegt,  derart,  daß 

b 

(19)  ff{x)dx=-Q)-a)ii. 

a 

Bestimmt  mau  demnach  den  kleinsten  Wert  m  und  den  größten 
Wert  M  von  f{x)  in  (a,  &),  so  stellen  {h  —  a)m  und  [h  —  a)M 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.    IL    3.  Aufl.  8 
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eine    untere    und    eine    obere    Grenze   für   den  Wert    des   Inte- 
grals dar. 

Ist  fix)  stetig  in  (a,  V),  so  läßt  sich  ein  positiver  echter 
Bruch  6  so  bestimmen,  daß  jti  =  f[a  +  6(b  —  a)]  ist;  be- 
zeichnet ferner  F(x)  eine  stetige  Funktion,  welche  f(x)  als 
Differentialquotienten  ergibt,  so  ist  F(h)  —  F[a)  eine  zweite 
Darstellung  des  Integralwertes  und  daher  nach  (19) 

F(h)  -  F{a)  =  (b-  a)I\a  -\-  ö(&  -  a)); 

dies  aber  ist  der  Ausdruck  für  den  Mittelwertsatz  der  Differential- 
rechnuug  (38). 

Wie   schon    an   der   oben   zitierten  Stelle  erwähnt  worden 
ist,  nennt  man   die  Zahl  jit   den  Ilittehvert  der  Funktion  fix) 
in   dem  Intervalle   {n ,  b).     Drückt    beispiels- 
^-^  weise  f{x)  die  Geschwindigkeit  eines  beweg- 

""'l        \J  liehen  Punktes   zur  Zeit  x  aus,  so  bedeutet 

^i\-         p        ^   die   mittlere   Geschwindigheit  in  dem  Zeit- 

'; [_      räume  (a,  h).    Ist  f{x)  die  zur  Abszisse  x  ge- 

*'  ^^  hörige  Ordinate  einer  Kurve  CD  (Fig.  129)^ 

so  ist  ^  die  mittlere  Ordinate  des  Bogens  CD  und  zugleich  die 
Höhe  jenes  Rechtecks  über  der  Basis  AB,  welches  mit  der  Figur 
AB  CD  gleiche  Fläche  hat 

Ein  anderes  Hilfsmittel  der  Abschätzung  gründet  sich  auf 
den  am  Schlüsse  von  230,  6)  erwiesenen  Satz.  Gelingt  es 
nämlich,  zvrei  Funktionen  (p{x),  ip(x)  anzugeben,  welche  die 
zu  integrierende  Funktion  f(x)  derart  einschließen,  daß  für 
alle  Werte  von  x,  für  die  a  ^x  ^h, 

(p{oc)<f{x):£ij{x), 

wobei  jedoch  die  Gleichheitszeichen  nicht  durchgehends  gelten, 
so  ist  dem  angezogenen  Satze  zufolge  auch 

b  b  '> 

(20)  l(p{x)dx<  jf(x)dx<Jt{x)dx. 

a  a  a 

Lassen  sich  die  Werte  der  beiden  äußeren  Integrale  be- 
stimmen, so  sind  damit  Grenzen  für  das  vorgelegte  Integral 
gewonnen. 
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Beispiele.  1)  Es  ist  die  mittlere  Krümmung  und  der 
mittlere  Krümmungsradius  der  Normalschnitte  für  einen  Punkt 
einer  krummen  Fläche  zu  bestimmen. 

Dem  Eulerschen  Satze  (209,  (15))  zufolge  drückt  sich 
die  Krümmung  ^5-  eines  Normalschnittes  durch  die  Krümmunsjen 

-^,  -^    der  beiden  Hauptnormalschnitte   und  den  Winkel  w, 

welchen  die  zu  ^-  und    p-    gehörigen    Ebenen    bilden,    derart 

aus,  daß 

1         cos^o)        sin^  cü 

Da  ^    alle  Werte  annimmt,  deren  es  fähig  ist,  während  co  das 
Intervall  (O,  -^j   durchläuft,  so  ist  die  mittlere  Krümmung 


2 
/1\  1        //COSTCO    ,    sin*  co\    ,  1    /l      ,      1\ 

also   gleich   dem    arithmetischen   Mittel    der   Krümmungen   der 
Hauptnormalschnitte  (215). 

Für  den  mittleren  Krümmungsradius  ergibt  sich  hingegen 
der  Ausdruck: 


II  (B)  =  —    /  — s- ^^— ; 

'   ^     ^         Tt     I   cos''ca    .   sm^cö' 


1        /^  di 

n     j  cos^ca    , 

2.1   ^T 


2./        E,       '       i?, 
0 

nur  wenn  i?^  und  B^  gleich  bezeichnet  sind,  also  nur  für  einen 
elliptischen  Punkt  bleibt  die  Funktion  unter  dem  Integral 
auf  dem  Integrationsintervall  endlich  und  man  hat  dann  nach 

Formel  269,  (18):  

^(7?)=}/]R,J?,, 

so  daß  der  mittlere  Radius  gleich  ist  dem  geometrischen  Mittel 
der  Hauptkrümmungsradien. 

2)  Um  Grenzen  für  das  Integral 
1 

(w>2) 


/'     dx 
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ZU  erhalten^   beachte    man,   daß   mit   alleinigem  Ausschluß  der 
unteren  Grenze  im  ganzen  Integrationsintervalle 


also  auch 

/•      ^  r    dx       ^    r     dx 

0  0  0 

d.  i.  nach  269,  4) 

3)  Für  das  Integral 

7t 

0 

ergeben  sich  Grenzen  aus  der  Bemerkung,  daß  mit  Ausschluß 
von  (p  =  Q  für  jedes  (p 


"j/l  —  x^8in-g>        1  — x-sin-qp' 
daraus  folgt  nämlich 

7t  7t  7t 

3t  /*  dqo  /*  dcp  r  dcp 

^      J  yi  —  x^sin^^      J  1  — f^sin^qp      J  cos^qj -f-(l  — x«)  sin^qp ' 

0  0  0 

d.  i.  nach  269,  9) 

7t 

2 
«  /*  dcp  5t 

0 

die   Grenzen   liegen    um    so   enger   beisammen,   je   näher  z  an 
NuU  ist. 

271.  Der  erste  Mittelwertsatz.  Die  zu  integrierende 
Funktion  lasse  sich  in  zwei  Faktoren  qiix),  ^(rc)  zerlegen; 
von  beiden  setzen  wir  voraus,  daß  sie  in  dem  Integrations- 
intervalle (a,  h)  einschließlich  der  Grenzen  endlich  und  stetig 
bleiben,  von  dem  einen  Faktor,  z.  B.  t(x),  überdies,  daß  er 
daselbst  nirgends  negativ  (oder  positiv)  sei. 
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Bezeichnet  nun  m  den  kleinsten,  M  den  größten  der 
Werte,  welche  (p{x)  in  (a,  h)  annimmt,  so  ist  für  alle  Werte 
von  X  aus  diesem  Intervalle 

wobei  das  Gleichheitszeichen  nicht  durchgehends  Geltung  hat; 
für  solche  Werte  von  x  ist  also  auch,  wenn  ipix)  beständig 
positiv, 

m-^ix)  <i  q)(x)-ip(x)  <  M-^(x) 
und  daher 

b  b  b 

(21)  m  jil){x)dx  <.{  fp (x)  f  (x)  dx  <C  M  j xp (x)  dx . 

a  a  a 

Demnach  gibt  es  notwendig  eine  zwischen  m  und  M 
gelegene  Zahl  ^  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  geradezu 

b  b 

(22)  j^{x)-^{x)dx  =  iijil^{x)dx. 

a  a 

Weil  (pipc)  als  stetig  vorausgesetzt  wurde,  so  erreicht  es  den 
Wert  n  auch  sicher  mindestens  an  einer  zwischen  a,  h  ge- 
legenen SteUe  ^  =  a  +  ö(&  —  a),  [0  <  ö  <  1],  so  daß 

6  b 

(23)  j  (f{x)il;{x)dx  =  cp{^jjl){x)dx. 

a  a 

Den  Inhalt  dieser  Formel  pflegt  man  als  ersten  31iUelwertsaW^') 
zu  bezeichnen.  Die  Formel  (22)  ist  insofern  allgemeiner  als 
(25),  als  sie  auch  dann  Geltung  hat,  wenn  die  Funktion  (p{x) 
zwar  endlich,  aber  nicht  durchaus  stetig  ist;  dann  braucht  sie 
nämlich  den  Mittelwert  /u  nicht  anzunehmen. 

Die    Formel    (22)    oder    die    Ungleichung    (21)    führt    zu 

b 

einer   Abschätzung   des  Wertes   von  j q)(x)xp(x)dx,  wenn   sich 

6  a 

das   Integral  jil'^x^dx  berechnen  läßt. 


*)  Seine  Formulierung  stammt  von  P.  G.  L.  Dirichlet.  Werke  I, 
p.  138. 
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Ist  F{x)   ein  Integral  von  rp{oc)ip{x),    G{x)   ein   Integral 
von  ^{x\  so  daß 

F'{x)  =  (p{x)^l){x), 

also 

so  nimmt  die  Formel  (23)  folgende  Gestalt  an: 

i^(&)-Ka)  =  ||^[ö(&)-ö(a)], 

woraus 

F{h)  -  F{a)  _  F;(i) 
G{h)-G{a)        G\iy 

dies   aber  ist   der  Inhalt   des   erweiterten   Mittelwertsatzes   der 
Differentialrechnung  (39). 

Beispiele.     1)  Für  das  Integral 


/i 


'^'^  (x^<l,  0<a<l) 


y(i  —  x^)  (1  —  M'ic^ 

können  Grenzen  gewonnen  werden,   indem   man   die  Funktion 
in  die  Faktoren     ,  und  =    zerlegt:    der    kleinste 

Wert   des   letzteren   auf   dem   IntegrationsintervaUe   ist  1,   der 
größte  Wert •  infolgedessen  ist,  da 


dx 

arcsm  a. 


j  yi  —  x^ 

0 


^  .                  dx  ^    aresin  o 

arcsm  a  <  1    , < 


Vl/ÖT 


x^(l  —  it^x^        yi  — y.^a*' 
ö 


die  Grenzen   sind   um  so  enger,   je   kleiner  a  und  x  sind;    sie 

1 
2 


betragen  beispielsweise  für  ic  =  ^  und  «=  „   0,52359  .  .  .  und 


0,55109  ... 

2)  Zerlegt  man  in  dem  Integrale 
1 
je-'^'^x^dx 
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die    zu   integrierende   Funktion   in   die  Faktoren  x  und  xß~^'j 

deren   erster   0   zum   kleinsten,    1  zum  größten  Werte  hat,   so 

ergibt  sich 

1  1 

0  <  jx^e-^^-dx  <  j xe-^'dx  =  ™  =  0,316  .  .  .. 

0  0 

3)  Es  sei  f{z)  eine  Funktion,  die  nebst  ihren  Ableitungen 
bis  zur  w-ten  Ordnung  eindeutig  und  stetig  ist  in  dem  Inter- 
vall {x,  X  +  h)  der  Variablen  z.     Setzt   man  in  ({z),  f{z),  ..., 

z  =  X  -\-li  ~  t, 

so  kommen  den  Funktionen  f{x  -{-  h  —  t),  fix  -\-li  —  €),..  ., 
f^"-\x  -f  h  —  ti  dieselben  Eigenschaften  in  dem  Intervalle  (0,  h) 
der  neuen  Variablen  t  zu.  Mit  Hilfe  der  partiellen  Integration 
findet  man: 

//  /, 

(fix  i-h-  t)dt  =  \tf{x  +  A  -  0  |[  +  /  tf'ix  +  }i-  t)dt, 


0 

also 

h 


if{x  +  h  -  t)dt  =  hf\x)  j^J±f{cc  +  h-t)dt, 


0 

ebenso: 


Jif\x-\-ji-t)dt=^f"(x)    +J~nx-\-h-t)dt 

0  0 

h  h 

0  0 

schließlich: 

h 

J\ .  2  .'.'."(I  - ,)  /•'-  "(^ +h~t)dt=^^^  .^•,;^  _  ^f "  -  '»M 

0 

h 
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Bildet   man    die  Summe   dieser  Gleichungen   und  beachtet 
dabei,  daß 

h 

jfix  Jr'li-t)dt=\-  t\x  4-  /;,  -  i^) }  ^  =  fix  -\-h)-  fix), 

0 

so  ergibt  sich: 


(24) 


f{x  +  h)  =  f{x)  +  hf'{x)  +  ^  fix)  +  ^^3  f""(.^)  +  •  •  • 

+ i..'."."(L.)p-"w  +/x...'';'-i)^'-'("+^-  o<«'- 


0 

Man  kommt  also  auf  diesem  Wege  zur  Taylorschen 
Formel  (91,  (6)),  wobei  das  Restglied  in  der  Gestalt  eines  be- 
stimmten Integrals  erscheint.  Durch  Anwendung  des  vorstehen- 
den Mittelsatzes  kann  daraus  die  von  Lagrange  angeffebene 
Restformel  (91,  (7))  gewonnen  werden;  zerlegt  man  näm- 
lich  die  Funktion   unter   dem  Integralzeichen   in  die  Faktoren 

- — ~ — — -T   und    /"("^(a;  +  h  —  f)    und    integriert    den    ersten, 

so  hat  man  nach  Formel  (23)  zu  setzen 


^"~ '  /•(")(«;  +  h  -t)dt  =  — ^  fi"\x  +  /i  -  ^h). 


J  l-2--{n  —  l)'      \-    ^   "       '■.'-"       1.2 

0 


wobei  0  <  ■9-  <  1 ;  schreibt  man  für  1  —  d-,  das  wieder  ein 
positiver  echter  Bruch  ist,  ö,  so  ergibt  sich  tatsächlich  die 
endgültioe  Form 

272.  Der  zweite  Mittel wertsatz.  Die  zu  integrierende 
Funktion  lasse  sich  in  zwei  Faktoren  q){x),  tp(x)  zerlegen,  von 
welchen  vorausgesetzt  wird,  daß  sie  in  dem  Integrationsinter- 
valle (a,  h)  einschließlich  der  Grenzen  eindeutig,  endlich  und 
stetig  seien,  daß  ferner  einer  davon,  z.  B.  Jp{x),  monoton  ver- 
laufe (17),  d.  h.  entweder  niemals  abnehme  oder  niemals  zu- 
nehme, so  daß  dipix)  keinen  Zeichenwechsel  erfährt,  während 
X  von  a  nach  h  läuft. 

Bezeichnet  0{x)  ein  Integral  von  g){x),    also  eine  stetige 


Dritter  Abschnitt.    Einfache  und  mehrfache  bestimmte  Integrale.    121 


Funktion  mit  dem  Differentialquotienten  q)(x),  so  gibt  partielle 


Integration 


0  0 

/  (p{x)xp{x)  dx  =  j  i^'(iK)  0{x)      —  /  ^{x)  di<{x); 

a  a 

das  Integral  rechter  Hand  erfüllt  nun  alle  Bedingungen,  welche 
zur  Anwendung .  des  ersten  Mittelwertsatzes  erforderlich  sind; 
es  läßt  sich  also  eine  Stelle  |  zwischen  a  und  h  derart  be- 
stimmen, daß 

b  b 

f^(x)dtix)  ==  ^{^)fdip{x)  =  0i^)[t{h)  -  t{a)]. 

a  a 

Wird  dies  in  die  obige  Gleichung  eingetragen^  so  kommt 

b 

f(p{x)ip{x)dx  =  Jl){h)  ^{b)  —  ^{a)  ^(a)  —  ^(|)  [z/;(6)  —  j^(a)] 

=  t^(a)[^(|)  -  0(a)]  +  i'{l)\_^{h)  -  ^(1)]; 
vermöge  der  Bedeutung  von   ^{pc)  ist  aber 

0 (I)  -  0 (a)  =^ f\ {x) dx,  <P{h)—  0 (I)  =  ftp (ä;) ^a: , 

daher  hat  man  endgültig: 

(25)  I  (p{x)xp  (x)  dx  =  1^'  (a)  j  (p(oc)dx  -\-  ip  (h)  j  g){x)dx 

(a  <!<&). 

Der  Inhalt  dieser  Formel  wird  als  der  zweite  Mittelwertsatz*) 
bezeichnet.    Für  (fix)  =  1  lautet  sie  p^     |„q 

6 

(26)  j\(x)  dx  =  {i-  a)xp{a)  +  (6  -  |)  rp{h) 

a 

und   hat   dann,    wenn   mau    il){x')    als    die   zur 
Abszisse  x  gehörige    Ordinate  auffaßt,    einen 
einfachen  geometrischen  Ausdruck.    Sie  besao-t,      ^ 
daß  sich  die  von  einer  niemals  fallenden  (oder  niemals  steigen- 
den) Kurve  CB  (Fig.  130)  begrenzte  Fläche  ABDG  als  Summe 


*)  In  dieser  Form  zuerst  von  Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen 
gegeben. 
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zweier  Rechtecke  AFQC  und  PBDR  darstellen  läßt,  deren 
Grundlinien  J.P,  PB  zusammen  J. 5  ausmachen  und  deren  Höhen 
die  Anfangsordinate  AC  und  die  Endordinate  BD  sind. 

§  2.    Erweiterung  des  IntegralbegrifiFs. 
273.   Eigentliche  und  uneigentliche  Integrale.    Die 
Begriffsentwicklung  des  bestimmten  Integrals 


J'f\x)<h 


wie  sie  in  226 — 227  erfolgt  ist,  gründet  sich  auf  zsvei  wesent- 
liche Voraussetzungen:  daß  die  Funktion  f(x)  in  dem  Integra- 
tionsintervalle (a,  h)  mit  Einschluß  seiner  Grenzen  eindeutig 
bestimmt  und  stetig  oder  zum  mindesten  begrenzt  sei  (in  welch 
letzterem  FaUe  sie  noch  eine  weitere  Bedingung  erfüllen  muß 
(227)),  und  daß  das  Intervall  (a,  h)  selbst  endlich  sei. 

Man  kann  nun  den  Integralbegriff  in  zweifachem  Sinne 
erweitern:  Einmal,  indem  man  ihn  auch  auf  solche  Funktionen 
auszudehnen  sucht,  welche  im  Integrationsintervalle  oder  an 
seinen  Grenzen  unendlich  werden;  und  dann,  daß  man  ihn  sinn- 
gemäß auch  auf  den  Fall  zu  übertragen  sucht,  wo  das  Integra- 
tionsintervall nach  einer  oder  nach  beiden  Seiten  ins  Unend- 
liche sich  erstreckt,  wobei  selbstverständlich  vorausgesetzt  wird, 
daß  die  Funktion  f\x)  für  alle  reellen  Werte  von  x  definiert  ist. 

Diese  Begriffserweiterungen  gründen  sicli  darauf,  daß  das 
Integral  der  ursprünglichen  Definition  eine  stetige  FunMion  seiner 
Grenzen  ist  (230,  8;). 

Man  i^flegt  Integrale,  bei  welchen  die  oben  angeführten 
Bedingungen  bestehen  und  die  demnach  Grenzwerte  von  Sum- 
men darstellen,  eigentliche  bestimmte  Integrale,  dagegen  die  aus 
der  Begriffserweiterung  hervorgehenden  Integrale  uneigentliche 
bestimmte  Integrale  zu  nennen.*) 

274.  Integrale  unendlich  werdender  Funktionen. 
Wir  beginnen  mit  der  Untersuchung  von  Integralen  imeudlich 
werdender  Fimldionen. 

Die  Funktion  f{pc)  sei  in  jedem  Teile  (a,  x')  des  Intervalls 
(a,  h)  endlich  und  stetig,  werde  aber  unendlich  groß  bei  dem 

1)  Diese  Begriffsunterscheidung  findet  sich  zuerst  Lei  Riemann 
klar  ausgesprochen.     (Werke,  S.  225.) 
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Orenzübergange  lima;'=6  — 0,  oder,  wie  man  sagt,  an  der 
oberen  Grenze  von  (a,  h).    Dann  ist,  solange  a  <Cx'  <Ch, 

x' 

f  f{x)dx  =  ^ix') 

a 

eine  stetige  Funktion  von  x',  und  bleibt  sie  stetig  bei  dem 
Orenzübergange  lim  x'  =1)  —  0,  so  definiert  man  den  bestimm- 
ten endlichen  Grenzwert  lim  0(x')  als  das  über  (a,  b)  erstreckte 

x'  =  6  -  U 

Integral    von    f{x),    bezeichnet    es    wieder    durch    das    Symbol 
f  f{x)  dx  und  hat  also  dafür  die  erklärende  Gleichung: 

«  h  x' 

(1)  jf{x)dx=  lim       f(x)dx. 

Die  Stetigkeit  von  0(x')  bei  dem  Grenzübergange  lim  x' 
=  &  —  0  erfordert  (17),  daß  sich  eine  linksseitige  Umgebung 
(h  —  d,  h)  von  h  bestimmen  lasse  derart,  daß  für  irgend  zwei 
Werte  x' <,  x"  aus  derselben  die  Differenz  ^(x")  —  0{x')  dem 
Betrage  nach  kleiner  ist  als  eine  vorbezeichnete  beliebig  kleine 
positive  Zahl  s,  daß  also 

.)■"  x'  x" 

(2)  I  \  'fix)  dx  -ff{x)  dx\  =  \  J)\x)  dx\<s. 

a  a  x' 

Hat  hingegen  ^(x)  bei  \\m.x'=h  —  0  den  Grenzwert 
-f  oo  oder  —  oo    oder   nähert  es  sich  dabei  keiner  Grenze,   so 

ist    /  f{x)  dx  ein  Symbol   ohne  Bedeutung. 

a 

In  manchen  FäUen  kann  die  Grenzbetrachtung  entfallen, 
wenn  es  nämlich  gelingt,  durch  eine  Transformation  der  Va- 
riablen das  Integral  in  ein  anderes  mit  endlich  bleibender  Funk- 
tion und  endlichem  Integrationsintervalle  umzuwandeln,  d.  h.  in 
ein  eigentliches  Integral  zu  transformieren;  der  Wert  des  letz- 
teren wird  dann  naturgemäß  auch  als  Wert  des  ursprünglichen 
aufzufassen  sein.  Insofern  jedes  Integral  von  der  hier  betrach- 
teten Art,  das  einen  bestimmten  Wert  hat,  durch  eine  passend 
gewählte  Transformation  der  Integrationsvariablen  in  ein  eigent- 
liches Integral  umgesetzt  werden  kann,  trifft  die  Bezeichnung 
„uneigentliches  Integral"  nicht  das  Wesen,  sondern  nur  die  Form 
des  Ausdrucks. 
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Wenn  die  unbestimmte  Integration  von  f{x)  ausgeführt 
werden  kann  und  wenn  die  Funktion  F{x),  die  für  alle  Werte 
von  X,  für  welche  a  ^x  <ib,  f(x)  als  Dijfferentialquotienten 
gibt,  stetig  bleibt  bis  an  die  obere  Grenze  h,  an  welcher  sie 
den  Wert  F(h)  annehmen  möge,  so  ist 

x' 

lim     ff{x)dx  =  lim  F{x)  -  F(a)  =  F{h')  -  F{a) 

und  daher 

b 

(3)  ff{x) dx  =  F(l>)  -  F(a), 

a 

so  daß  auch  in  diesem  Falle  der  Hauptsatz  der  Integralrech- 
nung Gültigkeit  hat. 

Würde  die  Funktion  fix)  statt  an  der  oberen  an  der  unteren 
Grenze  unendlich,  also  bei  dem  Grenzübergange  lim  x'  =  a  +  0, 
so  wäre  der  Gleichung  (1)  entsprechend 

h  b 

(4)  ff(x)dx=  lim     ff(x)dx, 

a  x'^a  +  O^' 

vorausgesetzt,  daß  der  rechts  angeschriebene  Grenzwert  wirk- 
lich existiert. 

Fällt  der  ünendlichkeitspunkt  von  f(x)  in  das  Innere  des 
Intervalls  an  eine  Stelle  c,  so  hat  man  (a,  h)  zu  zerlegen  in 
die  Teilintervalle  {a,  c),  (c,  h)  und  dementsprechend  zu  setzen: 

b  x'  b 

(5)  jf{x)dx=  lim      i  f{x)dx -\-  lim      j  f{x)dx, 

wenn  die  beiden  Grenzwerte  auf  der  rechten  Seite  wirklich 
vorhanden  sind;  die  beiderseitigen  Grenzübergänge  zu  c  sollen 
unabhängig  voneinander  sein.*) 

Es  bedarf  keiner  weiteren  Bemerkung,  wie  man  sich  zu 
benehmen  hätte,  wenn  die  Funktion  f(x)  an  mehreren  verein- 
zelten Stellen  von  (a,  h)  unendlich  werden  sollte. 


*)  Existiert  ein  Wert  des  Integrals  nur  dann,  wenn  die  beiden 
Grenzübergänge  in  bestimmter  "Weise  voneinander  abhängen,  so  spricht 
man  nach  Cauchy  (Werke,  Bd.  I,  S.  402)  von  einem  singulären  und  insbe- 
sondere vom  Huupiwert  des  Integrals,  wenn  beständig  c  —  x  =  x"  —  c  ist. 
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Beispiele.    1)   Das  Integral 
1 


/, 


dx 


]/l  — re* 

bezieht  sich  auf  eine  Funktion,  die  an  der  oberen  Grenze  un- 
endlich wird;  es  hat  indessen  doch  einen  bestimmten  Wert.  Dies 
geht  einmal  daraus  hervor,  daß  es  durch  die  Substitution  x  =  sin  t 
in  das  eigentliche  Integral 


2 


dt 


sieh  verwandelt ,  dessen  Wert  ~  ist;  andererseits  ist  das  un- 
bestimmte Integral  aresin  x  stetig  in  dem  Intervalle  (0,  1)  mit 
Einschluß  der  Grenzen,  daher  ist  nach  (3) 


(6) 


r   dx 


=  =  aresin  1  —  aresin  0  =  — 
x'  2 


Bei  dem  allgemeinen  Integrale 

a 

dx 


/, 


0 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  bestehen  ähnliche 
Verhältnisse;  setzt  man 

.3?  =  a  sin  f,     woraus     |/a^  —  x^  =  a  cos  t, 

so  ergeben  sich  vermöge  der  letzteren  Gleichung,  da  ihre  linke 

Seite  positiv  ist,  für  die  neue  Variable  t  die  Grenzen  0  und   -  , 

wenn  a  >  0,   dagegen  tc,  —,  wenn  a  <  0;  daher  ist 


(J) 


(      a 


f-J^  =  ßt  ^ 


■    und 


=/«  = 


— ,     wenn  a  >  0; 


,     wenn  a  <  0. 
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2)   Es   sei   a  <Cl>   und  n   eine   positive  Zahl;    das  Integral 

dx 


f 


(b  —  xf ' 

das  an  der  oberen  Grenze  eine  Singularität  aufweist,  hat  einen 
bestimmten  Wert  nur  dann,  wenn  w  <  1 ;  es  ist  dagegen  -)-  oo 
sowohl  wenn  w  >  1,  wie  auch  für  w  =  1. 
Wenn  nämlich  a  <ix  <ih,  so  ist 


/. 


dx 


{h  —  xf        (w  — 1)(&  — xT"  {n  —  r){h-af 

(n  +  1), 


daher  existiert    / nur  dann,  wenn    lim    — r   vor- 

J  {b-xf  x'  =  b-o  (Jj-x'f-^ 

a 

banden  ist,  und  das  trifft  nur  zu,  wenn  w  <  1,   und   zwar  ist 
dann     lim ^  =  0,      Ist    hingegen     w  >  1,     so     ist 

x'  =  6  -  0    Q)  —  X  ) 

lim i~~z-^  =  +  oo.    Daher 

h 


iugegen 

für 

n>  1 

Bei 

n 

=  1 

hat  man 

a;' 

/^  dx 

J  b  —  x' 

lim      /' 


=  +  oc. 


(ö-a^r 


l(h-a)-l{h-x), 


da  aber    lim    Z(^&  —  a;')  =  —  oo,  so  ist  auch 

x'  =  6  -  0 


für  n  =  1  lim       1  , — -■  =  —  oo . 

x'=6-0      fÖ-^ 


/ 


275.  Allgemeiner  Satz.  Wo  weder  die  Zurückführung 
auf  ein  eigentliches  Integral,  noch  die  unbestimmte  Integration 
gelingt,  muß  nach  andern  Mitteln  gesucht  werden,  um  zu  ent- 
scheiden,   ob   ein  Integral,    das    auf   eine   unendlich    werdende 
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Funktion  sich  bezieht,  einen  bestimmten  Wert  hat  oder  nicht. 
In  vielen  Fällen  kann  von  dem  folgenden  Satze  Gebrauch  ge- 
macht  werden: 

Wenn  die  FunJction  f{x),  ivelche  endlich  ist  in  jedem  Teil- 
intervalle (a,  x')  von  (a,  h),  tvenigstens  von  einem  Werte  Xq 
zivisclien  a  und  h  angefangen  beständig  positiv  {negativ)  bleibt 
und  für  lim  x  =  b  —  0  -{-  oo  (—00)  ivird,  so  hat  das  über  (a,  b) 
erstreckte  Integral  von  f(x)  nur  dann  einen  bestimmten  Wert, 
ivenn  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  von  f{x)  in  bezug  auf 

Meiner  ist  als  1;   ist  sie  größer  oder  gleich  1,  so  ist  das 

Integral  +  00  (—  00). 

Bezeichnet  man  die  (positive)  Ordnungszahl  des  Unendlich- 
werdens mit  n,  so  hat 

j^"^,;  =  (b  -  xyf{x)      für      \imx  =  b-0 

\h  —  x) 
einen  bestimmten  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  (16);  der- 
selbe sei  positiv  und  A  eine  positive  Zahl,  welche  kleiner  ist 
als   dieser  Grenzwert;    dann    wird   es   notwendig   eine  Stelle   x' 
zwischen  x^^  und  b  geben,  von  der  an  beständig 

(b  —  xYf(x)  >  Ä, 
daher 

daraus  folgt,  daß  auch 


.r  X 

I  f{x) dx>  äJ  jpzr^>     (Xq <  x  < x"<  b) . 


Wenn  nun  «  >  1  oder  =  1,  so  hat  zufolge  274,  2)  das  Integral 
dx 


J  (p-x) 

x' 

ist  auch 


7j   für   lim  a:"  =  &  —  0    den   Grenzwert   -f  c» ;    demnach 

dx  =  -{-  00 


lim       /  f(x')  i 
=  b-oJ 


und  daher 


lim      I  f{x)dx  =  I  f[x)dx  +    lim      j  f{x)dx  =  -|- 


00. 
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Verstellt  man  andererseits  unter  B  eine  Zahl,  welche  größer 
ist  als  der  Grenzwert  von  (h  —  x)"f(x),  so  wird  es  eine  Stelle  x' 
zwischen  x^  und  h  geben,  von   welcher  angefangen 

0<(h-  xYfXx)  <  B, 
also 

daraus  ergibt  sich,  daß 

x"  x" 

x'  x' 

x" 

/'    dx  .        „ 

.  _   y,  für  lim  X  =6  —  0   den 

x' 

endlichen  Grenzwert r»   ^^^   es  sich  wachsend 


n-l  7 


(1  —  w^  {b  —  x'y 

nähert,  und  da  das  Integral  /  f{x)  dx,  das  unter  den  gemachten 

x' 

Voraussetzungen  auch  fortdauernd  wächst,  unter  diesem  Grenz- 
werte  verbleibt,  so  hat  es  für  lim  x"  =h  —  0  ebenfalls  einen 
bestimmten  Wert;  somit  gilt  dies  auch  von 

6  a;'  x" 

j  f(x)dx  =  I  f(x)dx -j-    lim      1  f{x)dx. 

J       '  J  v"  =  b-oJ 

a  a  x' 

Für  den  FaU  lim   f(x)  =  —  oo  erleidet  die  Beweisführung 

uur  eine  unwesentliche  Abänderung. 

F(x) 
Beispiele.     1)  Ist  — ^  ein.  irreduktibler  Bruch,  so  hat  das 


Integral 


b 

f 


~-^dx 
<p{x) 


nur   dann   einen   bestimmten  Wert,   wenn   das   Intervall   («,  b) 
mit   Einschluß    seiner   Grenzen   keine   reelle  Wurzel    von   (p{x) 

enthält;  im  andern  Falle  ist  es  unendlich. 

F(x) 
Denn   unter   der  gedachten  Voraussetzung   ist  — )-,  inner- 

Ö  ^  cp  {x) 

halb  (a,  h)   und  an  den  Grenzen   endlich.    Hat  hingegen  q){x) 
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zwischen  a  und  h  die  reelle  Wurzel  c,  so  enthält  es  den  Faktor 

Fix) 
X  —  c  und  somit  wird -V  ,   an   der   Stelle   x  =  c  unendlich   von 

qp(a-) 

der  ersteren  oder   einer  höheren  Ordnung   in  bezug  auf , 

je  nachdem  c  eine  ein-  oder  mehrfache  Wurzel  ist. 

b 

Hiernach  hat    /  —-. — 5,   was    für  Zahlen    a,  h    auch    sein 

a 

mögen,  einen  bestimmten  Wert  (arctgö  —  arctga);  hingegen  ist 
1 

/'  dx  .  . 

-~- — 5  unendlich,  weil  dem  Intervall  ( —  1,  -f  1)   die  beiden 
-1 
reellen  Wurzeln  —  1,  +  1   des  Nenners  angehören. 

2)  Das  Integral 

1 

dx 


/> 


Y{i—x^){\  —  x-ic-) 
ö 

hat  einen  bestimmten  Wert,  trotzdem  die  Funktion 

1 


(x^<l) 


9.  ..5!>n— ^ 


an  der  oberen  Grenze  unendlich  wird;  denn  die  Ordnung  dieses 
Unendlich  Werdens   ist  ^,  wie  man  aus  der  Zerlegung 


/(l  —  x^)  (1  —  X^Ä^)         |/(1  —  X)  (1  +  X)  (1  —  %^x^) 

unmittelbar  ersieht. 

Man  darf  nun  auf  das  Integral  wie  auf  ein   eigentliches 
den  ersten  Mittelwertsatz  anwenden  und  schreiben: 
1  1 

/*        dx 1 r  ^^  _         2 

J  \/{l~x^){l  —  %^x^)      Y(r-\-d){l  —  %^d^)J  |/l  — a;~)/(l  +  0)(l  — x*02) 

0  0 

(0  <  Ö  <  1); 

und  da  (1  -\-  0)(\  —  yi^O'^)  gewiß  2  nicht  übersteigt  und  unter 

1  —  jc^  nicht  herabsinkt,  so  liegt  der  Wert  des  obigen  Integrals 

2  ** 

zwischen  -,-  und 


|/2 

\ 

/l  —  X* 

3) 

Damit 

das 

Integral 

i 

0 

a 

sina; 

x^ 

dx 

c 

znb 

er,  Vorlesungen 

.    II.    3.  Aufl. 
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wo  w>0^  einen  bestimmten  Wert  besitze,  trotzdem  die  Funktion 
— :^  an  der  unteren  Grenze  unendlich  wird,  muß  n  <i2   sein. 

Denn  es  ist 

sina; 

,.         x^          ,.       sina;         ^ 
lim  -— -^  =  lim =  1 , 


■""(i) 


wenn  n  —  yi  =  \  (16,  2))  5  dem  obigen  Satze  zufolge  erfordert 
aber  die  Existenz  des  Integrals,  daß  die  Ordnungszahl  /t  des 
Unendlich  Werdens  kleiner  als  1  sei;  folglich  muß  tatsächlich 
M  =  ft  +  1  <  2  sein. 


a  a 

JLs  hat  also     1  und   auch     1  — — — ,    nicht    aber 


J 


siu  cc  aoo      •  1      ■ .         ,        TXT     i 

~„ —  einen  bestimmten  Wert. 
x^ 


0 

4)  Das  Integral 

'cosa; 

ö 

hat  nur  dann  einen  bestimmten  Wert,  wenn  w  <  1  ist. 
Es  ist  nämlich 


a 

ß 


dx  '  {n  >  0) 


lim  -,    -  =  lim =  1, 


°(i-)' 


wenn  n  —  |li  =  0;    da   aber  zur  Existenz  des  Integrals   ^  <i\. 
erforderlich  ist,  so  muß  auch  w  =  ;t  <  1  sein. 

a 

Hiernach    hat      1  — keine    Bedeutung,    wohl    aber 

0 

a 

/COS  xdx  ■  / 

0 

276.  Integrale  mit  unendlichem  Integrationsgebiet. 
Nun  gehen  wir  daran  zu  erklären,  was  unter  einem  Integrale 
mit  unendlichem  Integrationsintervalle  zu  verstehen  ist. 
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Die  Funktion  f{x)  sei  in  dem  Gebiete  (a,  -\-  oo)  eindeutig 
definiert,  und  in  jedem  Intervalle  {a,  x'),  wobei  x  >  a,  habe 
das  Integral 


i  f{x)dx  =  ^{x) 


einen  bestimmten  Wert.  Dann  ist  ^{x)  eine  stetige  Funktion; 
konvergiert  sie  bei  dem  Grenz  üb  ergange  lim  x'  =  -{-  oo  gegen 
eine  bestimmte  endliche  Grenze,  so  erklärt  man  diese  Grenze 
als  das  über  (a,  -f-  <^)  erstreckte  Integral  von  f{x),  bezeichnet 

letzteres  durch    lf{x)dx  und  hat  hiernach  den  Ansatz: 

a 

00  x' 

(9)  ff{x)dx^  \\m     Cf{x)dx. 

J  l'  =  +  00  ^' 

a  a 

Ist  der  Grenzwert  von  ^{x')  -f  oo,  —  oo  oder  nicht  vorhanden, 

00 

so  hat  das  Symbol    1  f(x)dx  keine  bestimmte  Bedeutung. 

0 

Damit  C?  (x')  bei  dem  Grenzübergange  lim  x'  =  -{-  oo  stetig 
bleibe  und  einer  bestimmten  Grenze  sich  nähere,  muß  sich  ein 
Intervall  (x,  +  oo)  bestimmen  lassen  derart,  daß  für  irgend 
zwei  Werte  x'  <  x"  aus  demselben  der  Unterschied  der  Funk- 
tionswerte ^(x'),  0(x")  dem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  eine 
im  voraus  bezeichnete  positive  Zahl  £;  demnach  ist  die  Mög- 
lichkeit, zu  einem  vorgeschriebenen  s  ein  x  zu  bestimmen,  so  daß 


X  X  X 

(10)   I  ^{x") - 0{x) I  =  jf{x) dx-j  fix) dx\  =  \  ff{x) d 


X\<.E 


für  a  <  X  <  a;'  <  x",  der  analytische  Ausdruck  der  Bedingung 

00 

für  die  Existenz  von    /  f{x)  dx . 

a 

Ist  es  möglich,  das  genannte  Integral  durch  Substitution 
in  ein  Integral  mit  endlichem  Intervalle  und  endlicher  Funk- 
tion  umzuwandeln,  so  entfällt  jede  weitere  Untersuchung. 

9* 
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Kennt  man  eine  Funktion  F{x),  welche  für  alle  Werte  von 
X  über  a  den  Differentialquotienten  f(^x)  besitzt,  mit  anderen 
Worten,  ist  die  unbestimmte  Integration  ausführbar,  und  nähert 
sich  F(x)  für  lim  x  =  -}-  oo  einer  bestimmten  Grenze,  die  mit 
_F(oü)  bezeichnet  werden  soll,  so  hat  man 

x' 

lim      ff{x)  da  =  lim  F{x)  -  F{a)  =  F{oo)  -  F{a), 

a 

also 

so 

(11)  ff(x)dx  =  F(oo)  -  F{a)- 

a 

d.  h.  es  besteht  dann  der  Hauptsatz  der  Integral-Rechnung  wie 
bei  einem  endlichen  Intervalle. 

Die  Definition  (9)  ist  auch  auf  Integrale  übertragbar,  bei 
welchen   das  Integrationsintervall   ins   negativ  Unendliche  sich 
erstreckt  oder  beiderseits  unbegrenzt  ist;  es  gilt  nämlich 
h  b 

(12)  Cf{x)dx=\\m     ff(x)dx 

—  X  x' 

imd 

00  a  x" 

(13)  \f{x)dx=  lim      1  f(x)dx -\-  lim     lf{x)dx, 

J  x'=-«>J  x"=+«>J 

—  00  x'  a 

sofern    die   rechts   angesetzten   Grenzwerte   wirklich  existieren; 
in  Formel  (13)  bedeutet  a  eine  beliebige  Zahl. 
Beispiele.    1)  Das  Integral 


/ 


^  («>0), 


worin  w  >  0,  verwandelt  sich  durch  die  Substitution 

1 


in 


^-  * 


0 


und  dies  ist  ein  eigentliches  Integral  mit  dem  Werte 

wenn  w  >  2. 


n-X> 
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Ist   hingegen   w  <  2,    so    wird    die   Funktion    ^""^  =  -2^1^ 

an    der  unteren   Grenze    unendlich;    indessen   hat   das  Integral 
dennoch  einen  bestimmten,   und  zwar  den   angegebenen  Wert, 
wenn  2  —  n  <  1,  also  n>  1  ist  (374,  2);. 
Demnach  ist 

(14)  f^  = ^ r      für  n>l, 

a 

während  für  n  ^\    dasselbe  Integral  +  00  ist. 
2)  Es  ist 

(*    dx  T  .  7t 

=  lim  arcts  x 


0 

00 

J,   ^  a  =   lim   arctg  x"  —  lim  arctg  x'  =  7t, 

1  "T  ^  x"  =  +  CO                              a:'  =  -  oc 


so  daß  wie  bei  einem  eigentlichen  Integrale  einer  geraden  Funk- 

Oü  CO 

'    dx  o,   /*    dx 


ist. 


—  00  0 

Allgemeiner  hat  man 

00 

0 

3)  Bemerkenswert  sind  die  beiden  Formeln 

00 

(17)  /  e~^dx  =  —  lim  e~^  +  e'"-  =  e"" 

J  X  =  +  cc 

a 

und 

(18)  Ce-"-'dx  =  -  lim  -    "^  +  -  =  -      fa  >  0). 
J  j=+oc     "  a         a 

0 

4)  Auf  Grund  der  Formeln  267,  (29)  ist 

00 

(19)  le  '^■'  sm  bxdx  =  lim „  ,  ,, e  ''^ 

J  .r  =  +  =cL  a^  +  6-  J 

0 

+  ^^-  =  ^T6^-  (^>^)' 
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(20)       A— •  cos  hxdx=  lim  |-^«cos &^i|ii^^  ,- ..1 

0 

a  a  f  f\\ 

+  a«  -f-  &^  =  ^^-fiF  ^*  >  ^)5 

in  beiden  Fällen  konvergiert  nämlich  der  erste  Ausdruck  gegen 
die  Grenze  Null  vermöge  des  Faktors  e"""^,  trotzdem  sin  hx^ 
cos  hx  keiner  bestimmten  Grenze  sich  nähern,  vielmehr  unauf- 
hörlich zwischen  —  1   und  -|-  1   schwanken. 

277.  Allgemeiner  Satz.  Wenn  die  unbestimmte  Inte- 
gration nicht  ausführbar  ist,  dann  erfordert  die  Entscheidung 
der  Frage,  ob  ein  Integral  mit  unendlichem  Integrationsinter- 
valle eine  Bedeutung  hat  oder  nicht,  eine  besondere  Unter- 
suchung. Man  kann  dabei  häufig  von  dem  folgenden  Satze 
Gebrauch  machen: 

Wenn  die  Fmiktion  f{x),  welche  für  alle  Werte  a;  >  a  >  0 
eindeutig  definiert  ist,  ivenigstens  von  einer  über  a  gelegenen  Stelle  x^ 
angefangen  beständig  positiv  {negativ)  bleibt  und  bei  dem  Grenz- 
übergange lim  x  =  -{-  oc  unendlich  Idein  wird  von  erster  ode^-  nie- 
drigerer als  der  ersten  Ordnimg  in  bezug  auf  — ,  so  ist  das  über 
(a,  +  oc)  erstreckte  Integral  von  f(x)  -j-  oo  ( —  00)5  einen  be- 
stimmten Wert  hat  es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nur 
dann,  wenn  f(x)  unendlich  Mein  von  höherer  als  der  ersten  Ord- 
nung wird. 

Bezeichnet  man  die  Ordnungszahl  des  Unendlichkleinwer- 
dens mit  n,  so  hat 

f{x) 


(ir 


x"f{x)     für  lim  x  =  -}-  00 


einen  bestimmten   von  Null  verschiedenen   Grenzwert,    den  wir 
als  positiv  voraussetzen. 

Sei  Ä  eine  positive  unter  diesem  Grenzwerte  liegende  Zahl, 
so  gibt  es  notwendig  eine  Stelle  x'  über  x^),  von  der  angefangen 
beständig 

x"f(x)  >  Ä, 
also 
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daraus  folgt  dann 

x"  x" 

I  f(x)  clx>  Ä  I  ^,         {a<XQ<  x'<  x") ; 

;c'  x' 

ist  nun  n^  1*),  so  ist  nacli  276,  1) 


lim      /    -J  =  +  oo, 

x' 
x'  x" 

lim      \f{x)dx=  I  f{x)dx  -\-   lim      I  f{x)dx  =  -{- 


X"  =  +  30 

daher  auch 


CO, 


Bedeutet  andererseits  B  eine  über  dem  Grenzwerte  von 
x"f[x)  liegende  Zahl,  so  wird  notwendig  von  einer  über  x^ 
liegenden  Stelle  x    an  beständig 

x-f{x)  <  B, 


also 


^(^)<|t 


sein;  daraus  folgt,  daß  auch 

■i:"  x" 

I  f{x)  dx  <B  j  -^        (a<^XQ<  x'<  x"); 

x'  x' 

x" 

ist  nun  «>1,  so  konvergiert    /     ,j   für  lim.  x"  = -{- oo   beständig 

x' 

wachsend  gegen —r ,  daher  konvergiert  notwendig  auch 

{n  —  1)ä"' 

das  linksstehende,   ebenfalls  mit  x"  wachsende  Integral  gegen 
eine  bestimmte  Grenze;  es  gilt  dies  also  auch  für 

x"  x'  x" 

lim      I  f\x)dx  =  I  f(x)dx  -{■   lim      lf{x)dx. 

x"=+x,J  J  x"=+«,J 

a  a  x' 

Für   ein   schließlich    negativ    bleibendes   f{x)    erleidet   der 
Beweis  nur  eine  unwesentliche  Abänderung. 


*)  Hierin  sind  also  auch  die  Fälle  x  =  0  und  >;  <^  0  inbegriffen; 
dem  ersten  entspricht  die  Konvergenz  von  f\x)  gegen  eine  endliche 
Grenze,   dem  zweiten  das  Uneudlichwerden  von  f{x)  bei  lim  a;  = -)- cx). 
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Beispiele.    1)  Es  sei  — -,-l  ein  irreduktibler  rationaler  Bruch 

-^  ^  cp{x) 

und  sein  Nenner   besitze    in    dem   Intervalle   (a,  +  oo)    keine 
Wurzel.    Das  Integral 


/ 


cp(x) 


hat   dann   und   nur    dann   einen    bestimmten   Wert,    wenn    der 
Bruch    echt   und    sein  Nenner    wenigstens    um   zwei   Einheiten 

höheren   Grades   ist   als   der  Zähler;   denn  nur   dann   wird   die 

F(x) 
Funktion  — ~f  an  der  oberen  Grenze  unendlich  klein  von  höherer 

(p{x) 

als  der  ersten  Ordnung. 

Ist  hingegen  der  Bruch  unecht  oder  sein  Nenner  nur  um 
eine  Einheit  dem  Grade  nach  höher  als  der  Zähler,  so  ist  das 
Integral  unendlich. 

Hiernach  hat  beispielsweise  das  Integral 


J 


X'  -\-  px  -\-  q  \4         ^  / 

einen  bestimmten  Wert,  und  zwar  ist  (243,  (14y) 


oc 


dx 


x^  -f  P'^ 


-+f    ..    .  -+I 


lim  arctg  — -==  —  lim  arctg 


yp^     a;=+co  -[/         P      -=-00  -i/  p^\        -i/  p^ 

2-tI  |/«-t  |/«-t)     V'^-t 

2)  Das  Integral 

00 

0 

hat  für  jedes  w>0  einen  bestimmten  Wert.  Solange  0<w<  1, 
wird  zwar  die  Funktion  x"~^e~'^  an  der  unteren  Grenze  un- 
endlich, aber  von  niedrigerer  als  der  ersten  Ordnung  (275); 
diese  Singularität'  hört  auf,  sobald  n  >  1  geworden  ist.  An  der 
oberen  Grenze  wird  x^-~^e~'^  unendlich  klein  von  höherer  Ord- 
nung als  irgendein   --  (jtt  >  0), 

Dagegen  würde   bei   n  <  0    die  Funktion   an   der   unteren 
Grenze  unendlich  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung. 
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Ist  insbesondere  n  eine  positive  ganze  Zahl  >  1,  so  er- 
gibt sieb  aus  Formel  261,  (8),  wenn  man  darin  G{x)  =  x"~^ 
und  X  =  —  1   setzt, 


(21) 


00 

fx"-'^e-='dx  =  —  lim  {e--^[^"-^  +  (n  —  l)^;"-^ 

J  a;  =  +  00 

0 

+  (w-  l)(«-2)r'-3  +  ...4-(w-  \){n-2)  ...  1]} 
+  («-l)(«-2)...l  =(w- 1)!. 

3)  Auch  das  Integral 

oo 

b 

hat  einen  bestimmten  Wert,  weil  e~^"  für  ein  beständig 
wachsendes  x  unendlich  klein  wird  von  höherer  Ordnung  als 
jede  positive  Potenz  von  .  Man  kann  eine  obere  Grenze 
für  seinen  Wert  herstellen,  wenn  man  das  IntegrationsintervaLL 
in  die  Teile  (0,  1)  und  (1,  +  c>o)  zerlegt;  im  ersten  Teile  ist 
e~^"  beständig  <  1,  folglich 

1 

b 
im  zweiten  Teile  ist  e~^"  beständig  <a;e~^%  folglich 

00  00 

e~'''dx  <  /  xe-^'' dx  =  —  lim  — ^-  +  ^  =  jT^, 


1 
SO  daß 


00 


'dx<l+l 


278.  Funktionen  mit  unaufhörlichem  Zeichen- 
wechsel. Der  im  vorigen  Artikel  aufgestellte  Satz  enthält 
die  wesentliche  Voraussetzung,  daß  die  Funktion  unter  dem 
Integralzeichen  von  einer  Stelle  des  lutervalles  («,  +00)  an- 
gefangen fortab  dasselbe  Zeichen  beibehalte.  Ist  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüUt,  hört  die  Funktion  bei  beständig  wachsendem 
X  niemals  auf  ihr  Vorzeichen  zu  ändern,  dann  verliert  der  Satz 
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seine  Anwendbarkeit,  und  es  muß  zu  anderen  Methoden  ge- 
jTjriffen  werden.  Der  angeführte  Fall  tritt  besonders  dann  ein, 
wenn  unter  dem  Integralzeichen  eine  periodische  Funktion 
erscheint. 

Ein  häufig  verwendbares  Hilfsmittel,  über  derlei  Integrale 
zu  urteilen,  besteht  darin,  daß  man  das  Integrationsiutervall 
durch  diejenigen  Stellen,  an  welchen  fix)  sein  Zeichen  wechselt, 
in  Teile  zerlegt;  die  auf  diese  Teile  bezüglichen  Integralwerte 
bilden  dann  eine  unendliche  und  zwar  eine  alternierende  Reihe 
(7G),  und  es  ist  die  Untersuchung  des  Integrals  auf  die  Prü- 
fung dieser  Reihe  auf  ihre  Konvergenz  zurückgeführt.  Die 
Konvergenz  kann  vermöge  der  Beträge  der  Glieder  allein  statt- 
finden und  heißt  dann  absolut;  sie  kann  aber  auch  erst  kraft 
des  Zeichenwechsels  vorhanden  sein;  dann  spricht  man  von  be- 
dingter Konvergenz.  Diese  Begriffsbestimmung  überträgt  man 
denn  auch  auf  Integrale  mit  unendlichem  Integratiousgebiete 
und  unterscheidet  zwischen  solchen,  welche  gegen  ihren  Grenz- 
wert absolut  konvergieren,  d.  h.  auch  dann,  wenn  man  statt 
fix)  den  absoluten  Wert  |  fix) ,  in  Rechnung  zieht,  und  zwischen 
solchen,  welche  ihrem  Grenzwerte  nur  bedingt,  d.  i.  kraft  des 
unaufhörlichen  Zeichen  wechseis  von  fix)  zustreben. 

Sowie  man  die  Beurteilung  von  Integralen  mit  unendlichem 
Intervall  mitunter  mit  Erfolg  auf  die  Konversrenz  von  Reihen 
stützt,  kann  auch  umgekehrt  aus  der  Existenz  solcher  Integrale 
auf  die  Konvergenz  mancher  Reihen  geschlossen  werden. 

Beispiele.  1)  Der  Integralsinus  auf  dem  Gebiete  (0,  +  oo), 
d.  i. 


/ 


sma;   , 
dx, 


gehört  zu  den  eben  besprochenen  Formen;  bezüglich  seiner 
unteren  Grenze  ist  schon  früher  (275,  3))  entschieden  worden; 
es  bleibt  nur  noch  die  Zulässigkeit  der  oberen  Grenze  in  Frage. 
Teilt  man  (0,  +  oo)  in  die  Intervalle  (0,  it),  in,  2%),  .  .  . 
so  bilden  die  auf  diese  bezüglichen  Integralwerte  Oq,  «i,  .  .  . 
eine  alternierende  Reihe  mit  positivem  Anfangsgliede,  und  wenn 
diese  Reihe 

«0  +  «1  H 
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konvergiert,  so  hat  das  Integral  einen  bestimmten  Wert  gleich 
dem  Grenzwert  dieser  Reihe.     Nun  folgt  aus 

(n  +  l)fl  {n  +  2)rt 

/sinxdx  r%mxdx 

^— ;      ^n  +  i-J         ^— ; 

nn  (/i  +  1)  ;z 

daß 

\Cn\>\  ««+1 1; 

denn    führt    man    in    dem    zweiten    Integrale    die   Substitution 

X  --^  n  -{-  t  aus,  so  kommt 


/sii 
1. 


sin  tdt 


jetzt  beziehen  sich  a^  und  a,^^^  auf  dasselbe  Intervall,    es  ist 
aber  : '        i  >    — r^  '  ^^^  ^^^  Werte  aus  \n%,  (n  -{-  1)71;]. 
Ferner  ist 

(>l  +  1)  TT 

n  +  1 


I    ^  l  dx 


I 

n 


es  konvergiert  also  a^  mit  wachsendem  n  gegen  die  Grenze  NuU. 

Durch  diese  zwei  Tatsachen  ist  die  Konvergenz  der  Reihe 
<^Q  -]-  dx  -\-  •  ■  •  erwiesen  C/ö). 

Die  Konvergenz  des  Integrals  ist  aber  eine  bedingte.    Denn 

/SlTl  T*  1  /  2 
'  dx  >  - — j— TT—  /  !  sin  a;  I  dx  =  , — r-—- , 

nn  117t 

daher  ist 

I  «'0  I  +  I  «1  I  +  I  «2  I  H +  i  « J 

2/1,1,1,  ,      1    \ 

folglich  (73,  D)  ist 


r- 


sina;     , 

dx  =  -{-  00. 


0 
Das  analog  gebaute  Integral 


r^  dx  (1<  V  <  2) 

0 


hingegen   ist  absolut  konvergent.     Von   seiner  Existenz   über- 
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zeugt  man  sicli  auf  dieselbe  Art  wie  oben,  von  der  absoluten 
Konvergenz  durch  die  Bemerkung,    daß  jetzt 


daher 


n  7t  iin 


/'   sina;  i    ,        .      1        (\.         ,    ,               2 
■-  dx  < r  I  \biixx  \  dx  = , 
X                   {nn)  J                               (nut) 


I  ö^i  1  +  I  «2  1  +  •  •  •  +  I  « J  <  |,  (^  +  2^  f  •  •  •  +  ir)  5 

oo 

folglich  hat  auch  i  -  '^^  dx  (1  <  v  <  2)  einen  bestimmten 
Wert  (73,  4)).  '     <> 

2)  Von  der  Existenz  des  Integrals 

00 

I  sin  (x-)  dx 

überzeugt  man  sich  auf  ähnliche  Weise.  Wird  nämlich 
(0,  +  oo)  in  die  Teile  (O,  Yn),  {Ytt,  ]/27r),  .  .  .  zerlegt,  so 
bilden  die  hierauf  bezüglichen  Integralwerte  eine  alternierende 
Reihe  «o  +  «^  +  •  ■  ■,  deren  Glieder  dem  Betrage  nach  be- 
ständig abnehmen  und  schließlich  gegen  Null  konvergieren. 
Denn  es  ist 

]/(T+T)7r  K(«  +  2)7r 

a^=  I  sin  (x~)dx,  ^.«  +  i  =  /  sin  (x^)dx-, 

das  zweite  Integral  geht  aber  durch  die  Substitution  x^  =  7T-\-t^ 
über  in 


««  +  1  =  -  /  sin  {f)  ,"7^™,  df 


YnTt 

und  aus  dieser  Form  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  daß  |«„|>|«„+i'|; 
ferner  ist 

I  »«  I  <  /  dx=Y{^  +  l)n-Y^-  -^rl^z—r-V 
_J  yn  -}-  yn  -f- 1 

folglich  lim  a„  =  0 . 

n=  +00 
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Die  Konvergenz  ist  hier  nur  bedingt.  Denn  nach  270^  (19)  ist 

\  a„\  =j\  sin  (x^)  I  dx  =  Ö„  {]/(»r+l>  -Ymt} 


"(/«TT 


dnV^ 


folglich,  wenn  d  das  kleinste  unter  den  6^^, 


also  (73,  3)) 


+ 


Yn  +  1. 


/ 1  sin  (x^)  I  ^a;  =  + 


Es  ist  nicht  ohne  Nutzen,  auf  das  verschiedene  Verhalten 
der  beiden  IntesQ-ale 


1  ^^^  dx,  j  sin  (x^)  dx 


hinzuweisen.     Bei   dem  ersten  erfolgte   die   Teilung   in  gleiche 

sin  V 
Intervalle  (0,  jt),  (jt,  2:jr),  .  .  .,    aber  die  Funktion nimmt 


von  einem  Intervalle  zum  nächsten  immer  kleinere  Werte  an: 

T 


Fig.  131. 


Fig.  132. 


r^iX 


die  Kurve  y  — ist  eine  Wellenlinie  von  gleich  langen  Wellen 

mit  abnehmender  Amplitude  (Fig.  131).  Bei  dem  zweiten  Inte- 
grale wurden  die  Teilintervalle  (O,  "j/jr),  (V^,  V'^Tt),  . . .,  immer 
kleiner,  in  jedem  derselben  erreicht  aber  die  Funktion  sin  {x'^) 
denselben  größten  Betrag:  die  Kurve  y  =  sin  {x"'')  ist  eine  Wellen- 
linie mit  abnehmender  Wellenlänge,  aber  gleichbleibender  Ampli- 
tude (Fig.  132)'. 

3)  Der  Schluß  von  der  Existenz  eines  Integrals  mit  un- 
endlichem Integrationsgebiete  auf  die  Konvergenz  einer  unend- 
lichen  Reihe   kann   auf  Grund   des   folgenden    Satzes    gemacht 
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werden:    Ist  fix)  eine  in  dem  Intervall  (a,  oo)  beständig  posi- 
tive und  abnehmende  Funktion,  und  bat  das  Integral 

00 

Jf{x)dx 

a 

einen  bestimmten  Wert,  so  ist  die  unendliche  Reihe 

f{a)  +  f{a  -f-  1)  +  f(a  +  2)  +  •  •  • 
konvergent;    hat  dagegen   das  Integral  den  Wert  +  oo,    so  ist 
die   Reihe    divergent;    a  bedeutet   die   kleinste    ganze    Zahl   in 
(a,  +  oo). 

Weil  nämlich   für  alle  Werte  von  x  zwischen  a  +  w  und 

a  -\-  n  -\-  1 

f{a  -^  n)>  f{x)>  fla  ^  n  +  \), 

so  ergibt  sich  durch  Integration  zwischen  a-\-n  und  a-\-n-\-\'. 

a  +  n  +  l 

f{a  +  n)  >ff{x)dx  >/■(«  +  ^*  -h  1) . 

a  +  fi 

Daraus  folgt  aber,  daß 

00 

Jf{x)dx  >  /■(«  +  1)  +  fia  +  2)  +  /-((z  +  3)  +  •  •  • 

a 

00 

ffix)dx  <  f{a)  +  /-(a  +  1)  +  Ac^  +  2)  -f  •  .  .. 

a 

oo 

Ist  demnach  jf{x)dx  eine  endliche  Größe,  so  ist  vermöge  der 

ersten  Beziehung  die  aus  positiven  Gliedern  bestehende  Reihe 
f{a  +  1)  -]-  /■(«  +  2)  +  f{a  +  3)  +  •  •  •,  also  auch  die  Reihe 
f{a)  +  /'(a  -f-  1)  +  •  •  •  konvergent;  die  zweite  Beziehung  zeigt^ 
daß  die  Reihe  f{a)  +  /(«  -f  1)  +  •  •  •  divergent  ist,  wenn  das 
Integral  einen  unendlichen  Wert  hat. 
So  hat  das  Integral 

oo 


I 


X" 


(w>0) 


einen  bestimmten  Wert,  wenn  w>  1,  dagegen  einen  unendlichen 
Wert,  wenn  w  ^  1  (276,  1);  infolgedessen  ist  die  Reihe 


A  +  J_  +  l  + 

1"  ^  2"         3" 


konvergent  für  w  >  1,  divergent  für  w  <  1  (73,  1),  3),  4)). 
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Cdx 
Das  Integral  /     ,     hat  den  Wert  +  oo,  weil 

^      J  xlx  ' 


/'  =  lim  llx  —  112  =  -\-  oo, 
^'^        a;=+c» 


daher  ist  die  Reihe 
divergent. 


-^4-    ^     4-    '     -I- 
2/2  ~  3Z3  ~  4Z4  ^ 


§  3.     Integration  unendlicher  Reihen. 

279.  Hauptsatz  über  die  Integration  gleichmäßige 
konvergenter  Reihen.  Die  Aufgabe,  eine  konvergente  un- 
endlielie  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind,  zu  inte- 
grieren, kann  sich  in  zweifacher  Weise  darbieten.  Entweder 
ist  die  zu  integrierende  Funktion  durch  eine  solche  Reihe 
definiert,  und  dann  liegt  die  Aufgabe  unmittelbar  vor;  oder 
die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  gehört  zu  denjenigen, 
deren  unbestimmte  Integration  mittels  der  elementaren  Funk- 
tionen in  endlicher  Form  nicht  möglich  ist,  und  dann  wird 
man  mittelbar  zu  jener  Aufgabe  geführt,  wenn  man  die  Funk- 
tion in  eine  konvergente  Reihe  entwickelt. 

Es  sei 

(1)  A(^)  +  /;(^)  +  A(a^)  +  --- 

eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  dem  endlichen  Inter- 
valle (a,  h)  mit  Einschluß  der  Grenzen  eindeutige,  stetige 
Funktionen  von  x  sind,  and  die  in  dem  genannten  Intervalle 
gleichmäßig  konvergiert  (81).  Dann  ist  ihr  Grenzwert /"(a;)  eine 
in  demselben  Intervalle  einschließlich  seiner  Grenzen  stetige 
Funktion  von  x  (83)  und  daher  zur  Integration  über  (a,  b) 
geeignet.  Es  handelt  sich  nur  darum,  in  welcher  Weise  die 
Integration  an  der  definierenden  Reihe  (1)  zu  vollziehen  ist. 
Darüber  belehrt  nun  der  folgende  Satz: 

Die  durch  gliedweise  Integration  einer  in  {a,  h)  gleich- 
mäßig lionvergenten  Beihe  f^ix)  +  fx{x)  -\-  f<i{x)  -{-  •  •  •  entstan- 
dene Reihe 

b  b  b 

(2)  Ju^)dx  +Jf,{x)dx  +Jf,(x)dx  +■■• 
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ist  Jconvergent  und 

h 

j  f{x)  dx 

a 

ihr  Grenzivert,  tvenn  f{x)  der  Grenstvert  der  vorgelegten  Reihe  ist. 
Setzt  man  nämlich 

fn  +  l(x)  +  fn  +  2ix)  + =^(*'); 

SO  daß 

f(x)  =  s„{x)-\-r^{x), 

so  gibt  die  Integration  (230,  5)) 

b  f>  b 

I  f(x)  dx==  j  s^  (x)dx  -\-  j  r„  {x)  dx, 

a  a  a 

und  weiter  ist  auf  derselben  Grundlage 

b  b  b  b 

j  s^(x)dx  =  /  f^{x)dx  -\-  l  fy{x)dx  +  •••+/  f„{x)dx  ==  S„{x). 

a  a  a  a 

Dem  Begriffe  der  gleichmäßigen  Konvergenz  gemäß  läßt 
sich  zu  einem  beliebig  klein  festgesetzten  positiven  £  eine 
natürliche  Zahl  m  bestimmen  derart,  daß  für  jedes  x,  wofür 
a^x  ^h, 

I  '•„(^)  I  <  «> 

solange  n  ^  m;  daraus  folgt,  daß 

6  b 

I  r^(x)  dx  \  <.  s  1  dx  =  s(b  —  a) 

a  a 

und 

b 

\ff{x)dx-S^(x)l<8{h-a) 

'  b 

für  jedes  n  ^  m.    Daß  aber  der  Unterschied  zwischen   /  f(x)  dx 

und  S^{x)  dadurch,   daß  man  n  groß  genug  wählt,   dem   ab- 
:soluten    Betrage    nach    unter   jede    beliebig    klein    festgesetzte 
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positive  Zahl  gebracht  werden  kann,   ist  gleichbedeutend   mit 
der  Aussage: 

ö 

I  f(x)dx  =  ]im  S^{x), 

*-'  n  =  +  00 

a 

d.  h.  wenn  man  die  Bedeutung  von  8J^x)  ins  Auge  faßt, 

b  b  h  b 

(3)      lf{x)dx  =  I  fQ{x)dx  -\-l  f^{x)dx  -\-  j  f^{x)dx  -\ . 

a  a  a  a 

Man  braucht  nur  die  untere  Grenze  unbestimmt  zu  lassen 
und  die  obere  als  variabel  anzusehen  —  beide  Grenzen  selbst- 
verständlich auf  das  Konvergenzintervall  von  (1)  angewiesen  — 
um  die  Formel  für  unbestimmte  Integration  zu  erhalten. 

Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Intervalle,  das  innerhalb 
ihres  Konvergenzintervalles  liegt,  gleichmäßig  konvergent  (85); 
daraus  ergibt  sich  auf  Grund  des  obigen  Satzes  die  wichtige 
Folgerung: 

Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Intervalle,  das  innerhalb  ihres 
Konvergenzintervalles  enthalten  ist,  zur  gliedweisen  Integration 
geeignet. 

Was  die  Grenzen  des  Konvergenzintervalles  selbst  anlangt, 
so  ist  folgendes  zu  bemerken.  Ist  X  beispielsweise  die  obere 
Grenze  des  Konvergenzintervalles,  a  dagegen  innerhalb  des- 
selben gelegen  und  die  Reihe 

X  X 

I  f^{x)  dx  +  I  f^(x)dx  +  •  •  • 

a  a 

konvergent,  so  stellt  sie  den  Wert  des  Integrals 


I  f(x)dx 


auch  dann  noch  dar,  wenn  die  vorgelegte  Reihe  an  der  Grenze 
X  selbst  nicht  mehr  konvergent  sein  sollte  (274). 

Ist   demnach   insbesondere   ( —  X,  -f  X)   das   Konvergenz- 
intervall der  Potenzreihe 

ÜQ  +  a^x  -f  a^x'^  -\-  •  •  • 

Czuber,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  10 
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und  f{x)  ihr  Grenzwert,  so  ist 


X 

ß 


fit)  (i^  =  «0-2^  +  «1 4-  +  «2  4^  + 


für  jedes  x,   das  dem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  X,  und  es 
gilt  auch  noch 


/' 


f{x)  dx  =  a^X  +  a^\    +«2^-1 > 


0 

wenn  die  rechts  befindliche  Reihe  konvergent  ist,   auch  wenn 
«0  -\-  a^X -\-  a^X^ -\-  '  •  • 

nicht  mehr  konvergent  sein  sollte. 

So  ist  beispielsweise,  solange   \  x  \  <.l, 

(69,  1));  daher  für  jedes  solche  x  auch 

X 

/dt                 ,              X        x^    ,    x^ 
j-^-^  =  arctgrr  =  ---  +  y , 

0 


aber  auch  noch 
1 

Jdx     n  1         ^  _\    ^ 
i-f-  X*  ^T^^l       Y  '^  T  ~  '  '  '' 

0 

weil  die  rechts  befindliche  Reihe  konvergiert,   obwohl   die  ur- 
sprüngliche Reihe  für  x=l  nicht  mehr  konvergent  ist. 
Ebenso  hat  man,  solange   }  a;  |  <  1, 

";      ;  X  X   "T"  X  .   ■   • 

1  -{-  X 

und  für  jedes  so  beschaflFene  x  auch 


X 


X' 

Ö 


aber  auch  noch 


1 
Jrqr^-^^-T~  2  +  3 
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obwohl  die  der  Integration  unterworfene  Reihe  für  x  =  1  nicht 
mehr  konvergent  ist. 

Ein  weiteres  Beispiel   dieser  Art   bietet   der  für  jedes  x, 
dessen  Betrag  unter  1  liegt,  geltende  Ansatz 

1 
^l  —  x^  '2 

solange   |  a;  |  <  1,  ist  auch 

X 

"^     dt  .  X    ,     1    x'^    ,    1  ■  Z  x"    , 

^^==  =  arcsinr.  =-  +  -  -  +  ^  -^  +  .  .  . ; 

0 

da  die  rechts  befindliche  Reihe  auch  noch  für  x=l  konvergent 
ist  —  die  ursprüngliche  ist  es  nicht  mehr  (98)  —  so  ist  auch 

dx  7c  _  1         1     l,l-31. 


/> 


/, 


n 


2  1      '     2     3     '    2  •  4    5 


280.  Differentiation  konvergenter  Reihen.  Von 
einer  konvergenten  Potenzreihe  mit  dem  Grenzwerte  fix)  ist  in 
Artikel  88  der  Satz  bewiesen  worden,  daß  sie  durch  gliedweise 
Differentiation  eine  neue  konvergente  Reihe  ergibt,  deren  Grenz- 
wert der  Differentialquotient  f'{x)  von  f{x)  ist.  Dieser  Satz 
kann  nun  auf  konvergente  Reihen  überhaupt  ausgedehnt  wer- 
den und  lautet  dann  folgendermaßen: 

Wenn  aus  der  konvergenten  Beihe  fo{x)  -\-fi{x)  -\-f^{x)-\ — 
mit  dem    Grenziverte  f(x)   durch  gliediveise  Differentiation   die 
gleichmäßig  konvergente  Beihe  fo'ix)  +  fi{oc)  -(-  /"g^^)  +  •  • 
hervorgeht,  so  ist  der  Grenzte ert  F{x)  der  letzteren  =f'(x). 

Sind  nämlich  a  und  x  zwei  Werte,  welche  den  Konver- 
gen zintervallen  beider  Reihen  zugleich  angehören,  so  darf  auf 
die  zweite  Reihe  wegen  ihrer  gleichmäßigen  Konvergenz  glied- 
weise Integration  über  {a,  x)  angewandt  werden,  und  das  gibt: 


X  X  X  X 

jF(t)  dt  -ffo(t)  dt  +ff,'{t)dt  +ff,\t)dt 


+ 


=  U(x)-f,{a)  +  f,(x)  -  f,{a)  -f  f,{x)  -  f,{a)  +  .- 
=  ^(^)+/■l(^)+/2(^)  +  ■•• 

-[/o(«)+ri(«)+/'2(«)  +  ---] 
=  f(x)-f{ay, 

10* 
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daraus  folgt  aber  durch  Differentiation  nach  der  oberen  Grenze 
X,  daß 

Fix)  =  fix). 

281.  Integration  mittels  unendlicher  Reihen.  Wie 
schon  am  Eingange  von  279  bemerkt  worden  ist,  bildet  die 
Integration  mittels  unendlicher  Beilten  ein  wichtiges  Hilfsmittel 
solchen  Funktionen  gegenüber,  deren  unbestimmte  Integration 
durch  die  elementaren  Funktionen  in  endlicher  Form  nicht 
möglich  ist.  Gelingt  es,  die  Funktion  oder  einen  passend  ge- 
wählten Faktor  derselben  in  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe, 
insbesondere  also  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  so  kann 
an  dieser  die  Integration  vollzogen  werden,  und  das  Integral 
selbst  ist  durch  eine  oder  mehrere  konvergente  Reihen  dar- 
gestellt. Voraussetzung  ist  dabei,  daß  die  Integrale  der  ein- 
zelnen Glieder  zu  den  elementaren  Formen  gehören. 

Beispiele.  1)  Enthält  das  Intervall  (a,  x)  die  Null  nicht, 
so  hat  das  Integral  (man  unterscheide  zwischen  den  Integra- 
tionsvariablen und  der  oberen  Grenze) 


X 

f 


dx 

X 


einen  bestimmten  Wert,  der  sich  in  Form  einer  konvergenten 
Reihe  darstellen  läßt;  es  ist  nämlich  für  jedes  x 


daher 

X 

/e^    ^  tX    ,    X — a    ,    x^ — a-    ,    x^ — a*    , 

^  ^^  =  ^  ä  +  rTTT  +  ^T^  +     3-3 !     + 

2)  Das  Integral 


/ 


"■'+Adx 


kann  für  jedes  x,  dessen   \x    -^1,  durch  eine  Reihe  dargestellt 
werden.     Es  ist  nämlich,  solange  —  1  <ix^\, 
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daher 


rz(i-M)  j    _  ^  _  ^  ,   ~ 


X 
0 

daraus  folgt  ohne  weiteres 
1 


rKy±x)      _  1  _  1^      1 


daß  auch  x  =  —  \  genommen  werden  kann,  hat  seinen  Grund 
darin,  daß  die  aus  der  Integration  hervorgegangene  Reihe  auch 
für  diesen  Wert  noch  konvergent  ist,  wiewohl  die  zugrunde 
gelegte  nicht  mehr  konvergiert.     Daher  ist  weiter 

0  0 

3)  Man  hat  für  jedes  beliebige  x 


0  0 

X  x^  x^ 

^  1     1!  ~~  Z^V.  "*"  5  .  5!  ~ 


also  beispielsweise 
1 

0 

Dagegen  gilt  nur  so   lauge,  als   das  Intervall  {a,  x)   die 
NuU  nicht  enthält  (275,  4)),  die  Formel 


X  X 

/ieosa;  ,  /rl         x    ,    x^  ~\ 

a  a 

j  X        x^  —  a^        X*  —  a* 
^      a  2  •  2!    "^  ^^iV 

4)  Um  den  Wert  des  Integrals 


dx 


1 


dx 
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zu  bestimmen,  beachte  man,  daß  für  jedes  positive  x 


demnach  ist 

1 


/  x'^'^dx  =  I  dx  -}-  n  j  xlxdx  +  ^y  /  ^^(J^Y'dx  +  •  •  • ; 

0  0  0  0 

nun  gilt  nach  259,  1): 

Jx-ilxYdx  =  ^'^i^  -  ^^  -^Jx-ilxf-'dx, 
daraus  folgt,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  n  =  m  ist, 


1  1 


I x'^Qxy^dx  =  —  ^^  /  x"'{lxy"-^dx 

0  0 

1  1 

= fw/^"^^^^^'""^^  =  ...  =  (- 1)'«  "t~+ir''/^^^^ 


=  (- 1)^ 


(m  +  ir+' 

Hiernach  ist  endgültig 
1 

I  X    dx  =  1       -gg"  "r  33^       "44"       '  '  ' ) 
0 

also  insbesondere 
1 

I  X  dx  =  1       2«^   [    ^3        jr  1   ■  " '  • 
0 

5)  Es  sei  der  Wert  des  Integrals 

2 

/'     dx 

i 
zu  berechnen.  ' 

Solange    \  x\^l,  läßt  sich   (1  -f  a;*)~^  in  eine  konver- 
gente Potenzreihe  nach  x  entwickeln,  und  zwar  ist 
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das  Integral  hiervon 

_  1    «^       1_^  x^  _ 


daher  zunächst 

1 


/, 


dx _  . 1^     i^       1^     1 


ViT 


X* 


\2  2      5-25     '2-4     9-2»  / 

In  dem  zweiten  Teile  des  in  (     ,  l)  und  (1,  2)  zerlegten 
Integrationsintervalles  schreibe  man 


dx 


1 
14-4)        für  alle  Werte  von  x  aus  dem 

Intervalle  (1,  2)  in  eine  konvergente  Potenzreihe  nach  — ent- 
wickeln, nämlich: 

(1  +  ^j       =  1  —  2    ic*  "^  2  .  4  a;8       "  ■ ' 


Division  durch  x^  und  gliedweise  Integi-ation  gibt 
woraus*) 


X   ~   2   5x^        2  •  4  9  •  a:^  ^ 


/, 


2 

dx      _1_1      11-3      1_ 

yTfx*  ~  T  —  Y  ■  T  +  2T4  ■  "9" 
/l_i-._L_  +  lii.    1 \ 

\  2  2      5  •  2^  ~  2  •  4     9  •  2^  / 


*)  Man  hätte  dieses  zweite  Teilintegral  auch  durch  die  Substitution 

1 

iC  =  — 

auf  das  erste  zurückführen  können;  in  der  Tat  ist 
2  1 


/'     dx       _     r     dz 
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Demnach  ist 

2  12 

J^     dx       /^     dx  r     dx 

~      Li        ¥'5^  "^2^4 '"9        '"        \"2  ~¥' 5-26  "T~  2^4' 9-28       "  */ J  ' 

6)    Es   ist  in   275,  2)   gezeigt  worden,    daß   bei  dem  In- 
tegral *j 

X 

0 

die  Integration  bis  x  =  1  erstreckt  werden  kann,  trotzdem  die 
Funktion  unter  dem  Integralzeichen  für  diesen  Wert  unendlich 
wird.  Zu  dieser  Erkenntnis  kommt  man  auch  direkt  durch 
die  Substitution 

X  =  sin  (p , 

weil  durch  sie  das  Integral  (4)  mit  der  oberen  Grenze  z  =  1 
in  ein  eigentliches  sich  verwandelt,  aUgemein  in 

acp 


(5)  FQc,  cp)  =J~ 


k^  sin^qp 

WO  die  obere  Grenze  cp  jenen  Bogen  aus  dem  Intervalle  (0,  — ) 
bedeutet,  welcher  der  früheren  oberen  Grenze  x  entspricht; 
bei  cp  =  ,  was  dem  früheren  x=\  entspricht,  zeigt  nämlich 
diese  Form  nichts  Besonderes  mehr.     (4)  ist  die  algebraische, 

*)  Für  A=  0   und   k^  =  1   gehört  das  Integral  zu  den  elementaren 
und  ist  im  ersten  Falle 


/v 


0 

im  zweiten  Falle 


dx 

-  =  arcsm  x, 


dx      1      1  -|-a; 


im    ersten    Falle    ist    die    obere    Grenze    x  ==  1    zulässig,    im    zweiten 
Falle  nicht. 
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(5)  die  trigonometrische  Form  des  elliptischen  Normalintegrals 

erster  Gattung,   das  bei  vielen  Anwendungen  der  Analysis  auf 

Geometrie   und   Mechanik   auftritt-,    die    obere    Grenze   qp  heißt 

die  Amplitude ,  Je  der  Modul  des  Integrals, 

Um    die    Berechnung    in    der    Gestalt   (4)    durchzuführen^ 
_  1 

entwickelt  man  {l  —  Ti^x^)  '  in  eine  Potenzreihe,  was  für  alle 
Werte  0  ^  a;^  ^  1  zulässig  ist,  da  /j- <  1  vorausgesetzt  wird; 
man  erhält 

(1  -  li'x^)'^-=  1  +  Y  ^'^'  +  ^  ^^^*  H 

und  daraus  weiter 

0 

wobei 


0 

die  Werte  aller  dieser  Integrale  sind  durch  die  Formel  257,  (35) 
bestimmt,  indem 


(8) 


^           1  •  3  ...  (2^  —  1) 
t/o  „  =  — ^    ,     V, arcsin  x 


_  yi  - x^  /  2^.-1   „p-s 

2p        r  ^2p  —  2'^ 

{2p-l){2p  -  3)     2p-5    ,  ,    (2i>-l)---3     \ 

V  "•"  (2p  —  2)  (2i>  —  4)  "•"  "^  (2_p  —  2)  .  .  .  2     / 

ist. 

Geht  man  von  der  trigonometrischen  Gestalt  (5)  aus  und 

entwickelt 

(1  -  h^  sin^  (p)'^=  1+2^'  sin^  9^  +  ^  ^  sin*  9^  +  •  •  •, 
so  kommt 

0 

und  darin  ist 

(10)  J,^=Jsin^Pcpdcp, 

0 

wofür  sich  aus  (8)  durch  dieselbe  Substitution,  welche  (4)  in 
(5)  übergeführt  hat,  die  Formel 
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<11) 


1  •  3  ■  ■  .  (2j)  -  1)  ^ 
t/o^  =  — 7. — : KT. ^ 


'2p 


2-4:.  .  .2p 


cosw  /   •    o„     1         ,    2p  —  1     .    9„_s 


9 


2  p     \  ^     '     2p  — 2 

,    (2i)  — l)(2p  — 3)     .    2„_5        ,  ,    <2_p  — 1)...3    .        \ 

+  ^2F=:^TZn)  «^^'^    >  +  ---+(2j.-2)...2^^"'P) 
•ergibt. 

Als  vollständiges  elliptisches  Integral  bezeichnet  man  das- 
jenige, dessen  obere  Grenze  x  =  1,  bzw.  9  =  ^  ist-,  sein  Wert 
F(k)  ist,  da 


Jyi-x^'       J  ^     ^  2. 4. ..2p 


—    1)    TT 

2" 


durch  die  Reihe 


(12) 


^«=Jyr 


<ia; 


a;^)(l  — Ä^a;^) 


0 
'l-3\2 


dargestellt,    die   um  so   rascher  konvergiert,   je   kleiner  k  ist. 
(Vgl.  die  275,  2)  dafür  gefundenen  Grenzen.) 

Um  eine  Vorstellung  von  dem  Verlauf  von  F(ky  cp)  in 
bezug  auf  k  und  cp  zu  geben,  ist  nachstehend  eine  kleine 
Tabelle  mitgeteilt,  der  bei  Bedarf  auch  approximative  Werte 
dieser  Funktion  für  andere  Argumente  als  die  in  der  Tabelle 
vorkommenden  entnommen  werden  können.  Es  ist  üblich,  in 
Tabellen  dieses  Integrals  k  durch  den  Sinus  eines  Winkels  aus- 
zudrücken, also  k  =  sin  a  zu  setzen. 

Werte  von  F(kj  cp). 


0« 


10°      20°      30° 


40°       50° 


60« 


70" 


SO" 


90° 


10°    0 

20°|i0 

30° 

40° 

50° 

60° 

70° 

80° 

90° 


1745 
3491 
5236 
6981 

■8727 

0472^1 

•2217|l 

•39631 

57081 


1746i0' 
34930' 
52430 
69970 
8756  0 
05191 
2286;1 
405711 
■5828  1' 


17460 

34990 
526310 
7043|o 
8842;0 
0660'1 
2495  1 
4344  1 
6200  1 


1748 
•3508 
•5294 
•7117 
•8983 
•0896 
■2853 
■4846 
■6858 


1749 
3520 
5334 
7213 
9173 
1226 
3372 
5597 
7868 


0-1751  0 
0-3533  ;0 
0-53790 
073230 
0-9401:0 
1-16431 
l-4068:i 
I666O1I 
1-935612 


17520 
•3545  0' 
5422  0 
7436  0 
■9647  0 
2125  1 
■4944  1' 
■8125  2 
■1565|2 


17540' 
3555  0 
54590 
75350 
9876  1 
2619  1 
5959  1 
01192 
50463 


1754 
3562 
5484 
7604 
0044 
3014 
6918 
2653 
1534 


01754 
0-3564 
0-5493 
0-7629 
1-0107 
1-3170 
1-7354 
2-4363 
00 
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Dieser  Tabelle  entnimmt  man  beispielsweise: 
^{y^y)-^'^^^^'  ^(^^f)  =  0-5422,   i^(l,f)=  1-3170. 
Die  erste  Kolonne   gibt   die  Werte   des   elementaren  Integrals 

V 

idw,  die  letzte  Kolonne  die  Werte  des  elementaren  Integrals 

0 

— ^:  die  letzte  Zeile  enthält  Werte  des  vollständigen  Inte- 

cos  qp  '  ^ 

0 

grals.  Man  achte  auf  das  langwährende  nahezu  proportionale 
Wachsen  des  Integralwerts  mit  (p,  namentlich  bei  kleinem  a, 
und  auf  die  durchgängige  Zunahme  von  Fijc,  (p)  mit  wachsen- 
dem h. 

7)    Zu   ganz    ähnlichen   Rechnungen   gibt    das   Integral*) 

X 

(13)  fV^r^'^''      (o<p<i,  o^a;<i) 

0 

Anlaß,  dessen  obere  Grenze  aus  denselben  Gründen  wie  bei 
dem  vorigen  Integral  (4)  bis  x  =  1  hinausgeschoben  werden 
kann;  durch  die  Substitution 

X  =  sin  (p 
verwandelt  es  sich  in 

(14)  EQc,  (p)  =yVl  -  k^  sin^  (p  dcp 

0 

und  läßt  nun  unmittelbar   erkennen,    daß   die   Grenze   g?  =  — 

zulässig  ist.  (13)  ist  die  algebraische,  (14)  die  trigonometrische 
Gestalt  des  elliptischen  Normalintegrals  zweiter  Gattimg. 


*)  Auch  dieses  Integral  ist  elementar,  wenn  ^-  =  0 ,  nämlich 
dx 


/> 


0 

und  wenn  Ä;*  =  1 ,  nämlich 

X 

0 

in  beiden  Fällen  kann  die  obere  Grenze  auch  1  sein 
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Wir  beschränken  uns  auf  die  letztere  Form  und  entwickeln 


yi  -  k^  sin^  (p 


1  — -Ti^^m-  (f 


1- 1 

2^4 


A'^  sin^  fp 


1.1-3 
2T4T6 


¥  sin*^  (p 


daraus  leitet  sich  durch  Integration,  die  auch  hier,  weil  eine 
Potenzreihe  nach  dem  Argumente  sin  cp,  also  eine  gleichmäßig 
konvergente  Reihe  vorliegt,  gliedweise  vollzogen  werden  kann, 
die  Reihe 


1  •  1 


(15)  EQi,  cp)=j^-^  jc'j,  - ;-;  ^  Ä'V, 

ab;  die  einzelnen  Integrale  sind  nach  (11)  zu  entwickeln. 

Wieder  bezeichnet  man  als  vollständiges  Integral  dasjenige, 

dessen  obere  Grenze  x  =  1,  bzw.  ^  =  -^  ^^^'  ^^^^  Wert  ist 

(16)  e{]c)  =  y[^-{-,)  t-{¥:V  y-(2T^)  y----J- 

Die  nachstehende  Tabelle  ist  geeignet,  einen  Einblick  in 
den  Verlauf  der  Funktion  EQc,  cp)  zu  vermitteln  und,  wenn 
es  sich  um  angenäherte  Werte  dieser  Funktion  handelt,  Inter- 
polation zu  ermöglichen.     Dabei    ist  wieder   li  =  sin  a  gesetzt. 

Werte  von  E{h,  cp). 


0« 


10" 


20» 


SO»       40° 


50« 


60" 


70»        80" 


90« 


10" 
20" 
30" 
40" 
50" 
60" 
70" 
80" 
90" 


0-1745 

0-3491 

0-5236 

0  6981 

0-8727 

1-0472 

1-2217 

1-3963  1 

1-570811 


17450- 
34«30- 
5229  0- 
6966  0' 
8698  0' 
0426  1 
2149  1 
3870  1 
5589  1 


17440' 
3483  0' 
5209|o 
6921  0 
86140' 
02901 
1949  1 
3597  1 
5238  1 


174310' 
3473!0' 
5179  0- 
6851  0- 
8483'0' 
00760' 
1632  1' 
3161il' 
46751' 


1742  0- 
3462,0- 
514l'0- 
6763:0' 
«3170- 
98010' 
1221:1- 
2  90|1' 
3931  1 


1740 
3450 
5100 
6667 
8134 
9493 
0750 
1926 
3055 


•1739 
-34381 
-506l| 
-6575 
-7954 
•9184 
-0266 
•1225 
-2111 


017380 
0-34290 

0-5029  ü 
06497  0 


0-7801 

08914 

0-9830 

1056511 

111841 


-1737 
3422 
-5007 
•6446 
•7697 
•8728 
-9514 
•0054 
-0401 


01737 
0-3420 
0-5000 
06428 
07660 
08660 
09397 
09848 
1-0000 


Die    erste  Kolonne  stimmt  mit  jener  der  vorigen  Tabelle 

%  % 

überein  und  gibt  /  d^),  die  letzte  enthält  die  Werte  vonj  cos  fpd(p\ 

0  0 

in  der  letzten  Zeile   stehen  Werte  des  vollständigen  Integrals. 
Auch   hier  findet   zwischen  dem  Integral  wert  und  9),    nament- 
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lieh  bei  kleinem  Ä",  angenäherte  Proportionalität  statt  und  mit 
wachsendem  Je  ständige  Abnahme.*} 

§  4.   Diflferentiation  durch.  Integrale  definierter  Funktionen. 

282.  Das  Integral  als  Funktion  einer  seiner  Gren- 
zen. Schon  bei  der  Begriffsentwicklung  des  bestimmten  Inte- 
grals ergab  sich  die  Tatsache,  daß  ein  bestimmtes  Integral, 
das  auf  eine  in  («,  ß)  endliche  Funktion  f\x)  sich  bezieht, 
eine  Funktion  der  oberen,  innerhalb  («,  ß)  variabel  gedachten 
Grenze  ist,  und  daß  es,  nach  dieser  Grenze  differentiiert,  die 
Funktion  f(x)  ergibt,  falls  dieselbe  an  der  betreffenden  Stelle 
stetig  ist  (230). 

In  der  Darstellung  einer  Funktion  durch  ein  Integral  mit 
yeränderlicher  oberer  Grenze  liegt  eine  wesentliche  Erweiterung 
des  Funktionsbegriffes;  so  sind  durch 

X  X  X  , 

/dt      ,     ^    ^^.^  i  sin  t dt  I   COB  tdt       ,        ^    rw 

^-,(a:>0);      j     -^-,     j— ^,   (a.r>0); 

a 

,  (p<i,  \x\£iy, 


0 

dt 


J  1/(1  -«*)(!-  kH'-) 

0 


X 

fv 


^      ^^dt,  Qc'<^,     ^    ^1) 


neue  transzendente  Funktionen  von  x  definiert  —  der  Integral- 
logarithmus, Integralsinus,  Integralkosinus,  das  elliptische  Inte- 
gral erster  und  zweiter  Gattung  —  welche  eine  Darstellung 
mittels  der  elementaren  Funktionen  in  geschlossener  Form 
nicht  gestatten. 

Die  Formel  für  die  Differentiation  derart  definierter  Funk- 
tionen lautet  demnach 

X 

(1)  Dj}(t)dt  =  ax). 


*)  Bezüglich  ausführlicherer  Tabellen  für  F{1c,  cp)  und  E{Jc,  cp) 
sehe  man  E.  Jahnke-F.  Emde,  Funktionentafeln  usw.  Leipzig  1909, 
p.  52—64. 
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Hiernacli  ist  beispielsweise 


B 


X 

/dt  _  i^ 
Tt  ~  Tx' 


1 
Ix 


und   da  ^:  für  0<a;<l  negativ,  für  a;>l  positiv  ist,  so  ist 


die  durch 


I 


definierte  Funktion  von  x  =  0  bis  x  =  1   ab- 


nehmend, von  x=l  an  wachsend,  und  hat  an  der  Stelle  x=l 
ihren  kleinsten  Wert. 

X 

Die  geometrische  Darstellung  der  Funktion  jfijcjdx    ist, 

a 

wenn  man  y  =  f(x)  als  Gleichung  einer  Kurve  CM  (Fig.  133  a) 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  auffaßt,  durch  die  Fläche  AP  MG 
gegeben.*)     Bei  dieser  Auffassung  sagt  die  Gleichung  (1),  der 

Fig.  133  a. 


Fig.  133  b. 

y 

c 

\ 

/  ^ 

\p  „ 

0 

A  ' 

\CJ 

.^ 

M 

Differentialquotient  der  Fläche  AFMC  in  bezug  auf  die  End- 
abszisse OP=x  sei  die  Endordinate  Piltf,  und  das  Differential 
dieser  Fläche  das  Rechteck  aus  der  Endordinate  mit  dem  Diffe- 
rential jener  Abszisse.  Wird  dieses  letztere  Differential  als 
positiv  festgesetzt,  so  ist  das  Flächendifferential  positiv  oder 
negativ,  stellt  also  eine  Zu-  oder  eine  Abnahme  der  Fläche  vor, 
je  nachdem  f{x)  >  0  oder  /"(rc)  <0;  den  Stellen,  wo  f{x)  =  0, 
entsprechen  also  im  allgemeinen  extreme  Werte  der  Funktion 


j  f(x)dx. 


*)  In  allgemeinster  Fassung  bedeutet  das  Integral  die  algebraische 
Summe  der  von  dem  Linienzug  APMC  umschlossenen  Flächen,  die  im 
positiven  Sinne  umfahrenen  positiv,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  um- 
fahrenen negativ  genommen  (Fig.  133  b). 
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Auch  ein  Integral  mit  variabler  unterer  Grenze  x,  wie 


ff{x)dx, 


definiert  eine  Funktion  dieser  untern  Grenze  x,  und  ihr  Diffe- 
rentialquotient ist 

(2)        Bjmdt  =  D,  { -fm  cit]  =  -  fix). 

X  h 

Man  spricht  dies  auch  dahin  aus,  der  Differentialquotient  eines 
bestimmten  Integrals  nach  seiner  unteren  Grenze  sei  der  zu 
dieser  Grenze  gehörige  Wert  der  Funktion  unter  dem  Integral- 
zeichen, aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen. 

Das  zugehörige  Differential  stellt,  wenn  das  Differential 
von  x  positiv  ist,  eine  Ab-  oder  Zunahme  der  durch  das  In- 
tegral dargestellten  Fläche  vor,  je  nachdem  f{x)  >  0  oder 
tlx)  <  0. 

283.  Das  Integral  als  Funktion  eines  Parameters 
der  zu  integrierenden  Funktion.  Die  Funktion  unter  dem 
Integralzeichen  enthalte  außer  der  Integrationsvariablen  x  einen 
veränderlichen  Parameter  y  und  sei  in  dem  Intervalle  (a,  b) 
iutegrierbar,  welchen  Wert  aus  dem  Intervalle  (c,  d)  man  dem 
Parameter  y  erteilen  mag;  dann  hängt  der  Wert  des  Integrals 

/> 
jf(x,y)dx 

a 

von  dem  besonderen  Werte  ab,  welchen  man  dem  y  erteilt 
hat,  mit  anderen  Worten,  dieses  Integral  definiert  eine  Funk- 
tion von  y  auf  dem  Gebiete  (c,  <^/);  bezeichnet  man  sie  durch. 
0(y),  so  gilt  für  sie  die  Definition: 

b 

(3)  0iy)=ff(x,y)dx  {c<y<d). 

a 

Zunächst  läßt  sich  zeigen,  daß  ^(?/)  eine  stetige  Funktion 
von  y  in  (c,  (X)  ist,  wenn  die  gleiche  Eigenschaft  für  fix,  y) 
gilt  bei  jedem  Werte  x  aus  ia,  h).  Denn  diese  Stetigkeit  von 
fix,  y)   hat   den  Sinn,   daß   sich   zu  einem   beliebig  kleiu  fest- 
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gesetzten  positiven  s  ein  hinreichend  kleines  positives  rj  be- 
stimmen läßt  derart,  daß 

I  f{x,  y  +  h)-f{:x,  y)\<e  (a^x£  h) 

ist,  wenn  nur  y  und  y  +  k  dem  Intervalle  (c,  d)  angehören 
und    I  »^  I  <  7^  ist.     Da  nun 

6  b 

^(«/  +  ^)  -  <^iy)  =ff{x,  y  +  'k)dx  —Jf{x,  y)dx 
(4) 

-JUix,  y  +  li)  -  f{x,  y)\dx, 

a 

SO  ist  unter  den  geraachten  Voraussetzungen 

b 

I  ^{y  +  ^)  -  ^(y)  I  <efdx  =  6{b  -  a); 

a 

die  linksstehende  Größe  kann  also  bei  endlichem  (a,  b)  unter 
jeden  positiven  Betrag  gebracht  werden,  daher  ist  tatsächlich 
^(y)  stetig  im  Intervalle  {c,  d). 

Die  Bedingungen   dieses  Satzes   sind   sicher  erfüllt,   wenn 
f(x,  y),  als  Funktion  zweier  unabhängigen  Variablen  aufgefaßt 
(45),  stetig  ist  in  dem  durch  die  Relationen 
a  ^X'^b,         c  ^y  ^d 
bezeichneten  Bereiche. 

Aus  der  Gleichung  (4)  folgt 


^{y-\-Tc)  —  ^(y) 


__  rf(x,y  +  ^)-f(x,y)  ^^. 


besitzt  f{x,y)  an  jeder  Stelle  a<,x<.b  einen  endlichen  ersten 
und  ebenso  einen  endlichen  zweiten  Diiferentialquotienten  in 
bezug  auf  y  —  der  erste  ist  dann  notwendig  stetig  —  so 
kann  die  Taylor  sehe  Formel  angewandt  und 

f{x,  y  4-  A-)  =  f{x,  y)  +  hfyix,  y)  +  |  f;{x,  y  +  dk) 
(0<Ö<1) 
gesetzt  werden.     Dann  aber  verwandelt  sich  die  obige  Formel  in 
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Ist  das  Intervall  (a,  h)  endlich,  so  haben  auch  die  Inte- 
grale der  rechten  Seite  endliche  und  bestimmte  Werte  und 
der  Grenzübergang  lim  ^  =  0  gibt 

b 

(6)  ^'iy)=Jf,;{x,y)dx. 

a 

Aber  auch  bei  einem  unendlichen  (a,  h)  gilt  diese  Formel, 

0  b 

wenn  die  beiden  Integrale    \  fyix,y)dx  und  j  fy"{x,y)dx  bei 

a  a 

jedem  c  ^y  ^d  vorhanden  sind. 

Die  Formel  (6)  spricht  den  folgenden  Satz  aus:  Die  durch 

b 

das  Integral    1  f{x,  y)  dx  definierte  Funktion  von  y  kann  in  der 

a 

Weise  dijferentiiert  iverden,  daß  man  die  Differentiation  an  der 
Funktion  unter  dem  Integralzeichen  vollzieht. 

Die  Bedinojuncfen,  unter  welchen  dieser  Prozeß  zur  Aus- 
führung  gebracht  werden  darf,  den  man  als  Differentiation  unter 
dem  Integralzeichen  bezeichnet,  sind  im  Laufe  der  Deduktion 
angegeben  worden. 

Die  Grenzen  a,  h  galten  bisher  als  unabhängig  von  y.  Es 
ist  leicht,  auch  den  allgemeinsten  Fall,  die  Differentiation  einer 
Funktion   W{j))  zu  erledigen,  welche  durch  das  Integral 


V 

CO  fa^,  y) 


dx 


definiert  ist,  dessen  Grenzen  u,  v  Funktionen  des  Parameters  y 
der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  sind.  Das  Symbol  (7) 
ist  dabei  als  eine  zusammengesetzte  Funktion  der  Variablen  y 
(55)  aufzufassen  und  demgemäß  zu  behandeln;  man  erhält,  der 
Reihe  nach  die  untere,  die  obere  Grenze  und  das  y  unter  dem 
Integralzeichen  ins  Auge  fassend  und  von  den  Formeln  des 
vorigen  Artikels  Gebrauch  machend: 

(8)       W'{y)  =  -  f{u,  y)  ^  +  f{y,  y)  £  -f  J>; {x,  y) dx. 

u 
Czuber:  Vorlesiingen,  II.     3.  Aufl.  11 
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284.    Differentiation    unter    dem    Integralzeichen. 

h 

Wenn  das  Integral   /  f(x,  y)dx  ausgewertet,  also  die  durch  das- 

a 

selbe  definierte  Funktion  ^{y)  explizit  dargestellt  ist,  so  kann 
die  Differentiation  nach  y  in  zweifacher  Weise,  an  dem  Inte- 
gral laut  Formel  (6)  und  an  der  expliziten  Darstellung,  voll- 
zogen werden;  die  Gleichsetzung  der  beiden  Resultate  liefert 
eine  neue  Integralformel. 

Auf  diesem  Wege  können  aus  vorhandenen  Integralformeln 
durch  Differentiation  neue  Formeln  abgeleitet  werden. 

Beispiele.    1)  Es  ist  für  jedes  w  >  —  1 
1 

1 


0 


x'^dx  = 


betrachtet  man  n  als   veränderlichen  Parameter  und  differen- 
tiiert  beiderseits  m-mal  nach  demselben,  so  ergibt  sich 

1 

(—  1)"*  •  1  •  2  .  .  .  wi 


0 


x^'ilxYdx 


7»+! 


Das  Verfahren  ist  auf  der  linken  Seite  anwendbar,  weil  alle 
1 

Integrale  /  x"'(lx)"^dx,  wenn  w  >  —  1  ist,  bestimmte  Bedeutung 

0 

haben,  indem  dann  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  bei 
lim  ic  =  +  0  entweder  gegen  Null  konvergiert,  wenn  w  >  0  (111), 
oder  unendlich  groß  wird  von  niedrigerer  als  erster  Ordnung, 
wenn  0  >  w  >  —  1. 

2)  Es  ist  für  jedes  y  >  0 

00 

I  e-^^dx  =  — 
J  y 

0 

(276,  3));  differentiiert  man  beiderseits  n-mal  nacheinander  in 
bezug  auf  y,  so  ergibt  sich  als  Endresultat 


J 


Ve-^-^t^a:='4'+i"5 
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insbesondere  folgt  daraus  für  y  =  1: 

00 

/  x^e'^'dx  =  w! 

0 

Die  Zulässigkeit  des  Verfahrens  folgt  aus  277,  2). 
3)  Sieht  man  in  der  Formel  (269,  (18)) 

n 

Y 

/~~i i — II..-.     =  TT— r  ((^b  >  0) 

a*co8*dj -f- o*sin*a;        2 ab  ^  ' 

0 

einmal  a,  ein  zweites  Mal  &  als  veränderliehen  Parameter  an  und 
differentiiert  darnach,  so  ergeben  sich  die  neuen  Formeln: 


2 


cos*x(ia; 


ü 

sin'  xdx 


j/  (a*  cos*i 


'x-\-b'  sin*a;)''       4afe' 

0 

und  durch  ihre  Summierung  die  weitere  Formel 

n 
2 

/dx  _jr/ll\ 

(a^cos^a^-f  ft^sin^a;)*  ~  Taft  W '^  Yv  ' 

0 

Wiederholt  man  an  dieser  denselben  Vorgang,  so  gelangt 
mau  zu  den  Formeln 

71 

Y 

/  cos*  xdaj  %      /3     ,     1\ 

J  (a^cos^a^  +  ft^sin^a;)«  ^  IGa^F  U*  ^  &"/  ' 

0 

71 

2 

/  8in*a:f7a;  n      / 1     i_   3  \ 

J  (a«cos^a;  +  &«sin*a;)»  ^  Tß  aP  Va^  "*"  ft  V  ' 

0 

durch  deren  Summierung  sich  erojibt: 

TT 

y 

/dx  _      it      /3  2       ,3\ 

0 

Das  Verfahren  kann  beliebig  oft  wiederholt  werden. 

11* 
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285.  Auswertung  von  Integralen  durch  Differen- 
tiation. Mit  Hilfe  der  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
gelingt  es  mitunter,  ein  vorgelegtes  Integral  zu  bestimmen.  Han- 
delt es  sich  beispielsweise  um 

h 

a 
b 

und  kann  man   \  f'{x,  y)dx  auswerten,  also  <P'(y)  explizit  dar- 

a 

stellen,  so  ist  die  Bestimmung  von  ^(y)  nun  auf  die  Integra- 
tion von  ^'{y)  zurückgeführt;  gelingt  diese,  so  ist  damit  der 
Wert  des  vorgelegten  Integrals  gefunden. 

Wir  benutzen  dieses  Verfahren,  um  einige  wichtige  Inte- 
gralformeln zu  gewinnen. 

Beispiele.    1)  Das  Integral 


00 

0 


e-^'-^'^dx 

X 


hat  für  jedes  positive  y,  die  Null  eingeschlossen,  einen  bestimm- 
ten Wert  und  stellt  eine  auf  dem  ganzen  Gebiete  (0,  -}-  oo)  ste- 
tige Funktion  von  y  dar,  die  mit  0(y)  bezeichnet  werden  möge. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erkennen,  zer- 
lege man  nach  dem  in  278  erläuterten  Vorojanofe  das  Intesra- 
tionsgebiet  in  die  Teile  (0,  7t),  {%,  2n:),  .  .  .  und  bezeichne  die 
auf  sie  bezüglichen  Integrale  mit  a^,  a^,  .  .  .;  dann  erscheint  der 
Wert  des  Integrals  als  Grenzwert  der  unendlichen  Reihe 

«0  +  «1  +  flo  +   •   •  •  • 

Konstruiert  man  die  Kurven 

sina; 
'  X 

und  ' 

sinx 


1]  =  e~2'-^ 


X 


SO  bilden  sie  Wellenzüge  gleicher  Wellenlänge:  die  Amplitude 
der  Wellen  der  zweiten  Kurve  nimmt  mit  dem  Wachsen  von 
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y  immer  mehr  ab.  In  Fig.  134  entspricht  die  voll  gezeichnete 
Wellenlinie  der  ersten  Gleichung,  die  punktiert  gezeichnete 
einer  Kurve  der  zweiten  Gleichung:  für  y  =  0  fällt  die  zweite 
Kurve  mit  der  ersten,  für  y  =  -\-  oc  aber  fällt  sie  mit  der 
X-Achse  zusammen. 

Bezeichnet    man    die    zu   y  =  0,    also    zu    dem    Integrale 

ec 

f dx  gehörige  Reihe  mit 

«/)  +  «,(«) +  «/)  +  ••-, 
so  ist  aus  der  Figur  unmittelbar  zu  erkennen,  daß 

und  da  beide  Reihen  alternierend  sind  und  die  zweite  konver- 
giert (278,  D),  so  konvergiert  auch       y 

1-  i  I  Fig.  134. 

die  erste.  i 

Man  kann  ferner  zwei  Werte  ^\' 
y,  y  immer  so  nahe  aneinander  ^' 
wählen,  daß  die  zugehöi'igen  Partialsummen  5,^  und  s^'  als  stetige 
Funktionen  von  y  um  weniger  als  s  dem  Betrage  nach  sich 
unterscheiden,  so  daß 

ferner    kann    man    durch    Wahl    des    n    bewirken,    daß    auch 

!>'„!<£  und  \t\'\<.£'i  denn  (76)  es  ist  bei  hinreichend 
großem  n  |  rt,/"^  I  <C  ^ ;  daher  auch 

\rj<\aj£\  «„(0)  [  <  , 

I  r;  I  <  I  «;  i  £  1  af^  I  <  s; 
infolgedessen  ist 

!(^;+o-(a+o:<3^ 

und  dadurch  die  Stetigkeit  von  ^{y)  erwiesen. 

Die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ist  statthaft; 
denn  es  ist 

f{x,y)  =  e  y""—-, 

f>j{^^  y)  =  —  ß~^^  si^  ^j     fy'{^j  y)  =  ^e-^-"'  sin  X, 
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00  OD 

und  die  beiden  Integrale    /  fy{x,  y) dx,    1  f^' (x,  y) dx  existieren 

0  0 

für  3/>0;  ersteres  vermöge  276,  4),  letzteres,  weil 

00  00 

\  xe~y^  sm  xdx\<.  l  xe~y''dx 


y     \       yj  2/* 

0  Ü 

Nach  der  eben  zitierten  Formel  ist 


'''iy)  =  -Je 


0'(y)  =  —  /  e~^'  sin  xdx  = 


0 

und  daraus  wieder  folgt 


i+y' 


00 

J  ^'{y)äy  =  ^(oo)  —  ^{y)  =  —  { arctg  1/}  =  arctg  y 


y 
insbesondere 


J^\y)dy  =  0(oü)  -  $(0)  =  -~- 

0 

Nun  aber  ist  auf  Grund  der  vorausgeschickten  Betrachtung 

oo 

0 

damit  ergeben  sich  die  wichtigen  Formeln: 

00 

(9)  0{y)  =  Te-s'^  ^^^  dx  =  arctg  - 

e/  3;  y 


und 


(10)  / 


dx 

X 


einen 


2)  Das  Integral   1  — ^dx  hat  allerdings  für  jedes  y  ei 
0 
bestimmten  Wert,   aber  die  Differentiation  nach  y  unter   dem 
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Integralzeichen    ist    bei    ihm    nicht    zulässig;    denn   setzt    man 

-^  =  A^;  y),  so  ist 

/"/(^^  y)  =  cos  yx,         fy'{x,  y)  =  -x  sin  yx 

00  00 

und  keines  der  Integrale    \fy{p^,y),     \fy'{x,y)dx   hat   einen 

0  0 

Sinn.  In  der  Tat  ist  die  Funktion  ^(y),  welche  durch  obiges 
Integral  dargestellt  ist,  eigentümlicher  Art.  Setzt  man  nämlich 
yx  =  t,  so  sind  die  Grenzen  des  neuen  Integrals  0,  +  c»  oder 
0,  —  oo,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist;  folglich  hat  man 


0  0 

—  00  00 

für  t/  <  0         0{y)  =p^dt  =  -  /  " 


v^*--~i 


während 


^(0)  =  0 


ist.  Es  hängt  also  ^{y)  nicht  von  dem  Betrage,  sondern  nur 
von  dem  Vorzeichen  des  y  ab  und  bleibt  für  alle  positiven  wie 
für  alle  negativen  y  konstant,  ist  aber  an  der  Stelle  y  =  0, 
wo  es  den  Wert  0  besitzt,  unstetig. 

3)  Von  der  Existenz  des  Integralwertes 


00 

(y)  =  16"^''  cos  2yxdx 


ö 


überzeugt   man    sich    nach    der    in    378    entwickelten   Methode 
durch  Zerlegung  des  Integrationsgebietes  in  die  Teile: 

Die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ist  statthaft; 
denn  es  ist 

fix,  y)  =  e"^'  cos  2yx,         fy'i^)  ?/)  =  ~  2^:6""^*  sin  2yx^ 
f\j' ipc,  y)  =  —  4.x^e~-''"  cos  2yx, 
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OC  00 

und  die  beiden  Integrale   f  f.y(äc,  y)dx,    \  fy'(x,ij)dx  haben  be- 

0  0 

stimmte  Werte,   was   wieder  durch  Teilung   des  Gebietes   und 
Übergang  zu  Reihen  feststellbar  ist. 
Es  ist  also 

CO 

^'{y)  =  ~  /  '^xe-^'  sin  2  yxdx 

0 

OC 

=  {e~^'  sin  2yx}  —  2y  1  e-*^  cos  2yxdx, 
0  *J 

0 

d.  h. 

0'(y)  =  -2y0(y); 
daraus  folgt 

und 


0 

mithin  ist 


OD 

(11)  0{y)  =  ^(0)e-y'  =  e-y'  j  e-'^'dx. 

0 

Die  Wertbestimmung  des  obigen  Integrals  hängt  also  von 
einem  neuen  Integrale  ab,  dessen  Wert  wir  sogleich  finden  werden. 
4)  Die  Existenz  und  Stetigkeit  der  Funktion 


00 

F{y)=je---^-dx, 


0 

ebenso  die  Statthaftigkeit  der  Differentiation  unter  dem  Inte- 
gralzeichen ist  nach  der  Methode  des  Artikels  278  wieder  leicht 
zu  erweisen.    Man  darf  also  schreiben 

00 

F' {y)  =  I  26"''  cos  2 yxdx,       i 

0 

und  nach  Formel  (11) 

00 

I\y)  =  2e~y"-  l  e-'^'^dx] 
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setzt  man  also 

0 

so  ist  weiter 

F'(y)  =  2Je-y'- 


und  daraus 


0 

insbesondere 


y  y 

j  F\y)dy  =  F{tj)  —  F[0)  =  2J  je-y'dy, 


oc  00 

1  F'{y)dy  =  F(oo)  -  F{0)  =  2J  fe^y'dy  =  2JK 

0  0 

Für  ^  >  0  ergibt  sieb  durch  die  Substitution  2yx  =  t 

00 

F(y)=.fe~'^'-''jdt 
und  hieraus  erkennt  man,  daß 

00 

-r,,       s         /sini    7,         TT 
0 

andererseits  ist 

F(0)  =  0. 
Demnach  hat  man 

d.  h. 

oc 

(12)  Je----dx  =  ^ 

0 

und 

00  y 

(13)  F{y)  =  p--^-  ^^  dx  =  y^fe-'f-dy. 

0  0 

Das  durch  die  Formel  (12)  bestimmte  Integral  spielt  in 
vielen  Gebieten  der  Anwendung  eine  wichtige  Rolle.  Durch 
die    Substitution   x  =  ty  y  verallgemeinert   lautet   die  Formel  r 

00 

0 
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differentiiert  man  beiderseits  w-mal  in  bezug  auf  y,  so  kommt 

0  ^ 

zustande,   und  wird   y=l,   t  =  x  gesetzt,    so    ergibt    sich  die 
Formel: 

00 

(14)  fx'^'^e-^^-dx  =  --"^^^'V^. 

0 

Hingegen  ergibt  sieb  durch  partielle  Integration 

00  oo 

/^2n  +  ig-x^^^  =  —  |V»  ^  +  n  I x^"-'^e-=''dx 

0  '^  0 

00 

=  n  j  x^"'~'^e~^''dx, 

0 

und  durch  w-malige  Wiederholung  des  Vorgangs 

00 

(15)  fx'^"  +  ^e-^'dx^''^ , 

0 

wie  auch  auf  Grund  von  277,  (21)  durch  die  Substitution  x  =  t^ 
hätte  gefunden  werden  können. 

§  5.    Integration  durch  Integrale  definierter  Funktionen. 
Das  Doppelintegral. 
286.  Integration  unter  dem  Integralzeichen.  Zwei- 
fache  Integrale.     Es   sei  f{x,  y)  eine    in    dem  Gebiete,    das 
durch  die  Relationen 

a  ^x  ^h 
bestimmt  ist,  eindeutige  und  stetige  Funktion  von  x,  y]  dann 

6 

ist  das  Integi-al  jf{x,  y)dx   nach    283    eine   stetige   Funktion 
von  y  in  (c^  d)  und   kann   nach  dieser  Variablen   von   c  bis  d 
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integriert  werden;   der  Prozeß   und   sein  Resultat  möge  in  der 
Form 

d  b 

(2)  jdyjf{x,y)dx 

c  a 

angeschrieben  werden.    Es  ist  aber  aus  gleichen  Gründen  auch 

d 

ff{x,  y)dy   eine   stetige   Funktion   von   x  in  {a,  h)   und  kann 

c 

danach    innerhalb    dieser    Grenzen    integriert   werden;    das  Re- 
sultat wird  zu  schreiben  sein: 

6  d 

(3)  j  dxjf{x,y)dy. 

a  c 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  unter  den  über  f(x,  y) 
gemachten  Voraussetzungen  die  beiden  Resultate  einander 
gleich  sind. 

Ersetzt  man  in  (2)  die  oberen  Grenzen  b,  d  durch  x,  y, 
Werte,  die  innerhalb  (a,  h),  bzw.  {c,  d)  zu  liegen  haben,  so  er- 
scheint der  Ausdruck  als  eine  Funktion  0(x,  y)  dieser  oberen 
Grenzen:  und  nach  282  ist 


X 


wo  rechts    unter  y  die   obere  Grenze    von  (c,  y)   zu  verstehen 
ist;  und  weiter 

d  — 

wo  nun  X  die   obere  Grenze   von  {a,  x)   bedeutet.     Nach  284 
und  282  ist  weiter 


dx 


y  X  y 


und 


-~!y  -f^^^y)- 
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Die  Funktion   0  als  bekannt  vorausgesetzt,  ist  aber  nach 
dem  Hauptsatze  der  Integral-Rechnung  einerseits 

d  h  d  h 


^J\ 


d 


dy  cy 

c 

andererseits 


Jä.Jfi.,y)äy=j\'^]ä. 


b 


-ß 


d^{x,  d)        d^{x,  c) 


ex 


j  dx  =  j  0{x,  ä)  —  0{x,  c)  ] ; 


die  beiden  Endausdrücke  liefern  aber  ausgeführt: 

0{h,  d)  —  0{a,  d)  —  0{b,  c)  +  ^(a,  c), 
so  daß  tatsächlich 

d  h  b  d 

(4)  J  dyj  fix ,  y) dx  =jdxj  f{x,  y) dy . 

c  a  a  c 

In  dieser  Gleichung  spricht  sich  der  wichtige  Satz  aus: 
Sind  an  der  im  Gebiete  (1)  stetigen  FimJition  fix,  y)  nach- 
einander die  Integrationen  in  bezug  auf  x  und  y  zivischen  den 
bezüglichen  Grenzen  a,  b,  und  c,  d  zu  vollführen,  so  gelangt 
man  zu  demselben  Resultate,  in  welcher  Reihenfolge  die  Inte- 
grationen auch  ausgeführt  iverden. 

Die  Differential-Rechnung  besitzt  einen  hierzu  analogen 
Satz  (52). 

Analytische  Ausdrücke  von  dem  Baue,  wie  ihn  die  beiden 
Seiten  der  Gleichung  (4)  aufweisen,  bezeichnet  man  als  zivei- 
fache  Integrale.*)  Ihre  Ausrechnung  führt  auf  die  Ausführung 
zweier  Integrationen  in  dem  bisherigen  Sinne  oder  zweier  ein- 
fachen Integrationen  zurück. 


*)  0.  Stolz  (Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung,  III, 
1S99),  gebraucht  dafür  den  von  P.  du  Bois-Reymond  vorgeschlagenen 
Namen  „zweimaliges  Integral". 


ß 
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Die  Ausführung  der  durch  (2)  vorgeschriebenen  Integration 

b 

des  Integrals  1  f{x,  y)dx  nach  dem  Parameter  y  in  der  durch 

a 

(3)  angezeigten  Weise  nennt  man  Integration  unter  dem  Inte- 
gralzeichen, 

Anders  verhielte  es  sich,  wenn  die  Funktion  ^{ij),  an 
welcher  die  Integration  zwischen  vorgeschriebenen  Grenzen  c,  d 
vorzunehmen  ist,  gegeben  wäre  durch  ein  Integral 

Vi  i'j) 

f(x,  y)  dx, 

bei  dem  auch  die  Grenzen  von  dem  Parameter  y  abhängen: 
formell  wäre  das  Resultat  durch 

d  »1  (y) 

(5)  J  dyjf{x,y)dx 

dargestellt;  aber  an  die  Ausführung  der  Integration  nach  // 
könnte  erst  geschritten  werden,  nachdem  die  Integration  nach  x 
vollzogen  wäre.  Bei  dem  zweifachen  Integral  (5)  kann  also 
von  einer  Umkehrung  der  Reihenfolge  der  Integrationen  im 
Sinne  des  obigen  Satzes  nicht  die  Rede  sein. 

Die  Integration  unter  dem  IntegTalzeichen  ist  ebenso  wie 
die  gleichgeartete  Differentiation  ein  Mittel,  um  aus  vorhandenen 
Integralformeln  neue  abzuleiten,  eventuell  vorgelegte  Integrale 
zu  bestimmen. 

Beispiele.     1)  Für  jedes  y  >  0  ist 


i  e-y''dx  = 


1 

0 

sind  daher  a,  h  zwei  positive  Zahlen  und  integriert  man  nach 
y  von  a  bis  h,  so  ergibt  sich,  wenn  man  diese  Integration 
links    unter    dem   Integralzeichen,   also    an    der   Funktion   €~^'^ 

h 

vollzieht,    wodurch  \  —  -  [  = erhalten    wird,    die 

neue  Formel  * 


so 


„—bx  j, 

e          -,  ,  0 


dx^l"^         («>0,  h>0). 


oc  a 
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2)  Sobald  nur  ?/  >  —  1  ist,  gilt  die  Formel 
1 

1 


0 


^x-dx  = 


durcli  Integration  nach  y  auf  einem  Intervalle  {a,  h),  bei  dem  a 
und  &  >  —  1   sind,  erhält  man  daraus 

16  b 


fdxß>dy-f^^^, 


0 

1 

ß 

J       Ix       """        "  a-\-  \ 

0 


x"     .  ,  &  +  1 

dx  =  1 


Übrigens   kann   aus    dieser   Formel   die    des    vorigen  Bei- 
spiels mittels  der  Substitution  x  =  e~*  abgeleitet  werden. 
3)  Für  jedes  y>0  hat  man  (276,  4)) 


e~y-^  cos  hxdx  =  —. 


y 


je       _.  .^._       y,^^, 

0 

00 

/e~s'^  sin  hxdx  =  -,-,^-»; 

0 

sind  demnach  «,  ß  irgend  zwei  positive  Zahlen,  so  darf  man 
nach  y  zwischen  den  Grenzen  a,  ß  integrieren  und  erhält, 
wenn  man  die  Integration  links  unter  dem  Integralzeichen 
vornimmt  —  von  der  Statthaftigkeit  des  Vorgangs  kann  man 
sich  leicht  überzeusren  — 


ß 

0 


e   "^-e-^' 


,      ,  1      ,3^  +  6« 

cos  hxdx  =  -TT  l    «-  -Ts 

2      a^  -\-0^ 


e~^^     .  ß  a 

sin  hxdx  =  arctg  v —  arctg  -;- 


X  o   fe  o  t 

(a>0,  ß>0). 
Läßt  man  nun  lim  a  =  -\-  0  und  lim  /3  =t=  +  oo  werden, 
so  hat  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  den  Grenzwert 
-f  cx),  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  aber  den  Grenz- 
wert ^  oder  — — ,  je  nachdem  h  eine  positive  oder  eine  ne- 
gative Zahl  ist.     Hiernach  gelten  die  Formeln: 
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ao 

I  COS  bx 


0 


/ 


sin  &  a;   , 
-  dx 


(6>0) 


die  letztere  ist  285,  2)   auf  anderem  Wege  gefunden  worden. 
4)  Das  Integral 


'ß 


J  =  I  e-'^'dx, 

0 

dessen  Existenz  schon  277,  3i  erkannt  und  dessen  Wert  in 
285,  4)  bereits  bestimmt  wurde,  bietet  zur  Anwendung  des  vor- 
liegenden Verfabrens  keinen  Anhalt,  weil  die  Funktion  unter 
dem  Integralzeichen  keinen  Parameter  enthält.  Formt  man 
aber  das  Integral  durch  die  Substitution  x  =  yt(y  ^  ö)  um, 
so  kommt 

und 

00 

Je-y'  ==  ie-y''^^-^^'^ydt', 
'o 
jetzt  stellt  das  rechtsstehende  Integral  die  auf  der  linken  Seite 
explizit  ausgedrückte  Funktion  von  y  dar  und  diese  läßt  Inte- 
gration  auf  dem   Intervalle  (0,  oo)  zu,   die  rechts   auch   unter 
dem  Integralzeichen  vorgenommen  werden  darf;  man  findet  so 

J I  e-y^-dy  =  I  dtle-^'^-^^+''>ydy, 

0  0  0 

00  CO 

0  U 

CO  cc 


also 


woraus  sich,    wie    an    der  letztzitierten  Stelle,   J=  -r-  ergibt. 


176 
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287.    Das  Doppelintegral.    Es  sei  f{x,  y)  eine  für  alle 
Wertverbindungen  x  y,  die  den  Bedingungen 

^^^  ^      7  7 

genügen,  einwertige  und  stetige  Funktion.  In  geometrischer 
Darstellung  entspricht  dem  Bereich  (6),  der  in  der  Folge  kurz 
mit  P  bezeichnet  werden  soll,  ein  Rechteck  EFGH  in  der 
a:^-Ebene  (Fig.  135),  dessen  Seiten  der  y-  und  Ä'-Achse  in  den 
Abständen  a,  h  bzw.  c,  d  parallel  sind. 

Durch  die  arithmetisch  geordneten  Zahlenfolo;en 


a      Xq,  Xj^,  .  .  .  Xf._^,  Xj.,  .  .  .  Xp_-^^,  Xp  —  0 
sind  die  Intervalle  (a,  h)  und  (c,  d)  in  p,  bzw.  q  Teilintervalle 

,_,    a-  =  i,  2,...i>) 


zerlegt,  deren  Größe  mit 

Fig.  135 


^k  =  ^k 


0 

a          X     x^ 

1 ; 

r^          b 

c 

y 

E         Q\ 

F 
V 

...u. 

e 

f 

Lö 

f],  -- 

Vi 
d 

h 

9 

/ 

{        } 

i 

0 

^1=  yi-yi-x     (?  =  1.  2, ...g) 

X-  bezeichnet  werden  soll.  Indem  man 
durch  die  Teilpunkte  Parallelen  zu 
den  Achsen  zieht,  ergibt  sich  auch 
eine  Teilung  des  Gebietes  P  in  ein 
System  von  Rechtecken,  deren  all- 
gemeines, in  der  Figur  durch  efgli 
vertreten,  die  Flächenzahl 

besitzt;  nach  den  getroffenen  Bestimmungen  ist  jedes  Ai.jP 
positiv. 

Ist  i,Jrl^  ein  Punkt  in  A^.  ,P,  dessen  Koordinaten  also  den 
Teilintervallen  f^^-.i,  Xf),  {ili_i,  y^  angehören,  so  gehört  zu 
ihm  ein   Wert  f{i,^.,  rjj)  der  gegebenen  Funktion. 

Auf  Grund  der  vorgenommenen  Gebietsteilung  T  bilden 
wir  die  Doppelsumme 

7  ?' 

(7)  SiT)  =^2/rj,,  ^,)A,,P; 

1      1 

es  läßt  sich  nun  beweisen,  daß  diese  Doppelsmnme  unter  den  über 
fix,  y)  gemaclden  Voraussetzungen  hei  beständig  tvaclisenden  p 
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tmd  q  und  hei  Ahnahme  aller  d^  und  e^  gegen  Null  sich  einer 
hestimmten  Grenze  nähert,  die  unahhängig  ist  von  der  sonstigen 
Art  der  Teilung  und  von  der   Wahl  der  Zwischenwerte  i,,.,  rj^. 

Der  Gedankengang  des  Beweises  ist  konform  dem  in  226 
entwickelten  und  kann  daher  kürzer  gefaßt  werden. 

Es  bezeichne  %.  ^  die  untere,  31/.  j  die  obere  Grenze  von 
f{x,  y)  in  Jj^  i  P;  m  die  untere,  M  die  obere  Grenze  der  Funk- 
tion in  P. 

Ersetzt  man  in  S{T)  die  /"(l^.,  ri^  einmal  durch  die  nij.  ^, 
dann  durch  die  Jf^  j,  so  entstehen  zwei  neue  Summen,  die  mit 
S^{T),  S^{T)  bezeichnet  werden  mögen;  und  ersetzt  man  weiter 
die  nif^  ^  durchwegs  durch  m,  die  31,.  ^  durch  31,  so  gehen 
S^{T)  und  S^T)  über  in  mP  und  MP,  und  zwischen  all 
diesen  Größen  besteht  die  Beziehung: 

(8)  mF<  S^iT)  <  S{T)  <  SXT)  <  3IP, 

80  daß  S{T^  schon  zwischen  zwei  feste  Grenzen  eingeschlossen 
erscheint. 

Wird  die  Zerlegung  T  von  P  in  der  Weise  weiter  geführt, 
daß  man  zwischen  die  Werte  x^.  und  t/^  neue  einschaltet,  so 
kann  S^{T)  nur  wachsen,  ohne  jedoch  die  obere  Grenze  31 P 
zu  überschreiten;  S^(T)  hingegen  nimmt  ab,  kann  aber  nicht 
unter  wP  herabsinken;  folglich  kommen  beide  Summen  ein- 
ander immer  n'aher  und  konvergieren  gegen  eine  gemeinsame 
Grenze,  da  ihre  Diflferenz 

(9)  SXT)  -  S^(T)  =^^Ä,,  -  m,,,)z^,,,P 

wegen  der  Stetigkeit  von  f(x,  y)  schließlich  unter  jeden  noch 
so  klein  gewählten  Betrag  e  herabsinkt.  Diese  gemeinsame 
Grenze  ist  aber  zugleich  der  Grenzwert  von  S{T ). 

Um  dies  letztere  näher  darzulegen,  gehe  man  vom  Mittel- 
punkt X.kl%  ^o^  "^k  i  P  ^^^  ^^^^  beachte,  daß  sich  wegen  der 
Stetigkeit  von  f(x,  y)  im  ganzen  Bereiche  P  zu  einem  beliebig 
klein  festgesetzten  positiven  X  ein  hinreichend  kleines  posi- 
tives /i  bestimmen  läßt  derart,  daß 

1 1\^,  y)  -  f(h,  ^i)  I  <  ^, 

so  lange  \  x  —  j^  i,  \  y  —  t)^  \  kleiner  sind  als  ft  (45);  ist  also 
die  Zerlegung  von  P  so  weit  fortgeschritten,    daß  alle  z/^jP 

Czuber,  Vorlesungen.     II.    3.  Aufl.  12 
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nach  beiden  Richtungen   eine  unter  2^1  liegende  Ausdehnung 
haben,  so  ist  auch 


somit 
daher 


wählt   man  also  2X  <-p,  so  wird  in  der  Tat 

Daß  der  gemeinsame  Grenzwert  von  S^{T),  S{T),  S^^{T) 
unabhänsfiff  ist  von  der  Art,  wie  man  P  teilt,  wenn  nur  schließ- 
lieh  alle  d^.  und  £j  gegen  Null  konvergieren,  ergibt  sich  aus 
der  Tatsache,  daß  jedes  S^^  kleiner  ist  als  das  auf  dieselbe  oder 
eine  andere  Zerlegung  gegründete  6'^;  der  Beweis  hierfür  ist 
genau  so  zu  führen  wie  m  226,  4). 

Man  definiert  nun  den  lim  S{T)  als  das  Doppelintegral 
der  FunJäion  f{x,  y),  ausgedehnt  über  das  Gebiet  P,  und  ge- 
braucht dafür  das  Zeichen*) 

(10)  ff{x,y)dP     oder   fff{x,y)dxdy. 

P  F 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Ausdruck  heißt 
das  Element  des  Boppelintegriäs,  dP  oder  dxdy  das  Element 
des  Integrationsgebiets.  Da  bei  geometrischer  Interpretation 
dieses  letztere  durch  eine  ebene  Figur,  hier  durch  ein  Recht- 
eck, dargestellt  wird,  so  nennt  man  ein  Doppelintegral  auch 
ein  Flächenintegral,  zum  Unterschiede  davon  ein  einfaches  be- 
stimmtes Integral  ein  Linienintegral. 

288.  Auflösung  des  Doppelintegrals  in  ein  zwei- 
faches Integral.  Der  in  Behandlung  stehende  Fall  bietet 
das  einfachste  Beispiel  eines  Doppelintegrals  dar,  das  sich  durch 
zwei  konsekutive  Integrationen  auswerten,  also  auf  ein  zwei- 
faches Integral  zurückführen  läßt. 


*)    Auch    die    Bezeichnungen    '^f{x,  y)dP    und     '^f(x,y)dxdy 
kommen  vor.  ^'  ^ 
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Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  des  Grenzwertes 

führt  man  den  Grenzübergang  zuerst  in  bezug  auf  x  aus,   so 
entsteht 

2^^  lim^ /•(!,,  ri,)d,  =2  'Jh^>  Vt)d^> 

11  1  a 

und  hieraus  dui'ch  Vollziehung  des  Grenzübergangs  in  bezug  auf?/ 


(11) 


jdyjf{x,  y)dx. 


Macht   man   die  Grenzübergänge   in    der  andern  Ordnung, 
so  ergibt  sich  das  zweifache  Integral 


(12) 


jdxffix,  y)dy. 


Die  Wertgleichheit  dieser  beiden  Integralausdrücke  ist  in 
286  nachgewiesen  worden;  beide  bestimmen  den  Wert  des 
Doppelintegrals  (10). 

Erfolgt  die  Ausrechnung  nach  Vorschrift  von  (11),  so  ge- 
schieht die  erste  Integration  bei  festem  y  in  bezug  auf  x, 
geometrisch  gesprochen,  längs  einer  das  Integrationsgebiet 
durchsetzenden  zur  a;-Achse  parallelen  Transversalen  wie  UV 
(Fig.  135),  die  zweite  nach  y  zwischen  den  beiden  äußersten 
Lagen  dieser  Transversalen.  Nach  Vorschrift  von  (12)  geschieht 
die  erste  Integration  bei  konstantem  x,  etwa  längs  QU,  die 
zweite  nach  x  zwischen  den  beiden  äußersten  Lagen  von  ^jR. 

289.  Beliebig  begrenztes  Integrationsgebiet.  Es 
liegt  nun  nahe,  den  Begriif  des  Doppelintegrals  dahin  zu  ver- 
allgemeinern, daß  man  ein  beliebig  begrenztes 
Integrationsgebiet  P  (Fig.  136)  zugrunde  legt, 
auf  welchem  die  Funktion  f{x,y)  endlich  und 
stetig  ist.  Die  Integration  von  f{x,  y)  erstreckt 
sich  dann  auf  solche  Wertverbindungen  xjy, 
welchen  Punkte  innerhalb  und  am  Rande  von 
P  entsprechen;    analytisch    sind   derlei  Wert- 

12^ 


Fig. 

136. 
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Verbindungen  dadurch  gekennzeichnet,  daß  sie  einer  oder  mehre- 
ren Relationen  von  der  Form 

(13)  tix,  y)  ^  0 

genügen;  so  würde  beispielsweise,  wenn  das  Integrationsgebiet 
ein  um  0  mit  dem  Radius  B,  beschriebener  Kreis  wäre,  diese 
Relation  ^2  _i.  ^2  _  j^2  ^  0 

lauten,  dagegen  durch  die  drei  Relationen 

zu  ersetzen  sein,  wenn  nur  über  den  ersten  Quadranten  dieses 
Kreises  zu  integrieren  wäre. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Darstellung  eines  solchen 
Doppelintegrals,  wenn  die  Randkurve  C  von  P  durch  jede 
Transversale  parallel  zu  einer  der  Koordinatenachsen  nicht 
öfter  als  zweimal  geschnitten  wird.  Trifft  dies  bei  den  Trans- 
versalen parallel  zu  0  Y  zu,  so  führt  man  die  Integration  nach 
y  bei  festem  x  längs  der  Transversale  QR,  also  zwischen 
Grenzen  durch,  welche  durch  die  Ordinaten  der  Punkte  Q,  R 
von  C  dargestellt  und  daher  Funktionen  von  x  sind,  die  mit 
cPq(x),  (Pi{x)  bezeichnet  werden  mögen;  die  Integration  dieses 
Integralwertes  ^,  (x) 

Jf{x,  y)dy 

(Poix) 

in  bezug  auf  x  geschieht  nun  auf  jener  Strecke  (a,  b),  welche 
durch  die  parallel  zu  OY  an  C  geführten  Tangenten  (oder 
äußersten  Linien)  auf  der  X-Achse  ausgeschnitten  wird,  und 
liefert  den  endgültigen  Ausdruck 

b  (f,  (.r) 

(14)  fdxff{x,y)dy 

a    (Pa  [x) 

für  das  Doppelintegral 

(15)  Jffi^y  y)dxdy. 

Schneidet  auch  jede  Transversale  parallel  zu  OX  die 
Randkurve  zweimal,  wie  es  in  Fig.  136  der  Fall  ist,  so  gibt 
die  Integration  nach  x  bei  festem  y 

ff{x,  y)dx, 
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wobei  Xo(y)>  Xiiv)  ^^^  ^^^  V  gehörigen  Abszissen  von  C  sind, 
und  die  abschließende  Integration  nach  y  liefert 

d  X\  (y) 

(16)  J(hjjf{x,  y)dx, 

wobei  (c,  d)  das  durch  die  zu  OX  parallelen  Tangenten  (oder 
äußersten  Linien)  an  C  begrenzte  Intervall  von  0  Y  bedeutet. 

Die  Vergleichung  der  beiden  Darstellungsformen  (14)  und 
(16)  des  Doppelintegrals  (15)  ergibt  dann  eine  Verallgemeinerung 
des  in  286  hervorgehobenen  Satzes  von  der  VertauschharJceit 
der  Beihenfolge  der  Integrationen,  wobei  aber  zu  bemerken  ist, 
daß  hier  nicht  auch  wie  dort  die  Grenzen  der  Integration  mit 
vertauscht  werden;  vielmehr  sind  die  Grenzen  der  erstmaligen 
Integration  abhängig  von  der  Variablen,  nach  welcher  zum 
zweitenmal  integriert  wird,  und  nur  die  Grenzen  der  zweiten 
Integration  sind  feste  Zahlen. 

Mit  dem  obigen  ist  zugleich  die  Bedeutung  eines  zwei- 
fachen Integrals,  wie  es  am  Schlüsse  von  286  in  (5)  erwähnt 
worden  ist,  näher  erläutert. 

Hat  das  Integrationsgebiet  eine  solche  Gestalt,  daß  sein 
Rand  von  Transversalen  parallel  zu  den  Achsen  auch  in  mehr 
als  zwei  Punkten  getroffen  wird,  so  muß  es  in  Teile  zerlegt 
werden,  welche  den  oben  geforderten  Bedingungen  srenücren; 
für  jeden  dieser  Teile  hat  die  Ausrechnung  nach  dem  Schema 
(14)  oder  (16)  für  sich  zu  geschehen. 

Auch  ein  Doppelintegral  mit  krummlinig  begrenztem  Ge- 
biete kann  als  Grenzwert  einer  Doppel- 
summe von  der  Zusammensetzung  (7)  an- 
gesehen werden.  Umschreibt  man  P  ein 
Rechteck  (Fig.  137),  zerlegt  dieses  in  ein 
Netz  von  Teilrechtecken  und  bildet  die 
Summen  S^T),  S(T),  S^T)  über  alle 
Teilrechtecke,  welche  vollständig  innerhalb 
P  liegen,  so  beziehen  sich  diese  Doppel- 
summen nicht   auf    das   ganze   Gebiet   P, 

sondern  nur  auf  eine  ihm  eingeschriebene  Figur  mit  rechtwinklig 
gebrochenem  Umfange;  diese  Figur  ändert  sich  aber  mit  fort- 


Fig.  137. 
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schreitender  Teilung,  nimmt  an  Größe  zu,  weil  solche  Teile, 
die  bei  einem  früheren  Stadium  der  Teilung  fortblieben,  immer 
mehr  und  mehr  einbezogen  werden,  und  sie  nähert  sieh  dem 
Gebiete  P  als  Grenze,  so  daß  auch  der  gemeinsame  Grenzwert 
von  S^,  S,  S^^  sich  auf  das  ganze  Gebiet  P  bezieht;  dieser 
Grenzwert,  nach  dem  in  288  entwickelten  Vorgange  bestimmt, 
fällt  aber  genau  mit  dem  Ausdrucke  (14)  oder  (16)  zusammen. 
290.  Geometrische  Interpretation.  Eine  wichtige  ^eo- 
metrische  Bedeutung  kommt  dem  über  ein  Gebiet  P  erstreckten 
I)oj)pelintegrale  einer  Funktion  fix,  y)  zu,  wenn  man  ihre 
Werte  als  Applikaten  einer  krummen  Fläche  auffaßt,  deren 
Gleichung  also 

(17)  ^  =  f{x,y) 

ist,  und  annimmt,  daß  2  im  Gebiete  P  niemals  negativ  werde. 
Das  Produkt  f{i>^.,  ^j)^ifj  bedeutet  dann  das  Volumen  eines 
Prisma  mit  der  Basis 

und  der  Höhe 

f{Uy    Vi)  =  ^!.;V 

welches  die  von  irgendeinem  Punkte  von  efgh  (Fig.  135  und 
139)   ausgehende   Applikate  von   (17)   ist.     Die  Doppelsumme 

(8),  d.  i. 

ist  das  Volumen  eines  Körpers,  der  nach  unten  durch  P,  seit- 
lich durch  vertikale,  nach  oben  durch  horizontale  Ebenen  ver- 
schiedener Höhenlage  begrenzt  ist. 

Den  Grenzteert  dieser  Doppelsunime ,  also  das  über  P  aus- 
gedehnte Doppelintegral  der  Funktion  f{x,  y),  d.  i. 

(18)  jy^dxdy, 

r 

erklärt  man  als  das  Volumen  des  über  P  als  Basis  ruhenden 
prismatischen  oder  zylindrischen  Körpers,  dessen  obere  Begrenzung 
durch  die  Fläche  (17)  gebildet  wird. 

Das  bestimmte  Doppelintegral  löst  hiernach  eine  Aufgabe 
der  Geometrie,  welche  die  elementare  Mathematik  unerledigt 
läßt:  die  Bestimmung  des  Volumens  eines  krummflächig  be- 
grenzten Körpers. 
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Ändert   die   Funktion  f{x,  y)   innerhalb    des   Integrations- 
gebietes P  ihr  Vorzeichen,  indem  sie  beispielsweise  längs  der 
Kurve  F  (Fig.  138)  durch  Null  geht,  innerhalb  derselben  posi- 
tiv, zwischen  ihr  und  dem  Rande  negativ  ist,  Fig.  iss. 
so    bedeutet    das    Integral   (18)    die   Differenz 
aus    dem   über  dem  Innern  von   F  liegenden 
Volumen  und  jenem,  welches  unter  dem  Ringe 
zwischen   F  und  C  sich  befindet. 

Die  Ausrechnung  des  Integrals  (18)  durch 
sukzessive   Ausführung   zweier   Integrationen   hat  bei   der   geo- 
metrischen Deutung  den  nachfolgenden  Sinn. 

Integriert    man    f{x,  y)    bei    festem    x   in    bezug    auf   y 
zwischen  den  Grenzen  c,  d  (Fig.  135  und  139),  so  ist 

d 

jf(x,  y)dy  =  area  QRTS  =  u 

c 

die  Fläche   eines   Querschnittes   des   Körpers,  geführt   im   Ab- 
stände X  parallel  zur  ^y^-Ebene;  weiter  gibt 

d 

dxjfix,  y)dy  =  udx 

c 

das  Volumen   eines  zur  a;- Achse  parallelen  Zylinders,  welcher 
jenen  Querschnitt  zur  Basis  und 
die  Höhe  dx  hat;    der  Grenz- 
wert der  Summe  dieser  Zylin- 
der, d.  i. 


(19)  (dx  jf(x,  y)dy  =  judx, 


R    H 


ist   das  Volumen    des    ganzen 
Körpers. 

Bei  der  umgekehrten  Rei-  ^-^ 
henfolge  der  Integrationen  er- 
gibt sich  dasselbe  Volumen  als  Grenzwert  der  Summe  von  Zylin- 
dern, welche  zur  ^a;- Ebene  parallele  Querschnitte  zu  Grund- 
flächen haben  und  der  y-A.chse  parallel  sind. 

Diese  Betrachtung   trifft  auch  dann  zu,   wenn  das  Gebiet 
P  krummlmio;  besfrenzt  ist. 
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Das  Element 

2  dx  dy 

des  Doppelintegrals  (18)  stellt,  mit  Vernachlässigung  von 
Größen  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  in  bezug  auf  dx 
und  dy,  das  Volumen  eines  prismatischen  Säulchens  vor,  das 
über  dem  Elemente  dxdy  =  efgh  ruht  und  oben  durch  die 
krumme  Fläche  (17)  begrenzt  ist,  mag  z  von  welchem  Punkte 
von  efgh  immer  ausgehen. 

Das  Element 

u  dx 

des  einfachen  Integrals  (19)  gibt,  mit  Vernachlässigung  von 
Größen  höherer  Ordnung  in  bezug  auf  dx,  das  Volumen  der 
Schichten  zwischen  den  um  dx  voneinander  entfernten  Quer- 
schnitten QRTS  und   Q'B'T'S'. 

291.  Einführung  neuer  Variablen  in  einem  Doppel- 
integral. Eine  weitere  bedeutsame  Verallgemeinerung  des 
Begriffs  des  Doppelintegrals  besteht  darin,  daß  man  neben  der 
bisher  geübten  Teilung  des  Integrationsgebiets  in  rechteckige 
Elemente  mit  zu  den  Achsen  parallelen  Seiten  auch  andere 
Teilungen  zuläßt.  Das  über  ein  Gebiet  P  ausgedehnte  Doppel- 
integral hat  nämlich  immer  denselben  Wert,  wie  man  auch  P 
teilen  mag,  wenn  nur  dafür  gesorgt  ist,  daß  sich  die  Gesamt- 
heit der  innerhalb  P  enthaltenen  Elemente  dem  P  als  Grenze 
nähert  und  daß  die  Dimensionen  jedes  Elementes  und  nach 
allen  Richtungen  gegen  Null  konvergieren.  In  dieser  Auf- 
fassung werde  das  Integral  mit 


JJ«' 


{x,  y)dP 

bezeichnet. 

Mit  der  soeben  vorgeführten  Auffassung  hängt  die  Trans- 
formation eines  Doppelintegrals  durch  Emfülirunr)  neuer  Va- 
riahlen  eng  zusammen.  Dieser  Prozeß  aber  stellt  sieh  als  ein 
wichtiges  Hilfsmittel  der  Auswertung  von  Doppelintegralen  dar. 

In  dem  Integral 
(20)  Jjf{x,y)dxdy 
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seien  an  Stelle  der  Variablen  x,  y  zwei  neue  Variable  u,  v  durch 
die  ein-eindeutige  kontinuierliche  Transformation  (64) 

X  =  w(u,  v) 

(21)  ^;  '  ! 

einzuführen. 

Durch  (21)  ist  jedem  Punkte  x/y  der  Ebene  XOY  (Fig. 
140)  ein  bestimmter  Punkt  u/v  derselben  Ebene,  einem  Kon- 
tinuum  von  a;/^-Punkten  wieder  ein  Kontinuum  von  u/v- 
Punkten,  insbesondere  dem  Gebiet  P 
mit  seiner  Randkurve  C  ein  Gebiet  P' 
mit  der  Randkurve  C"  zugeordnet.  Es 
ist  eine  Folge  der  Ein-Eindeutigkeit 
und  Stetigkeit  der  Transformation, 
daß  sich  aus  den  Gleichungen 

dx  =  -~  du  -{-  -TT-  dv 

du  ov 


Fig.  140. 
(V)    (v*cLv/ 

/      / 


dy 


■7^  du  -\-  ^    dv 

du  dv 


an  jeder  Stelle  zu  gegebenen  Werten  von  dx,  dy  bestimmte 
Werte  von  du,  dv   ergeben  und  umgekehrt;   mithin  kann  die 

Determinante 

i   dcp      dcp 

(22)  jJ  f     f 

I   du       dv 

an  keiner  Stelle  von  P'  verschwinden,  muß  also  wegen  ihrer 
Stetigkeit  im  ganzen  Gebiete  P'  dasselbe  Zeichen  beibehalten. 
Man  nennt  diese  Determinante  die  Funläionaldeterminante  oder, 
nach  dem  Urheber  dieser  Benennung,  die  Jaco bische  Deter- 
minante der  Funktionen  (p,  ijj  und  bezeichnet  sie  kürzer  nach 
dem  Vorschlage  Donkins  mit 

d{u,  v) 

Denkt  man  sich  das  neue  Gebiet  P'  durch  Gerade  parallel 
zu  den  Achsen  in  rechteckige  Elemente  zerlegt,  deren  eines 
ef'g'h'=dF'  sei,  so  entspricht  dem  eine  Zerlegung  des  ur- 
sprünglichen Gebiets  P  durch  zwei  Systeme  im  aUgemeinen 
krummer  Linien  in  Elemente  dP  =  efgJi,    die  bei  sehr  klein 
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angenommenem  du,  dv  als  geradlinige  Parallelogramme  an- 
gesehen werden  können,  da  die  Teilungslinien  wegen  der  Stetig- 
keit der  Ableitungen  von  tp,  ip  ihre  Richtung  stetig  ändern. 

Bei  dem  Übergang  von  e    zu  f,  wobei  v  konstant  bleibt, 
geht  e{x/y)  nach  f  und  seine  Koordinaten  ändern  sich  um 

d.x  =  .,^  du 

bei  dem  Übergang  von  e  nach  h',  wobei  u  lionst.ant  bleibt, 
geht  e  nach  h  und  die  Koordinaten  ändern  sich  um 

d^x  =  ^~  dv 

dv 

-''        dv        ' 

demnach  ist  das  stets  ebenso  wie  P  positiv  genommene  dP, 
als  das  Doppelte  des  Dreiecks  efh  gerechnet,  gleich  dem  ab- 
soluten Betrage  von 


d,x    d.yl^Jj^^''     ä^^^ 

d,x    d,y\       :aqp^^      ^^^^ 
ov  ov 


=  Jdudv'^ 


setzt  man  ein  für  allemal  fest,  daß  die  Differentiale  der  Inte- 
grationsvariablen als  positiv  zu  gelten  haben,  so  ist 

(23)  dP=\J\dudv. 
Hiernach  ergibt  sich  als  Endresultat  für  (20): 

(24)  fffix,  y)  dP  -fffXcp,  t)\J\  dudv. 

p  p 

Es  ist  also  das  vorgelegte  Integral  der  Fmiktion  f(x,  y) 
gleich  dem  Integrale  der  Funktion  f(q),  jjj)  \  J  \  der  neuen  Va- 
riablen, erstreckt  über  das  transformierte  Gebiet  P'  bei  Teilung 
desselben  in  Elemente  dudv. 

Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrationen  sind  aus  der 
Randkurve  C  ebenso  zu  bestimmen,  wie  dies  in  289  für  G 
erklärt  worden  ist. 
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Der  ganze  Vorgang  läßt  aber  noch  eine  andere  Auffassung 
zu,  wenn  man  u,  r  nicht  wieder  als  neue  rechtwinklige  Koor- 
dinaten, sondern  als  Parameter  ansieht,  durch  welche  x,  y  aus- 
gedrückt werden. 

Während  v  konstant  bleibt,  beschreibt  der  Punkt  xjy  eine 
Kurve  (v),  und  während  u  konstaut  bleibt,  beschreibt  xjy  eine 
Kurve  (?*);  der  Punkt  xly  ^  e  selbst  erscheint  als  Schnittpunkt 
dieser  Kurven,  und  deshalb  nennt  man  u,  v  krummlinige  Koor- 
dinaten des  Punktes  e.  Mit  andern  Worten:  den  früheren 
Teilungslinien  von  P'  entsprechen  zwei  Systeme  krummliniger 
Teilungslinien  von  P,  und  das  durch  vier  solche  Linien,  je 
zwei  aus  jedem  Systeme,  begrenzte  Element  von  P  ist  durch 
I  J  I  du  dl'  gegeben. 

Legt  man  diese  Auffassung  zugrunde,  so  wird  die  Funk- 
tion f{(p,  ^)  der  neuen  Variablen  wieder  auf  dem  Gebiete  P 
integriert,  wobei  |  J  \  dudv  das  Element  desselben  ist;  die 
Grenzen  sind  der  geometrischen  Bedeutung  der  Parameter  u,  v 
entsprechend  zu  bestimmen. 

292.  Beispiele.  1)  Ist  in  einem  Doppelintegral  die  zu 
integrierende  Funktion  f(^x,  y)  ^  1,  so  stellt  es,  dem  Begriff 
gemäß,  die  Größe  des  Integi'ationso-ebiets  P  dar. 

Von  dieser  Bemerkung  ausgehend  soll  die  Größe  der  von 
der  EUipse 
(25)  (a,x  +  b.yf  +  {a,x  +  b,yy  =  P 

umschlossenen  Fläche  bestimmt  werden.     Zu  diesem  Ende  hat 
man  das  über  diese  Fläche  P  erstreckte  Integral 

{2Q)  ffdxdy 

p 
auszuwerten. 

Führt  man  an  dem  Integral  die  projektive  Transformation 
a^x  -\-  h^^y  =  u 
a^x  -^\y  =  v 

aus,  durch  welche  die  Ebene  mit  einem  System  paralleler  Ge- 
raden (ii)    und    einem    zweiten    System    paralleler   Geraden  (v) 
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überzogen  und  in  parallelogrammatische  Elemente  zerlegt  wird^ 
so  ergibt  sieb  aus  der  Auflösung  nach  x,  y. 


X  = 


y  = 


worin 


D  = 


feg  u  —  h-^v 
D 

—  a^  M  +  "i  ^ 
1)  ■ 

«1      h 


die  Ja c ob i sehe  Determinante  der  Substitution: 


J 


mithin  ist 


h 

-\ 

B 

D 

1 

«1 

«2 

-«2 

«1 

~D^ 

h 

i 

D 

D 

1 

'B 


I   \dxdy=  f   I  Yj)i  dudv  =  jjyi  1  jdudv. 

F  t'  P' 

Das  erübrigende  Integral  stellt  aber  die  Größe  des  trans- 
formierten  Gebietes  dar,  dessen  Randkurve  die  Gleichung 

■'      I         2  7  9 

u-  +  ^-   =  k 
hat,  also  ein  Kreis  vom  Radius  h  ist;  folglich  ist 
j  j  du  dv  =  nTi^. 


Ttk' 


Die  Ellipse  (25)  hat  also   den  Flächeninhalt  ,  ^ 
2)  Auf  das  Integral 


soll  die  Transformation 

(27) 


{  x=  r  cos  (p 
\  y  =  r  sin  (p 


ausgeübt  werden,  wobei  r,  (p  die  neuen  Variablen  sind.  Man 
bezeichnet  diese  Transformation  in  bezug  auf  das  räumliche 
Koordinatensystem  als  Einführung  semipolarer  oder  zylindrischer 
Koordinaten. 
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Die  Jaco bische  Determinante 


J 


Fig.  141. 


COS  cp  sin  (p 

-  r  sin  q)     r  cos  q) 

ergibt   für   das    dieser   Transformation    entsprechende   Element 
des  Integrationsgebietes 
(28)  dP==^rdrd(p', 

die  r-Kurven  (Linien  mit  konstantem  r)  sind 
Kreise  um  den  Ursprung,  die  qp- Kurven 
(Linien  mit  konstantem  cp)  Strahlen  aus  dem 
Ursprünge;  dP  ist  der  Ausdruck  für  einen 
Kreisringsektor  (Fig.  141). 
Demnach  ist 


(29) 


j  jfix,  y)dxdy  =  j  jfix  cos  cp,  r  sin  cp)rdrd(p 
p 

-  j d(p  I  f(r  cos  (p,  r  sin  (p)rdr] 


cpa   ci)o{(p) 


<x}q{(p),  g)^{<p)    sind    die    zu    den    Punkten    3Iq,   M^    gehörigen 
Werte  von  r;  (p^^  0  werden  durch  die  aus  0  an  C  gezogenen 


Tangenten  bestimmt. 


3)  Unter  elliptischen  Koordinaten  eines  Punktes  xjy  ver- 
steht man  ein  Wertepaar  ujv,  das  mit  xjy  durch  die  Glei- 
chungen 


u^  ^  u^ 


;.=  !, 


^:  _i r 

»*    "T"   tj2 


1 


zusammenhängt,  wobei  u  auf  das  Intervall  (c,  oo),  v  auf  das 
Intervall  (0,  c)  angewiesen  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
stellt  die  erste  Gleichung  ein  System  von  homofokalen  Ellipsen, 
die  zweite  ein  System  von  homofokalen  Hyperbeln  mit  dem- 
selben Brennpunktepaar  dar,  durch  beide  Liuiensysteme  wird 
die  Ebene  in  rechtwinklig -viereckige  Elemente  zerlegt.  Um 
den  allgemeinen  Ausdruck  eines  solchen  Elementes  zu  finden, 
braucht  man  die  Jaco  bische  Determinante.  Nun  ergibt  sich 
aus  den  obigen  Gleichungen  für  einen  Punkt  des  ersten  Qua- 
dranten 
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die  Wurzel  positiv  genommen,  und  hieraus  weiter 

U^—C^  V'  —  U' 


J= 


V  u 

c  c 


unter  den  über  u,  v  gemachten  Voraussetzungen  ist  J  positiv, 
wenn  die  Wurzel  mit  dem  negativen  Zeichen  genommen  wird. 
Ist  das  Integrationsgebiet  P  der  erste  Quadrant  einer 
speziellen  aus  dem  System  der  Ellipsen,  etwa  der,  für  welche 
u  =  a  ist,  so  hat  man 

jff{^^  y)dxdy 
p 

J  J'\c  '   c  ''  ^  ^  ^J  y(jt2_c«)(c^_  fä) 

p 

c  0 

293.  Uneigentliche  Doppelintegrale.  So  nennt  man 
Doppelintegrale,  die  sich  auf  eine  im  Integrationsgebiete  oder 
an  seinem  Eande  unendlich  werdende  Funktion  beziehen  und 
solche,  die  sich  über  ein  unendliches  Gebiet  erstrecken,  im 
Gegensatze  zu  den  eigentlichen  Integralen,  bei  denen  die  in 
287 — 2S9  ausgesprochenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Das  Doppelintegral  einer  Funktion,  welche  auf  dem  Inte- 
grationsgebiete unendlich  wird,  definiert  man  durch  den  Grenz- 
wert eines  Doppelintegrals,  das  sich  auf  ein  Gebiet  bezieht, 
von  welchem  die  kritischen  Stellen  durch  entsprechend  geführte 
Linien  ausgeschlossen  sind,  wenn  dieses  letztere  Gebiet  sich 
dem  vollen  auf  irgend  eine  Weise  als  Grenze  nähert;  existiert 
ein  solcher  Grenzwert  nicht,  so  hat  das  betreffende  Doppel- 
integral keine  Bedeutung. 

In  ähnlicher  Weise  wird  ein  über  ein  unendliches  Gebiet 
sich  erstreckendes  Doppelintegral  durch  den  Grenzwert  eines 
über  ein  endliches  Gebiet  sich  ausdehnenden  Integrals  definiert, 
wenn  dieses  Gebiet  unbegrenzt  sich  erweitert,  vorausgesetzt 
wieder,  daß  ein  solcher  Grenzwert  wirklich  existiert. 


0 

cc 

cc    -^ 

ß 

— Jr 

Jf 

b 

C 

Y 
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Beispiele.  1)  Für  das  über  das  Rechteck  OC  (Fig.  142) 
ausgedehnte  Integral  der  Funktion  fxy[x,  y)  ergibt  sich  nach 
den  Ausführungen  in  286  der  folgende  Wert :  Kg.  142. 

a  b 

fffxy{x,  y)dxd\j  ==jdxjf'Jy{x,  y)dy 

(OC)  0  0 

=  f{a,h)-f{a,0)-f{0,h)+m,0)- 
in  gleicher  Weise  ist 

fff^y{^,  y)dxdy  =  f{a,  ß)  -  f(a,  0)  -  f(p,  ß)  +  ;^(0,  0); 
''(OD 

das   über  das  hexagonale  Gebiet  P  erstreckte  Integral  ist  der 
Unterschied  beider,  also 

ffn'y{^,  y)  =  /"(«.  ^)  -  ^'(«,  0)  -  /-(o,  h)  -  /•(«,  ß) 

-{-f{a,0)  +  f(0,ß). 

Von  dieser  letzten  Formel  kann  in  dem  Falle  Gebrauch 
gemacht  werden,  wenn  fxy{x,  y)  bei  Annäherung  an  die  Stelle 
0/0  unendlich  wird,  ohne  sonst  Unstetigkeit  zu  zeigen;  nur 
wenn  dann  der  rechtstehende  Ausdruck  für  beliebige  Grenzüber- 
gänge lim  a  =  -|-  0,  lim  ß  =  -\-0  einer  bestimmten  Grenze  sich 
nähert,  hat  das  Integral  über  i^OC)  unter  den  bemerkten  Um- 
ständen einen  bestimmten  Wert. 

Ein  solcher  Fall  entsteht  beispielsweise,  wenn 

weil  dann 


fxyipC,    y)  —    (a;2_^^2)S 


für    lim  X  =  0,     lim  jy  ==  0    unendlich    wird*,     hier    ist    nun 

TT 

fnlcTÜpb 
2 


/•(«,  0)  =  arctgO  =  0,   /"(O,  h)  =  ~ ,   ebenso   f{cc,  0)  =  0    und 
/•(O, /3)  =  v;  folglich 


//. 


,  ,  ', — 57^  dxdif  =  arctg arctg  — ; 
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weil  nun  arctg  —  bei  beliebiger  Annäherung  von  a  und  ß  an 
Null  keiner  bestimmten  Grenze  zustrebt,  so  ist 


/A 


y  —  x'     -j    , 

(ÖC) 

bedeutungslos. 

2)  Um  das  Integral 

j  j e- («•'■•  +  '>yy-  dxdy        (a  >  0,  6  >  0) 
wxi  dem  durch  die  Relationen 

gekennzeichneten  Gebiete,  also  über  dem  ersten  Quadranten  der 
Fig.  143.  xy-^hene    zu    bestimmen,    führe    man    die 

_j^   Substitution 

ax  -{-  hy  =  u 

y  =  XV 
aus;  vermöge  derselben  erscheint  der  Punkt 
x/y  definiert  als  Schnittpunkt  einer  Geraden 
vom  Richtunarskoeffizienten ,-   und   dem  Abstände 


vom  Ursprünge  mit  einem  Strahle  aus  0  vom  Richtungskoeffi- 
zienten V  (Fig.  143).    Für  die  ursprünglichen  Variablen  ergeben 

sich  die  Ausdrücke 

u 


X  = 


y 


a  -\-  hv 

UV 


a  -\-  bv 
und  daraus  die  Funktionaldeterminante  der  Substitution: 

1  V 

n.  - 
J  = 


(a  +  fe«)^'    a-^-hv        (a-f  fe«)^ 
Hiermit  erhält  man 


00  u 

0  0 

CO 
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als  Wert  des  vorgelegten  Integrals,   zunächst  ausgedehnt  über 
ein  Dreieck   OAB  mit   den  Katheten    — ,  -^  -    Um  seinen  Wert 

für  den  ganzen  Quadranten  XOT  zu  gewinnen,   hat  man  den 
Grenzübergang  lim  m  =  +  c»  auszuführen  und  findet  so 


0     0 


e-(«-^  +  *2')Va:^^  =    ^ 


3)  Soll  das  Integral 


Iß 


über  der  ganzen  xy-^hene  berechnet  werden,  so  bestimme 
man  seinen  Wert  über  einem  Kreise  um  0  mit  dem  Halb- 
messer B-  durch  Einführung  semipolarer  Koordinaten  ergibt 
sich  hierfür 

R 

^rdr  =  ^(\  —  e~^'). 

0  0 

Daraus  erhält  man  mittels  des  Grenzüberganges  limi?=  +  oo 
das  über  die  unendliche  Ebene  ausgedehnte  Integral 


•ATI  K 

I  dtp  I  e"~'"N 


/  j  e-^'^'^  +  '^^-hlxdtj  =  7t] 

—  00  — oo 

weil  aber 

00      oo  00  00  00 

/   t  e-^^'^  +  'J'^^dxdij  =  i  e-'^'^dx  l  e-y'^dy  =\    le-^''dx\ 

—  00    — 00  — 30  00  —00 

ist^  so  schließt  man  aus  obigem  Resultate,  daß 

00 

/  e-'^-dx  =  y7t 

—  oo 

ist  (285,  4))  und  286,  4)). 

§  6.     Drei-  und  mehrfache  Integrale. 

294,    Das   dreifache   Integral.     Wenn  man  auf  eine 

Funktion  der  Variablen  f{x,  y,  z)   zuerst  Integration  in  bezug 

auf  z  aUein  zwischen  festen  oder  von  x,  y  abhängigen  Grenzen, 

auf  das  Resultat  Integration   in  bezug  auf  y  zwischen   festen 

Cz üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  13 
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oder  von  x  abhängigen  Grenzen  ausübt  und  das  neue  Resultat 
schließlich  nach  x  zwischen  festen  Grenzen  integriert,  so  heißt 
das  so  entstandene  Gebilde  ein  bestimmtes  dreifaches  Integral 
jener  Funktion.  Selbstverständlich  ist  der  Begriff  nicht  an  die 
Reihenfolge  der  Variablen  gebunden. 

Wichtiger  als  diese  formale  Entstehung  ist  die  Bedeutung 
des  Integrals  als  Grenzwert  einer  dreifachen  Summe. 

Ist  nämlich  die  gegebene  Funktion  f{x,  y,  z)  für  aRe  Werte 
der  Variablen,  welche  die  Bedingungen: 

a  -^x  <,1) 

(30)  c£y  <ä 

g  ■^z  ^h 

erfüllen,  also  auf  einem  Gebiete  B,  das  geometrisch  durch  ein 
Parallelepiped  mit  zu  den  Koordinatenachsen  parallelen  Kanten 
dargestellt  ist,  eindeutig  und  stetig,  so  konvergiert  die  mit  den 
arithmetisch  geordneten  Werten 

9  =  H,  (fei);  ^1»    (^2);   ^2>  ■  •  •  ^.-i;    (Ü;   ^r=  ^' 
gebildete  dreifache  Summe 

r         q  1) 

(31)  ^S-SaIp  %,  ^.)  A^,  Ay,  A^„ 

1     1      1 
in  welcher 

l^x^  =  x^  —  x^_^,     A?/^.  =  2/a-2/a-i;     ^^i=-^i-^x-x 
ist,  bei  beständigem  Wachsen   der  Zahlen  2>,  (i-,  v  und   bestän- 
diger Abnahme  aUer  Differenzen 

Aa;,,  Ay,,  A^, 

gegen  Null  nach  einer  bestimmten  Grenze,  und  diese  Grenze 
wird  erhalten,  wenn  man  auf  die  Funktion  f{x\  y,  z)  drei  suk- 
zessive Integrationen  in  dem  eingangs  erwähnten  Sinne  ausübt, 
z.  B.  die  erste  nach  z  zwischen  den  Grenzen  g,  h]  die  zweite 
nach  y  zwischen  c,  d:  die  dritte  nach  x  zwischen  a,  &;  oder  in 
einer  der  noch  möglichen  fünf  Reihenfolgen. 
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Der   Beweis    hierfür   ergibt    sich    durch    eine    Schlußreihe, 
welche  der  in  287 — 289  entwickelten  völlig  analog  ist. 
Man  bezeichnet  den  Grenzwert  von  (31)  durch 


(32) 


JJJf^^'  y^  ^)dxdydz 


und  hat  hierfür  nach  Trennung  der  einzelnen  Integrationen, 
wenn  sie  in  der  oben  erwähnten  Reihenfolge  ausgeführt  wer- 
den, den  Ausdruck 


(33) 


J  dxj  dyjf{x,  y,  z)dz. 


Fig.  144. 


Diese  Definition  kann  auch  auf  einen  Raum  B,  ausgedehnt 
werden,  der  beliebig  begrenzt  ist;  wird  die  Begrenzung  bei- 
spielsweise durch  eine  in  sich  geschlossene 
Fläche  gebildet,  deren  Gleichung 
(34)  Fipc,  y,z)  =  0 

ist,  so  kann  die  Auflösung  in  einfache 
Integrationen  ohne  weiteres  geschehen, 
wenn  diese  Fläche  von  Parallelen  zu  einer 
der  Koordinatenachsen  nicht  öfter  als 
zweimal  getroffen  wird.  Gilt  dies  für  die 
Parallelen  zur  *-Achse,  so  hat  die  erste 
bei  festen  Werten  von  x,  y  erfolgende  Integration  zwischen  jenen 
Grenzen  zu  geschehen  welche  durch  die  Applikaten  der  zu  xjy 
gehörigen  Punkte  J/^,  M^  (Fig.  144)  von  (34)  bezeichnet  sind; 
bezeichnet  man  diese  Auflösungen  von  (34)  nach  s  in  steigen- 
der Ordnung  mit  (pf^{x,  y),  q)^{x,  y)  so  gibt  die  erste  Integration 

Jf(x,  y,  ^)ä3. 

(po{x,y) 

Die  nun  erübrigende  zweifache  Integration  hat  zum  Ge- 
biete jenen  Teil  der  xy  Ebene,  welcher  durch  den  sichtbaren 
Umriß  von  (34)  in  dieser  Ebene  begrenzt  und  analytisch  durch 
Elimination  von  z  zwischen  (34)  und 

dz 
bestimmt  wird  (190,  6)). 

13* 
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Demnach  ist  das  Endergebnis  bei  Einhaltung  obiger  Reihen- 
folge: 

6         ipi  (x)     gij  (x,  y) 

(35)  I  dx  I  dy  I  f{x,  y,  2)dz\ 

a  )/'o  [x)     <po  [X,  y) 

dabei  sind  toi^)?  ^i(^)  ^^^  ^ur  Abszisse  x  gehörigen  Ordinaten 
der  Umrißkurve  C. 

In  geometrischer  Ausdrucksweise  geschieht  die  erste  Inte- 
gration längs  3IqM^,  die  zweite  längs  NqÄ\,  die  dritte  längs  AB. 

Während  bei  einem  dreifachen  Integral  das  Integrations- 
gebiet der  geometrischen  Versinnlichung  noch  fähig  ist,  läßt 
das  Integral  selbst  eine  solche  nicht  mehr  zu.  Weil  das  Gebiet 
ein  Teil  des  Raumes  oder  auch  der  unendliche  Raum  selbst 
ist,   so  nennt  man  ein  dreifaches  Integral   auch  Raumintegral. 

Die  nächstliegende  Veranschaulichung  eines  solchen  besteht 
in  folgendem.  Denkt  man  sich  den  Raum  B,  über  welchen  das 
Integral  sich  erstreckt,  mit  Masse  ungleichförmig  erfüllt,  deren 
BicJdigJceit*)  am  Punkte  :r/?//0 '  gleich  f\x,  y,  z)  ist,  so  drückt 
das  Integral  die  Größe  der  den  Raum  B  einnehmenden  Masse  aus. 

295.  Einführung  neuer  Variablen  in  einem  drei- 
fachen Integral.  An  die  Stelle  der  Teilung  des  Raumes  B 
in  ParaUelepipeda  mit  zu  den  Achsen  parallelen  Kanten  kann 
jede  andere  gesetzt  werden,  wenn  nur  bei  fortgesetzter  Teilung 
alle  Ausdehnungen  eines  jeden  Elementes  dBi  gegen  Null  kon- 
vergieren. Wir  drücken  dies  dadurch  aus,  daß  wir  für  (32)  das 
allgemeine  Zeichen 

(36)  X/J^'^""'  ^'  '^^^ 

R 

setzen. 

Auf  dieses  Integral  soll  nun  die  ein-eindeutige  kontinuier- 
liche Transformation  der  Variablen 

X  =  (p{u,  V,  iv) 

(37)  y  =  jp{u,  V,  w) 

z  =  i{u,  V,  w) 

ausgeübt  werden.     Wie  in   291    überzeugt   man   sich,  daß  iu- 

*)  D.  i.  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  eines  den  Punkt  nicht  aus- 
schließenden Teiles  der  Masse  zu  seinem  Volumen,  wenn  dieses  letztere, 
allseitig  sich  zusammenziehend,  gegen  Null  abnimmt. 
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folge    der    Eindeutigkeit    und    Stetigkeit    die    Funktionaldeter- 
minante oder  die  Jacobische  Determinante 


J  = 


d(p  dtp   dcp 

du    dv    dw 

d'^   cip   dip 
du   dv    dw 

(>%    ^%    d% 

d  ^^  dv    dw 


d{u,  v,  w) 


Fig.  145. 


der  Funktionen  q),  4',  %  an  keiner  Stelle  des  transformierten 
Gebietes  B^  versehwindet,  also  durchwegs  ein  und  dasselbe  Vor- 
zeichen beibehält. 

Für  das  neue  Gebiet  B.^  soll  die  Teilung  in  parallelepipe- 
dische  Elemente  dR^  =  o^ißiyid^  (Fig.  145)  aufrecht  erhalten 
bleiben.  Einem  solchen  entspricht  in 
dem  ursprünglichen  Räume  R  ein  Ele- 
ment dR  =  aßyd  von  anderer  Form, 
das  im  allgemeinen  von  krummen  Flä- 
chen begrenzt  ist,  für  den  Grenzüber- 
gang aber,  d.  h.  bei  sehr  kleinem  du, 
dv,  dw,  als  ebenflächig  begrenztes 
schiefes  Parallelepiped  aufgefaßt  und 
demgemäß  berechnet  werden  kann. 

Bei  dem  Übergange  von  a^  zu  /5j  bleiben  v,  iv  Tionstant 
und  der  Punkt  x/ylz  bewegt  sich  von  u  nach  ß,  wobei  seine 
Koordinaten  die  Änderungen 


d-^^x  = 

=  -^r—  du 
du 

d,y- 

-'^du 
cu 

erfahren. 

d^2  = 

^P  du 

du 

Bei 

dem  Übergang 

e  von 

«1   zu   7, 

ändern 

sich 

ZV,  u 

nicht. 

dagegen 

die  Koordinaten  des  Punktes 

x/y/z,  w 

elcher  dab 

ei  von 

a  nach  y  fortschreitet, 

um 

d^x^ 

=  -^  dv 

d^y- 

-dv^^ 

d^z  = 

-i-dv. 

dv 
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Bei  dem  Übergänge  von  a^  nach  d^  endlicli  bleiben  u.  v 
konstant  und  ändern  sich  die  Koordinaten  des  Punktes  xjij  z, 
der  von  a  nach  ö  fortschreitet,  um 

d^x  =  ^  dw 

doV  =  -J^  dw 
^^       dw 

doZ  =  -J^  dw. 

Das  Raumelement  dB,  als  das  sechsfache  des  Tetraeders 
ccßyd,  kommt  hiernach  gleich  dem  absoluten  Betrage  von 

d^x  d^y  d^z 

d^x  d^y  d^z     =  Jdudvdw, 

d^x  d^y  d^z  \ 

hält   man    also   an   der  Festsetzung,   daß   die  Differentiale   der 
Variablen  positiv  seien,  so  gilt  die  Formel: 

(38)  d'R=\J\  dudvdw, 
und  weiter 

(39)  fffa^,  y,  ^)dB  =JJJf{^,  ^'.  X)\J^\  dudvdw. 

R 

Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrationen  sind  aus  der  Be- 
grenzung von  B^  nach  dem  im  vorigen  Artikel  erklärten  Vor- 
gange abzuleiten. 

Den  rechtsseitigen  Ausdruck  kann  man  ebensowohl  als 
Integration  der  Funktion  /'(gp,  i',  X)  \  ^  \  über  den  Raum  i?^ 
mit  dem  Elemente  dudvdw,  wie  auch  als  Integration  der 
Funktion  f{(f.,  ^,  %)  über  den  Raum  B  mit  dem  Elemente 
I  J\  dudvdw  auffassen;  im  letzteren  Falle  gelten  u,  v,  w  als 
Parameter  und  es  entsprechen  den  drei  Systemen  orthogonaler 
Ebenen,  welche  den  Raum  B^  eingeteilt  habeA,  drei  Systeme 
von  krummen  Flächen  (u),  (v),  (w),  welche  B  in  die  neuen 
Elemente  zerlegen.  Bei  der  zweiten  Auffassung  erstreckt  sich 
das  transformierte  Integral  über  denselben  Raum  B  wie  das 
ursprüngliche. 
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Beispiele.     1)  Das  Integral 


///' 


dB, 

ausgedehnt  über  den  Raum  des  Ellipsoids 

gibt  die  Größe  dieses  Raumes  selbst. 

Um   sie  zu  bestimmen,  wenden  wir  die  projektive  Trans- 
formation 

a^a?  -\-  h^y  -\-  c-^z  =  u 

CLyX  -f  h.^y  +  C2Z  =  V 

«3^  +  hy  +  C3Z^tV 

an,  vermöge  welcher  das  Ellipsoid  in  die  Kugel 

u^  +  v'  +  w^  =  k^ 

verwandelt  wird.     Setzt  man 

«1   \   c^ 


X>  = 


a.2   &2   ^2 

«3    ^3    ^3 


und  bezeichnet  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  mit 
«j,  /3^,  usw.,  so  ergeben  sich  für  die  ursprünglichen  Variablen 
die  Ausdrücke: 


X  = 


y 


Z  = 


D 

k 

u  +  ß^v 

+  /^sn- 

B 

71 

«+72^ 

+  73'«' 

B 


und  aus  diesen  die  Jacob ische  Determinante  der  Transformation: 

«1  /5i  ri 


J"= 


«1 

/^i 

7i 

J) 

D 

B 

^2 

B 

^2 

7» 

1 

«3 

/J3 

73 

Z> 

I> 

D 

«3    i^s    Vz 


1 
5^ 
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Mithin  ist 


///'*  =  -i-/j  Jd«rf.-<z«-i 


das  erübrigende  Integral  aber  bedeutet  den  transformierten  Raum 
selbst,  der  eine  Kugel  vom  Halbmesser  Ic  ist;  folglich  ist  das 
Volumen  des  EUipsoids 


2)  Auf  das  Integral 


47t  Ä:^ 


///' 


f{x,  y,  2)dxdydz 


soU  die  Transformation  (68,  I) 

X  =  r  sin  6  cos  (p 

(40) 

y  =  r  sin  9  sin  g) 

2  =  r  cos  6 

ausgeübt  werden.    Man  bezeichnet  dies  als  den  Übergang  von 
rechtwinkligen  Koordinaten  zu  räumlichen  PolarJcoordinaten. 

Aus  der  Jaco bischen  Determinante 


J  = 


sin  ü  cos  qp,         r  cos  U  cos  qp,     —  r  sin  U  am  cp 

sin  ö  sin  gp,         r  cos  ö  sin  ^,         r  sin  ö  cos  qp  '  =  r^  sin  ö 

cos  0  —  r  sin  6,  0  1 


ergibt  sich  das  dieser  Transformation  entsprechende  Raumelement 
^iB"6.  (41)  dB  =  r- sin  edrddd(p. 

Da  die  Flächen  mit  konstantem  r  Ku- 
geln um  0,  die  Flächen  mit  konstantem  ß 
Kreiskegel  mit  der  Spitze  0  und  der  Achse 
OZ,  endlich  die  Flächen  m^  konstantem  g) 
Ebenen  durch  die  Z-Achse  sind,  so  drückt 
dB  (Ins  auf  Größen  höherer  als  der  dritten 

Ordnung)  einen  von  zwei  Kugeln,  zwei  Kegeln  und  zwei  Ebenen 

begrenzten  Körper  (Fig.  14G)  aus. 


Dritter  Abschnitt.    Einfache  und  mehrfache  bestimmte  Integrale.    201 

Hiernach  ist  schließlicli 
( 


(42) 


J  J  J  f(^'  2/,  3)dxdydz 

R 

=  11   I  f{>'sm6cosq},rshidsmq),  r  cos6)r^ sin  ddrdOdcp; 


die  Grenzen  der  einzelnen  Integrationen   sind   der  Begrenzung 
von  B  anzupassen. 

296.  Das  w-fache  Integral.  Es  unterliegt  keiner  Schwie- 
rigkeit, die  Begriffsbiidung,  aus  welcher  das  doppelte  und  das 
dreifache  Integral  hervorgegangen  sind,  auf  eine  Funktion  von 
mehr  als  drei,  allgemein  von  n  Variablen  auszudehnen. 

Ist  /*(it\,  X2,  .  .  .,  Xj^)  eine  solche  Funktion  und  integriert 
man  sie  sukzessive  nach  den  n  Variablen  in  einer  festgesetzten 
Reihenfolge,  wobei  die  Grenzen  einer  Integration  entweder  feste 
Werte  oder  aber  Funktionen  derjenigen  Variablen  sind,  nach 
welchen  noch  nicht  integriert  worden  ist,  so  entsteht  ein  n-faches 
bestimmtes  Integral  jener  Funktion,  das  bei  der  Reihenfolge  x^, 
^n-11  •  •  •}  ^    unter  Beifügung  der  Grenzen  zu   schreiben  wäre 

(43)  J  dx,  J  dx,  .  .  J  f{x^,  x^,  .  ..,  xj  dx,^. 

"1  «2'  >'n' 

Ein  solches  Integral  entsteht  aber  auch  als  Grenzwert  einer 
w-fachen  Summe  von  dem  Baue 

(^^)  2ir,)f(i^^  ^2;  •  ■  ■,  V^x.Ax^  .  .  .  Ax,^, 

welche  sich  auf  solche  Wertverbindungen  der  Variablen  bezieht, 
die  einer  oder  mehreren  Bedingungen  der  Form 

(45)  F(x„x,,  ...,x.,;)£0 

genügen,  für  gegen  Null  abnehmende  Ax^,  A,,  .  .  .,  Ax^^. 

Die  Ausdrucksweise  der  früheren  Fälle  beibehaltend  nennt 
man  diesen  Grenzwert  das  über  den  ;i-dimensioiialen  Raum  K, 
der  durch  (45)  gekennzeichnet  ist,  ausgedehnte  )i-fache  Integral 
und  gebraucht  dafür  das  Symbol 

(46)  /   f{xi,  X2,  ...,  xjdx^dx.^^  .  .  .  dx^. 

K 
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Auch  die  Ausführung  einer  ein-eindeutigen  Transformation 

(47)  ;  ^2  =  ^2(^1,  ^2,  . . .,  «O 


auf  (46)  führt  zu  einem  ähnlichen  Resultate  wie  bei  zwei  und 
drei  Variablen,  indem  das  voro-elegte  w-fache  Inteorral  sich  ver- 
wandelt  in 


(48) 


J^/C^'i;  fP2,  ■  ■  ;  "Pj  \J'\dtl^(lu,  .  .  .  dll^^, 


wobei  K,  je  nach  der  Auffassung,  wieder  das  ursprüngliche 
oder  jenes  Gebiet  ist,  das  aus  (45")  durch  die  Substitution  (47) 
hervorgeht,  während  f7  die  Ja co bische  Determinante  der  Funk- 
tionen (Pi,  q^c,,  .  .  .,  g)^^  bedeutet,  also 


(49) 


J 


du„,  I 


2  Ml  '    diK' 


Fig.  147. 


§  7.    Kurvenintegrale.    Integrale  von  Funktionen 

einer  komplexen  Variablen. 
297.    Begriff   des   Kurvenintegrals.     Es  sei   P{x,  y) 

kurz  P,  eine  Funktion  der  Variablen  x,  y,  die  für  einen  Be- 
reich der  xy-WoQue  eindeutig  definiert  ist. 
Zieht  man  in  diesem  Bereich  einen  Kur- 
venbogen AB  (Fig.  147),  so  ist  durch 
ihn  eine  einfach  unendliche  stetige  Menge 
von  Werten  der  Funktion  P  herausge- 
hoben. Wählt  man  auf  dem  Bogen  eine 
Folge  von  w  -f  1  Punkten  A,  .  .  .  M^_^, 
Jf,,, .  .  .  B,  bezeichnet  deren  Koordinaten 
mit  (a,  y^), .  .  .  (a;,,_i,  y,._\),  (a;,.,  y,), .  .  . 

{h,  y^  und  bildet  auf  dieser  Grundlage  die  Summe 
« 

(1)  ^^^K-i,2/,.-i)^.. 
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wobei  ö",  =  i\.~-  :^,,_i,  so  bietet  sieh  die  Frage  dar,  welches  Ver- 
halten diese  Summe  bei  fortschreitender  Verdichtung  der  Punkt- 
folge und  ständiger  Abnahme  aller  d^  gegen  Null  zeigen  wird. 
Diese  Frage  findet  ihre  Erledigung  dadurch,  daß  sich  die 
Summe  (1)  auf  eine  solche  zurückführen  läßt,  in  der  eine  Funk- 
tion von  nur  einer  Variablen  vorkommt.  Dies  ist  in  der  Tat 
möglich,  wenn  y  längs  AB  eine  eindeutige  Funktion  von  x, 
etwa  y  =  (p(x),  ist;  denn  dann  verwandelt  sich  (1)  in 

n 

1 

und  der  Grenzwert  hiervon  ist  (228,(18))  das  bestimmte  Integral 

/. 

(2)  jP{x,(p(x)}dx. 

a 

Dies  ist  also  zugleich  der  Grenzwert  von  (1),  man  bezeich- 
net ihn  kurz  mit 


(3)  /. 


Pdx 

c 

und  nennt  einen  solchen  analytischen  Ausdruck  ein  Kiirveninte- 
gral.  Sein  Wert  hängt  nicht  allein  von  den  Endpunkten  Ä,  B^ 
sondern  auch  von  dem  sie  verbindenden  Integrationsweg  C  ab. 
Nach  dem  gleichen  Prinzip  kann  mit  einer  Funktion 
Q{x,  y)  =  Q  in  bezug  auf  die  Variable  y  verfahren  werden; 
als  Grenzwert  der  Summe 

(1*)  ^rQ(x.-„yr-x)^., 

wo,  nunmehr  s^=  y,  —  y^._i  ist,  ergibt  sich  das  Kurvenintegral 

(3*)  Jqdy. 

c 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  daß  die  Richtung  des  Inte- 
grationsweges bloß  auf  das  Vorzeichen  des  Integralwerts  Ein- 
fluß hat  und  daß 

(4)  jPdx  =  -  jPdx. 

{AB)  {BA) 
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Von  besonderer  Wichtigkeit  erweist  sich  die  Summe  der 
Integrale  (3)  und  (o*),  also  ein  Kurvenintegral  von  der  Gestalt 


(5) 


J{Pdx-V  Qdy). 


Seine  Auswertung  führt  auf  ein  gewöhnliches  bestimmtes  Inte- 
gral, wenn  der  Integration s weg  parametrisch  gegeben  ist,  etwa 
durch  die  Gleichungen 


denn  dann  ist 


Fig    148. 


ßpdx  +  Qdy)  =J[P(f,  9)t"it)  +  Q{f,  y)9'mdt, 

C  a 

sofern  AB  beschrieben  wird,   während  t  das   Intervall  {a,  ß) 
durchläuft. 

298.  Umwandlung  eines  Flächenintegrals  in  ein 
Kurvenintegral.  Auf  dem  Gebiete  A,  das  von  den  zwei  ge- 
schlossenen Kurven  C,  C, 
die  weder  sich  selbst  noch 
einander  durchschneiden,  be- 
grenzt ist,  und  auf  seinem 
Rande  seien  die  Funktionen 
P,  Q  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung 
eindeutig  und  stetig. 

Über  die  Richtung,  in 
welcher  der  Rand  von  A  ver- 
folgt werden  soll,  sei  festge- 
setzt, daß  sich  zu  ihrer  Linken  das  Imiere  von  A  befinden  soU; 
dies  führt  zu  den  in  Fig.  148  eingetragenen  Pfeilen. 

Wir   befassen   uns   nun  mit  den    beiden  Flächen inteorralen 


ßi"-'  I 


A  A 

Bei  der  Zerlegung  von  A  in  rechteckige  Elemente  schreibt 
sich  das  erste 


fdsj^d!, 
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und  gibt  nach  Ausführung  der  ersten  Integration,  die  längs  der 
zur  ?/-Achse  parallelen  Transversale  im  Abstände  x  erfolgt, 

ldx\-  Fix,  y^)  +  P(x,  y^)  -  F(x,  y^)  -f  P{x,  y^ ] , 

wenn  y^,  y^,  y^,  y^  die  Ordinaten  der  Punkte  31^,  J/g,  Jig,  il/4 
sind,  in  welchen  die  genannte  Transversale  in  das  Gebiet  A 
eintritt,  bzw.  aus  ihm  austritt.  Beachtet  man  nun,  daß  dx  bei 
der  Verfolgung  des  Randes  in  dem  vorgezeichneten  Sinne  an 
den  EintAttsstellen  M^,  M^  positiv,  an  den  Aastrittsstellen 
M^,  J/j  aber  negativ  ist,  so  werden  alle  Teile  des  letzten  Inte- 
granden  mit  negativem  Zeichen  versehen  sein,  d.  h.  es  ist 

(6)  p^dA  =  -Jpdx, 


A  C.C 


das  rechtsseitige  Kurvenintegral  längs  des  ganzen  Randes  von 
A  in  dem  vorgezeichneten  Sinne  genommen. 

Für  das  zweite  Flächenintegral  erhält   man  bei   analogem 
Verfahren  zunächst  die  Darstellung 

J ^^yjj^'^^  =jdy{-  Qi^i,  y)  +  Q{^i,  y)  -  Qi^^,  y) 
+  ö(^4;  y)  -  Q{^'.,  y)  +  ^K;  y)]^ 

wobei  x^,  .  .  .  Xf^  die  Abszissen  der  Ein-  und  Austrittspunkte 
der  zur  a:-Achse  parallelen  Transversale  im  Abstände  y  bedeuten. 
Beachtet  man,  daß  bei  Einhaltung  der  vorgezeichneten  Rand- 
richtung  dy  an  den  Eintrittsstellen  N^,  N^,  N^  negativ,  an  den 
Austrittstellen  N2,  N^,  Nq  aber  positiv  zu  nehmen  ist,  so  er- 
kennt man,  daß  alle  Teile  des  letzten  Integranden  das  positive 
Zeichen  erhalten,  daß  also 

(7)  JfjA^jQäy, 

A  C,  C 

WO  bezüglich  des   rechtsstehenden  Kurveuintegrals  dasselbe  zu 
bemerken  ist  wie  vorhin. 
Aus  (6)  und  (1)  folgt 
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wo  uunmelir  Kürze  halber  der  ganze  Rand  mit  C  bezeichnet 
ist,  aus  wieviel  selbständigen  Kurven  er  sich  zusammensetzen 
möge,  nur  muß  bezüglich  seiner  Richtung  an  den  getroffenen 
Festsetzungen  gehalten  Averden. 

Haben  die  Funktionen  P,  Q  außer  den  bereits  vorausge- 
setzten Eigenschaften  auch  noch  die,  daß 

(91  1?  =  ^. 

so  wird  das  Flächenintegral  und  mit  ihm  auch  das  Kurveuinte- 
gral  gleich  Null.    Dies  führt  zu  dem  fundamentalen  Satze: 

Das  Kurvenintegral  f{Pdx-\-  Qdy),  genommen  längs  des 
Bandes  eines  Gebietes,  auf  uelcliem  die  Funktionen  P,  Q  und 
ihre  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  außer- 

dem  der  Bedingung  „     =  „  -  genügen,  hat  den  Wert  Null. 

Wenn  die  Bedingung  (9)  erfüllt  ist,  bildet  der  Ausdruck 
Pdx  -y  Qdy  das  exakte  Differential  einer  gewissen  Funktion  2, 
so   zwar,    daß    P  ^  ;  - ,   Q  ^  -^- ;    denn    tatsächlich    ist    dann 

--^--  =  -„"  =  ^  o  •  Die  Funktion  z  ist  unter  den  über  P,  Q 
c}i        cx       dxcy 

gemachten  Voraussetzungen  ebenfalls  stetig  im  Bereiche  A. 

299.  Bedingung  für  die  Unabhängigkeit  des  Kurven- 
integrals  j {Pdx  -\-  Qdy)   von   dem  Verlauf  des   Integra- 
tionsweges.   Wenn    man    in    dem   Gebiete,    auf   welchem    die 
Funktionen  P,  Q  eindeutig  und  stetig  sind  nebst  ihren   ersten 
Fig.  i4'j.  partiellen  Ableitungen,  zwei  Punkte  A,  B 

durch  einen  Kurvenbogen  verbindet,  so 
wird  der  Wert  des  über  denselben  er- 
streckten Integrals  im  allgemeinen  außer 
von  den  Endpunkten  auch  von  dem  Ver- 
lauf des  Integrationsweges  abhängen.  Es 
kann  nun  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  es  möglieh  ist, 
daß  der  genannte  Wert  nur  von  den  Endpunkten  und  nicht 
auch  von  der  Gestalt  des  Weges  abhängt. 

Diese  Frage  findet  ihre  Erledigung  in  dem  vorangehenden 
Satze.  Wenn  zwei  verschiedene  Wege  wie  AC\B  und  AC^B, 
Fig.  149,  zu  demselben  Integralwert  füliren  sollen,  so  muß  der 
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über  den  ganzen  geschlossenen  Linienzug  in  irgend  einer  Rich- 
tung gebildete  Integralwert  Null  sein;  denn  aus 

J{Fdx  +  Qdy)  =J(Pclx  +  Qdy) 

{A  C\  B)  {A  C^  B) 

folgt  mit  Rücksicht  auf  (4): 

i{Pdx  +  Qdy)  +  i{Pdx  +  Qdy)  =  jiFdx  +  Qdy)  =  0. 

lACiB)  (B(-\A)  {AC\B  C„  A) 

Das  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn  P,  Q  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  auf  dem  von  den  beiden 
Wegen  eingeschlossenen  Gebiet  stetig  sind  und  die  Bedingung 

cP       dQ      p..,, 
, —  =  ,.      eriuilen. 
cy        ex 

Man  kann  dieses  Ergebnis,  um  auch  Gebiete  einzubeziehen, 
die  mehrere  getrennte  Randkurven  besitzen,  wie  folgt  aus- 
sprechen : 

Zwei  in  dem  Gebiet,  auf  welchem  P,  Q  nebst  ihren  partiellen 

Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  der  Bedingung  -w—  =  —- 

genügen,  zwischen  zivei  PunMen  A,  B  verlaufende  Integrations- 
wege führen  dann  und  nur  dann  zu  demselben  Wert  des  Inte- 
grals j  (Pdx  -f-  Qdy),  tvenn  sich  der  eine  Weg  ohne  Überschreitung 
eines  Bandes  in  den  andern  überführen  läßt*). 

Das  wird  in  einem  einrandigen  Gebiet  für  alle,  zwei  Punkte 
verbindenden  Wege  der  Fall  sein;  bei  einem  Gebiet  von  der 
Form  Fig.  150,  das  drei  Ränder  C,  Figjr^ 

C,  C"  hat,  gilt  dies  beispielsweise 
von  den  Wegen  AlB  und  A2B, 
nicht  aber  von  diesen  und  dem 
Wege  AoB. 

Bezüglich  in  sich  geschlossener 
Integrationswege  ergibt  sich  daraus 
folgendes.  Läßt  sich  ein  solcher  Inte- 
grationsweg ohne  Überschreitung  eines  Randes  auf  einen  Punkt 

*)  Eine  andere  Begründung  dieses  fundamentalen  Satzes  wird  in 
der  Variationsrechnung  gegeben  werden  (394,  c). 
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zusammenziehen,  so  ist  das  Integral  längs  desselben  gleich  Null 
{W\,  Fig.  151).  Lassen  zwei  geschlossene  Wege,  die  dieser  Be- 
dingung nicht  entsprechen,  sich  ohne  Überschreitung  des  Ran- 
des ineinander  überführen,  so  führen  sie  zu  gleichen,  aber  von 
NuU  verschiedenen  Integralen  (  TFg  und  W^).  Gestatten  sie  auch 
Fig.  151.  eine  solche  Überführung  nicht,  so 

ergeben  sie  ungleiche  und  von  Null 
>\r     verschiedene  Integralwerte  (  W^  oder 
W,  und  IfJ. 

Zur  Illustration  folgende  Bei- 
spiele. 

Das  Integral 


ß 


(ydx  +  xdy) 

erfüllt  die  wiederholt  formulierten  Bedingungen  in  der  ganzen 
xy-^hene,  sein  Integrand  ist  das  exakte  Differential  von  xy; 
daher  ist  sein  Wert  zwischen  irgend  zwei  Punkten  auf  jedem 
sie  verbindenden  Weg  derselbe,  nämlich  die  Differenz  der  den 
Punkten  zugeordneten  Produkte  xy'^  und  auf  jedem  in  sich 
geschlossenen  Wege  ist  er  gleich  Null;  so  hat  man  beispiels- 
weise, wenn  man  als  lategrationsweg  den  Kreis  K 

x^  -\-  y^  =  r' 
nimmt,  bei  Einführung  von  Polarkoordinaten 
y dx -\- xdy  =  —  r Bm(p  r sm(p  rZgj  +  r  cos  9?  rcos  q)dq)  =  r'^ cos  2q)d(p 
und 

27t 

1  (ifdx  +  xdy)  =  r^  f  cos  2 (pd(p  =  0 
K  0 

bei  jedem  r. 

Anders  steht  es  bei  dem  Integral 


bei  dem   P  =  -  ^^, ,   Q  =  ^,,  ^  |f  =  |^!  ^  die  Funktion 

unter   dem  Integralzeichen   also   auch   ein   vollständiges   Diffe- 
rential ist,   und   zwar  von  arctg  "    •    Denn  hier  verlieren  P,  Q 

und  ihre  Ableitungen  an  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  jede  Bedeu- 
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tnng.  Wenn  also  ein  geschlossener  Integrationsweg  diesen  Punkt 
umschließt,  so  hat  das  längs  desselben  gebildete  Integral  nicht 
den  Wert  Null;  längs  desselben  Kreises  wie  vorhin  ist  bei- 
spielsweise 

xdy  —  ydx        r  cosqp  r  cos  gidqp  -\-  r  sin  qp  rsin  qpdqp 


x*-Jry^ 
und  somit 


=  d(p 


/xdy  —  ydx  /*  ^ 


also  wohl  wieder   unabhängig   von  r,   weil  für   alle   derartigen 
Kreise  (und  geschlossene  Linien  überhaupt)  gleich,  aber  nicht  Null. 

300.  Integral  einer  Funktion  einer  komplexen  Va- 
riablen. Die  reelle  Variable  x  findet  ihre  Darstellung  in  einer 
Geraden,  der  ic-Achse,  der  Integrationsweg  eines  bestimmten 
Integrals,  das  sich  auf  eine  Funktion  dieser  Variablen  bezieht, 
ist  durch  die  Grenzen  schon  bestimmt,  es  ist  die  zwischen  diesen 
Grenzen  liegende  Strecke  der  ic- Achse. 

Nicht  so  ist  es  bei  der  komplexen  Variablen  z  =  x  -\-  iy 
und  einem  Integral,  das  sich  auf  eine  Funktion  derselben  be- 
zieht. Die  Variable  z  findet  ihre  Dar- 
stelluag  in  einer  Ebene,  der  xy-  oder 
^- Ebene,  und  der  Integrationsweg  ist 
mit  den  Grenzen  Zq=  Xq-\-  iy^,  z^  =  x^ 
+  iy^  nicht  auch  schon  gegeben.  Viel- 
mehr können  zwischen  xjy^  und  x^jy^ 
unendlich  viele  Integrationswege  ver- 
zeichnet werden. 

Es  sei  f{z)  =  %{,-{•  iv  und  A  das 
Gebiet,  auf  welchem  u,  v  eindeutig  und  stetig  sind  und  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  besitzen;  dann  ist  f(z)  auf  eben  dem- 
selben Gebiet  eine  eindeutige  und  stetige  analytische  Funktion 
(101).  Ferner  sei  C  irgend  ein  die  Punkte  z^,  Sy  verbindender 
ganz  in  A  verlaufender  Weg  (Fig.  152).  Das  längs  dieses  Weges 
gebildete  Integral  von  f{z)  hat  den  folgenden  Sinn.    Es  ist 

(10)     \f{z)dz  =  \{u-\-iv){dx-\-i(hj)  =  \{iidx—vdy)-\-i\{vdx-\-udy). 


c 

Czuber,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl. 
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Aber  die  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Kurveninte- 
grale sind  kraft  der  Eigenschaften  einer  analytischen  Funktion 
von  dem  Verlauf  des  Integrationsweges  unabhängig  und  schon 
durch  dessen  Endpunkte  bestimmt;  denn  vermöge  dieser  Eigen- 
schaften ist  du  cv 

cy  ex 

lind  hierdurch  ist  die  Unabhängigkeit  des  ersten  Integrals  von 
dem  Verlauf  von   C  dargetan,  und  aus 

du        cv 
dx       cy 
folgt  die  Unabhängigkeit  des  zweiten. 

Dies  gibt  den  nach  Cauchy,  der  ihn  zuerst  ausgesprochen 
und  bewiesen  hat*),  benannten  Integralsatz,  wonach  das  Integral 

jf{z)dZy  genommen  längs  eines  in  dem  Bereiche,  auf  welchem  f{z) 
eine  eindeutige  und  stetige  analytische  Funktion  ist,  von  Zq  Ms  2^ 
verlaufenden  Weges  unabhängig  ist  von  dessen  übrigem  Verlauf. 
Dieser  Satz  rechtfertigt  es,  wenn  man  das  Integral  ebenso 
bezeichnet  wie  das  einer  Funktion  der  reellen  Variablen  durch 
bloße  Hinzufügung  der  Grenzen,  also  schreibt 


/' 


f{z)dz, 

ohne  den  Integrationsweg  ersichtlich  zu  machen. 

Faßt  man  die  obere  Grenze  als  variabel  auf  und  bezeichnet 
sie  demgemäß  mit  z,  so  stellt  das  Integral  eine  Funktion  dieser 
Grenze  dar,  von  der  sich  nachweisen  läßt,  daß  auch  sie  eine 
analytische  Funktion  ist.     Denn  im  Sinne  von  (10)  ist 


ff 


f{z)dz=  U+iV, 
wobei  ,     ,  ,  ,  , 

U  =  I  (udx  —  vdy),       ^^  =  /  i^^x  +  udif)] 


(a^o/yo)  {XoiVo) 


*)  Ein  anderer  Beweis,  der  dem  Gedankengange  Cauchy s  folgt, 
wird  in  der  Variationsrechnung  (394,  c))  gegeben  werden.  —  Eine  elemen- 
tare Theorie  der  Karvenintegrale  und  einen  darauf  gestützten  Beweis 
des  Cauchy  sehen  Integralsatzes  hat  A.  Pringsheim  entwickelt  in  den 
Sitzungsber.  d.  k.  bayr.  Akad.  d.  Wissensch.,  Bd.  XXV  (1895),  p.  39—72. 
Daselbst  auch  einschlägige  historische  Daten. 
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folglich  ist 


also  tatsächlich 


cU 
ex 

du 

dy 


=  u 


—  V. 

dx 
dy 


dV 
dy 

dv 

dx 


=  u 


dv 
dy 


dx 

~dx' 


wodurch  F{z)  =  Z7+  «Fals  analytische  Funktion  gekennzeich- 
net ist. 

Da  ferner 


dF{z) 
dz 


du  ^   .  dv 
dx  ex 


dV       .  dU  ,    .  ... 


so    gilt   auch   bei   Integralen   von   Funktionen   der    komplexen 
Variablen  der  fundamentale  Satz,  daß 


dz. 


:Jf{z)dz  =  f{z), 


Fig.   153. 


(vergl.  203,  9). 

301.  Darstellung  der  Innenwerte  von  f{z)  durch  die 
Randwerte  der  Funktion.  Die  analytische  Funktion  f{z) 
sei  in  dem  Gebiet  A,  Fig.  153,  eindeutig  und  stetig;  Zq  sei  ein 
Punkt  im  Innern  von  A.    Dann  ist 

.2  —  ^0 

eine  Funktion,  die  im  Gebiet  A  dieselben 
Eigenschaften  besitzt,  mit  Ausschluß  des 
Punktes  z^,  woselbst  sie  unendlich  wird. 
Umgibt  man  diesen  Punkt  mit  einem  aus 
ihm  beschriebenen  Kreise  h  vom  Radius  r, 
der  innerhalb  A  verbleibt,  so  erfüllt  auf 
dem  zwischen  dem  Kreise  und  dem  Rand 

C  von  A  befindlichen  Gebiet  auch  die  Funktion 


m 


die  Be- 


dingungen des  Cauchyschen  Satzes;  somit  gilt  für  gleiche  Rich- 
tung beider  Randlinien  der  Ansatz: 


f-f-^^dz 

J  ^  — ^c 


m 


J  2  —  ^0 


dz. 


IV 
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Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f{z)  kann  r  so  klein 
gewählt  werden,  daß  der  absolute  Betrag  von 

m  -  n^o)  =  V 

für  alle  Punkte  von  Je  unter  einen  beliebig  klein  festgesetzten 
Betrag  s  herabsinkt.  Setzt  man  also  in  dem  zweiten  Integral 
/"(-^o)  +  V  ^ür  f(z),  so  wird  weiter 


Il^\^=fi^4-^%^I: 


j](iz 


Bei  Einführung  von  Polarkoordinaten  aus  Zq  ist 
z  —  Zq  =  re'f,     dz  =^  ire^fdg), 

/l-  0  A  0 

folglich 


1/ 


ridz 


der  von  r  unabhängiffe  Unterschied 


o  o^ 


fmdi 

J  z  —  z, 


'(^':--2nifM 


muß  also,  als  dem  Betrage  nach  beliebig  klein,  notwendig  Null 
sein,  so  daß 


J 


/^\  dz  =  2^if(z,), 


woraus 


(12)  /•(%)  -  L.fi^..  -*- 

c 

Diese  Formel  drückt  die  Tatsache  aus,  daß^  sich  der  Wert 
der  Funktion  f{z)  in  einem  Inneupunkt  z^  darstellen  läßt  mit 
Hilfe  derjenigen  Werte,  welche  sie  längs  der  Kandkurve  C  an- 
nimmt. 

Statt  (^  kann  man  jede  andere  den  Punkt  z^  umschließende 
geschlossene  Linie    benützen,    die    ganz    innerhalb  A    verläuft; 
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wählt    man    als    solche    einen    um   ^y    mit    ents})reeheii(l    oinge- 
sehränktem  Kadius  Ji  beschriebenen  Kreis,  so  hat  man 

s  —  Zq  =  Rr'"',     ds  =  ili&'fd(p 
und 

"in  in  in 


•j.n  s« 


d.  h.   die   zu  dem  Punkte  z^^  gehörigen  Werte   «„,  v^  sind  die 
Mittehverto   ans   den  «,    respektive  v  längs   des  Kreises  {Zq,  li) 

30'2.  Pole  einer  anal  y tisi-lien  b'unktion.  h^ine  uua- 
Ivtisehe  Funktion,  die  in  ein(>ni  (Jebieto  der  Ebene  (Mndeutig 
und  stetig  ist,  heißt  in  eben  diesem  Gebiel-e  holomorph 
laueh  synektisch).  Die  Eindeutigkeit  ist  so  zu  verstellen,  daß 
nwm  au  einer  Stelle  immer  zu  demselben  Fuuktionswert  kommt, 
auf  welchem  Wege  man  auch  zu  ihr  gelangen  möge.  Das  ein- 
fachste Hoispiel  holomorpher  Funktionen  sind  die  rationalen 
ganzen    l'^unktionen   von  z. 

Unter  den  Funkten,  in  welchen  eine  analytische  l^'unkti(m 
unendlich  wird,  sind  die  i^ole  bezüglich  des  Verhaltens  der 
Funktion  die  einfachsten.  Man  bezeichnet  a  als  einen  Pol  von 
f(z),  wenn  f{z)  daselbst  unendlich  wird,  jedoch  so,  daß  das 
Produkt  (z  —  a)"f{z),  wo  w  eine  positive  ganze  Zahl  mul  die 
kleinste  dieser  Eigenschaft  l)edentet,  einer  en<llicben  (lirenze 
sich  nähert;  mit  andern  Worten,  in  einem  Fol  wird  /'(,:)  un- 
endlich von  einer  angebbaren  Ordnung  in  bezug  auf 
Die  Zahl  )i  bezeichnet  die  Ordnung  (oder  Multiplizität)  des  Pols. 

Eine  Funktion,  die  Pole  l»(\sitzt  uml  mit  Ausschluß  der- 
selben holomorph  ist,  nennt  man  meromorph.  Das  einfachste 
Heispiel  einer  solchen  ist  eine  rationale  gebrochene  Funktion 
von  ^r;  ihre  Pole  sind  die  Nullstellen  (oder  Wurzeln)  des 
Nenners. 
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In  301    war  f{z)   als    eine  holomorphe  Funktion   voraus- 

f(s) 
gesetzt;  dann  ist      ^ —    eine    meromorphe    Funktion    mit  dem 

einzigen  und  einfachen  Pol  z^. 

Ist  wieder  f(ß)  holomorph  in  einem  Gebiet,  dem  die  Punkte 

z.),  z.  angehören,  so  ist  ; )-l r  meromorph  mit  den  eiu- 

fachen  Polen   z^,  0j^;  -. — ^^^r^  meromorph  mit  dem  einzigen  zwei- 

{Z        0„j 

fachen  Pol  z^,  u.  ä. 

In  300  ist  gezeigt  worden,  daß  das  Integral  einer  holo- 
morphen Funktion,  genommen  längs  der  ganzen  Umrandung 
eines  Gebiets,  auf  dem  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  den  Wert 
NuU  hat.  Nicht  so  verhält  es  sich,  wenn  die  Funktion  mero- 
morph ist. 

Um  den  einfachsten  Fall  dieser  Art  vorzuführen,  sei  f{z) 
eine  in  dem  Gebiet  A,  das  durch  eine  einfache  Randkurve  C 
begrenzt  sein  und  die  Punkte  -^i,  ^3,  •  •  ■  ^„  enthalten  soll,  holo- 
morph; dann  ist  die  Funktion 

m 


{z  —  z^){z  —  z^)...{z  —  s.„) 


daselbst  meromorph  und  hat  die  genannten  Punkte  zu  ein- 
fachen Polen;  dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  sich  darunter  keine 
Wurzel  von  f[z)  findet. 

Nach  den   rein   algebraischen  Sätzen   über   die  Zerlegung 
einer  rationalen  gebrochenen  Funktion  ist 

\ ^1 I -4«  _  _|_ . . .  _L   -^»  . 

(z  —  z,){z  —  z^)...{z  —  z„)       Z—Z,  "^  z  —  z',  z  —  z„  ' 

was  die  Zähler  anlangt,  so  gilt  für  sie  die  allgemeine  Formel 
(239): 

Ä  ^ 

wenn  F{z)  ==  {z  —  z^){z  —  z^  .  .  .  {3  —  z^  gesetzt  wird.  Mit- 
hin hat  man 

F{z)       F' {z,)  z-z,'^  F' (z,)  z-z,'^'       "^  F\z„)  z-z„' 
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daraus  ergibt  sich  durch  Integration  längs  ü  unter  Benützung 
der  Formel  (12),  301: 

(13)  ßr\<^^-  2;ri|/^^^  +  A^)    +  .  .  +  ^11 

^      '         J  F{z)  \  F  (2j    '    F  (2,)  F  (z„)  J ' 

c 

weder  ein  f{z^  noch  "ein  F'^z^)  ist  Null,  ersteres  nach  Voraus- 
setzung, letzteres,  weil  die  ^^  ausdrücklich  als  einfache  Pole, 
also  als  einfache  Wurzeln  von  F{z)  angenommen  sind. 

Das  Integral  der  vorliegenden  meromorphen  Funktion  längs 
des  Randes  von  A  hat  also  einen  bestimmten  von  Null  ver- 
schiedenen Wert,  der  gleich  ist  2ni  multipliziert  mit  der 
Summe  von  n  bestimmten  den  einzelnen  Polen  zugeordneten 
Werten;  diese  Werte  werden  nach  einer  von  Cauchy  einge- 
führten Terminologie  die  den  Polen  zukommenden  Residua 
der  Funktion  >V, 4  genannt. 

303.  Anwendungen.  Die  vorgeführten  Integralsätze 
bilden  ein  weittragendes  Mittel  zur  Auswertung  von  Integralen 
auch  im  reellen  Gebiet.  Der  Grundgedanke,  der  dabei  meistens 
befolgt  wird,  besteht  darin,  daß  man  an  der  Begrenzung  des 
Gebiets,  das  man  dem  Integral  der  entsprechend  gewählten 
analytischen  Funktion  zugrunde  legt,  auch  die  a;- Achse  als 
Integrationsweg  im  reellen  Gebiet  in  geeigneter  Weise  teil- 
nehmen läßt.  Zur  Begrenzung  des  Gebiets  eignen  sich  be- 
sonders Gerade  parallel  zu  den  Achsen  und  Kreise.  Denn  längs 
einer  solchen  Geraden  ist  das  eine  Element  von  z  =  x  -\-  iy 
konstant,  daher  reduziert  sich  dz  auf  dx  oder  idy  und  die 
Funktion  von  z  auf  eine  solche  von  x  oder  y  allein,  je  nach- 
dem y  oder  x  konstant  ist;  und  längs  eines  Kreises  ist,  wenn 
man  seinen  Mittelpunkt  zum  Urspi-ung  macht,  der  Modul  von 
z  konstant  und  es  bleibt  das  Argument  als  die  alleinige  Vari- 
able übrig.  Die  Durchführung  dieses  Gedankenganges  kann 
nur  an  Beispielen  erklärt  werden;  unter  diesen  ist  auch  eines 
aufgenommen,  bei  dem  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  ist. 

1)  Das  Integral 


—  OO 

hat  einen  bestimmten  Wert,   weil  der  Nenner  im  reellen  Ge- 


dx 
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biet  nirgends  verschwindet   und   um   zwei  Grade   höher  ist  als 
der  Zähler  (275,  277). 

Wir  betrachten  das  Integral   f -^^ — f-—,  genommen  längs 

des  Umfangs   einer  Halbkreisiläche    vom  Radius  R,   Fig.  154. 

1  -4-  i  t/s 
Von  den  beiden  Wurzeln  des  Nenners,  "^=^^--,  liegt  die  obere 

in    dieser  Fläche,    sobald    nur  i?  >  1  ist.     Dies   vorausgesetzt, 

ist  das  Integral  laut  (13)  gleich  27ii    --=~~=.j 

mithin  hat  man  den  Ansatz: 


-R  k 


dz  2n 


Führt  man  in  dem  Kreisintegral  Polarkoordinaten  ein,  so  ist 
z  =  Be^f,  dz  --=  iRe'i'dcp  zu  setzen;  hiermit  geht  es  über  in 

Be'fdcp 


0 


B^e^''P-Be'V-\-i  ' 


Pi  ist  an  keine  Schranke  gebunden;  läßt  man  es  unbegrenzt 
wachsen,  so  konvergiert  dies  gegen  Null  und  der  obere  An- 
satz verwandelt  sich  in 


oc 


dx  2  TT 

x'—x-j-i  ~  yä 


/ 


2)  Bezüglich  des  Integrals 

x^dx 

x'  -\-l 

gelten   analoge  Erwägungen;    aber  von    den  vier  Wurzeln    des 

n  .Sä         5rt         In 

—  i         —  i       —  i       —  i        ^ 

Nenners,  d.  i.  e*,e^,e*,e^,  liegen  jetzt  zwei,  und  zwar 
die  ersten  zwei,  in  der  Halbkreisfläche,  sobald  nur  i?  >  1  ist; 
die  diesen  Polen  entsprechenden  Residua  sind 


(Ä)    ,  =1  H t-*'^^t)'^ 

/  S*\  1      /  TT  .      .         Ä\ 


Zn 
'=4    ' 
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ihre  Summe  macht  —  —  sin  —  = V-  ;  fol<?lich  hat  man  laut 

302,  i?  >  1  vorausgesetzt,  den  Ansatz: 

-  K  K 

von  dem  zweiten  Integral  läßt  sich  in  derselben  Weise  wie 
vorhin  nachweisen,  daß  es  mit  unbegrenzt  wachsendem  jR  gegen 
NuU  konvergiert;  somit  bleibt  als  Resultat: 


oc 


x^dx  % 


«*  +  1        ]/2 


J  « 


3)  Transformiert  man  das  Integral 

dx 

a  -(-  coBo; ' 
0 

das  bei  a  >  1  einen  bestimmten  Wert  hat,  durch  die  Substitution 

e'^'  +  e-'"'        ,,  ,  dz 

cos  X  = 4, »     e'    =  z ,   woraus  dx  =  ^ , 

so  geht  es  über  in 

TJ  z^-\-2az-^l ' 
und  während  x  das  Intervall  (0,  2;r))  durchläuft,  beschreibt 
der  Punkt  2,  da  seine  Koordinaten  ^  =  cosic,  i]  =  sina;  sind, 
den  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  1,  beginnend  rechts  in 
der  a:- Achse.  Innerhalb  dieses  Kreises  liegt  von  den  beiden 
Wurzeln  des  Nenners  nur  die  eine  —  rt  -f  ya^^—l ,  während 
die  andere,  — a — ]/«^ —  1,  außerhalb  desselben  fäUt,  wie  man 
an  den  reziproken  Werten  leicht  erkennt.  Das  jener  Wurzel 
als  Pol  der  gebrochenen  Funktion  entsprechende  Residuum  ist 

(-^~)  =  — ^= 

V2^  +  2a/  2Va^-l' 

2 

mithin  hat  das  Integi-al,  mit  Weglassung  des  Faktors    '.  ,  den 

Wert  —_=:=—:  folglich  ist 
]/a^— 1'        ^ 

271 

dx  27t 


J 


a  +  cosa;       ya^—i 
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4)  Die  Funktion  e~-'  ist  holomorph  in  jedem  Teil  der 
Ebene;  infolgedessen  ist  ihr  Integral  längs  irgend  einer  ge- 
schlossenen Linie  gleich  Null.  Wählt  man  als  solche  das 
Rechteck  ABCD,  Fig.  155,  so  führt  dies  zu  dem  Ansätze: 


Je-"^'"  dx  -f  /  e-  ('^ +'?')'  idy  -f 

-a  0 

-a  0 


Fig. 

155. 

Y 

D 

b              C 

1 

•^ — — 

A 

> 

B 

- 

a 

0 

l 

1 

Läßt  man,  was  vermöge  der  Natur  der  Funktion  zulässig  ist, 
a  unbeschränkt  wachsen,  so  nimmt  das  erste  Integral  den  Wert 
]/ä  an  (285,  4));  das  zweite  und  vierte  konvergiert  mit  dem 
Integranden  gegen  Null;   das  dritte   entwickelt  sich  wie  folgt: 

—  00  00  X 

^^j"^-a--^ibx^^  =  -  e*^-jJe--^^-cos2&a;(?a'  -  ife-''''ün2lxdx]; 

oo  —  a  —  X 

von  den  zwei  Integralen  in  der  Klammer  verschwindet  aber 
das  zweite,  weil  der  Integrand  eine  ungerade  Funktion  ist  (236), 
Mithin  ergibt  sich  (vgl.  285,  4)j 

X 

I  e~''^cos2hxdx  =  e~^'Y7i. 

—  oo 

5)  Die    Funktion  -^   ist    holomorph    in   jedem    Teile    der 

Ebene,  der  den  Nullpunkt  nicht  enthält.  Integriert  man  sie 
also  längs  des  Umfangs  des  Halbrings  Fig.  156,  so  ergibt  sich 
der  Integralwert  NuU.  Sind  nun  R,  r  die  Radien  der  beiden 
Halbkreise  K,  h,  so  hat  man  folgenden  Ansatz: 

-r  R 

/e^'^dx         Ci'dz         r/'^dx        Ci'-dz  _  . 

-R  k  r  K 

Läßt  man  JR  unbegrenzt  wachsen  und  r  unbegi'enzt  abnehmen, 
so  schließen  sich  das  erste  und  dritte  Integral  zusammen  zu 


CO  oe  00 

/e'^^dx         rcosxdx  _,    •  ( ^ 
X       ~J        X  V 
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und  das  erste  Teilintegral  hat  den  Wert  Null,  weil  es  sich 
auf  eine  ungerade  Funktion  bezieht.  Die  Einführung  von 
Polarkoordinaten  in  den  beiden  Kurvenintegralen  führt  zu 

0  n 

TT  ü 

aus  dieser  Darstellung  ist  ersichtlich,  daß  das  zweite  bei 
lim  7i  =  oo  gegen  Null  konvergiert,  während  das  erste  sich 
mit  lim  r  =  0  der  Grenze 


i    dw  = 

n 

nähert:  somit  hat  man  (*285,   1)) 

/sinxdx  ii 

—  X 

6)  Das  Integral 


7tl 


sin  xd  X         TT 

^  Y 


ß 


"-Uz 


1  +  ^ 


bezieht  sich  bei  0  <  ^>  <  1  auf  eine  Funktion   mit  Unendlich- 
keitsstellen, nämlich  ^  =  0  und  s  =  —  1 ;    außer  diesen  ist  die 

Fig.  156. 

Y 


Funktion  holomorph.  Bildet  man  also  ihr  Integral  längs  einer 
geschlossenen  Linie,  die  diese  Stellen  ausschließt,  so  hat  es 
den  Wert  Null.  Eine  solche  Linie  ist  in  Fig.  157  dargestellt: 
sie  besteht  aus  Strecken  der  a?- Achse  und  den  drei  Halbkreisen 
/.j,  Ä-g,  A'g,  die  mit  den  Radien  r^,  y\,  r.^  aus  den  Punkten  —1 
und  0  beschrieben  sein  mögen.    Es  gilt  somit  der  Ansatz: 

ß"-'^dx  ,    Cz^-^z  .S'-^lx  .rz^-Uz.ßp-^dxßp-^dz^.. 
die  Richtung  der  Integration  i.st  durch  Pfeile  angezeigt. 
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Läßt  man,  was  zulässig  ist,  r^  und  r^  gegen  Null  konver- 
gieren und  i'g  unbegrenzt  wachsen,  so  schließen  sich  die  drei 
reellen  Integ-rale  zu 


/ 


1  -f^ 


zusammen.  Führt  man  weiter  in  den  Kreisintegralen  Polar- 
koordinaten aus  —  1,  bzw.  0  ein,  so  verwandelt  sich  der  Inte- 
grand  des  ersten  in  (^)\e"i' —  iy~^idcp  und  konvergiert  bei  ab- 
nehmendem r^  gegen   ( — iy'~'^id(f'  =  e^^'^^^Hdtp,   folglich   ist 

0 

lim  /  ^YX~-  =  ie^-^)^'  j  dtp  =  —  Tcie^J'-^^"'  =  7tie'"'\ 

Der  Integrand  des  zweiten  lautet  — r--   und   konver- 

giert  mit  limrg  =  0  gegen  Null;  folglich  ist 

lim  f^^-l  =  0. 

J    1  +  2 

Der  Integrand  des  dritten  ergibt  sich  aus  dem  vorigen 
durch  Ersetzung  von  r^  durch  r.  und  konvergiert  mit  lim  r.  =  oo 
auch  gegen  Null,  so  daß  auch 


li 

k 
Mithin  reduziert  sich  die  obige  Gleichung  auf 


--■^-'^  +  %iei'^'^0. 


—   X) 

Zerlegt  man  aber  das  Integral  in  die  beiden  Teile 

0  00 

j,         (af'^dx          -f  ra^~^dx 


X 
0 


und    ändert   in    dem    ersten  das  Vorzeichen   der 'Variableu,    so 
wird 

CO 
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wenn 

K 


J    t-x   ' 


man  hat  also  weiter: 

J^  g(p-l).'r.J^  ^  ^^gpni  _  0 

oder  auch 

J—eP'"'K=  —  nieP"' 

und  nach  Übergang  zu  der  trigonometrischen  Form: 

J  —  (eospTt  +  i  smp7i)K  =  %  (sin|j;r  —  /  cos^JJt), 

woraus  die  beiden  Gleichungen 

J  —  Kco82):t  =  ;r  sin  ^JiTT 

Ksm2)^  = 'Jt  cospx, 

resultieren,   aus   denen   sich  schließlich    die  Werte  der  beiden 
Integrale  J,  K  ergeben,  nämlich: 

CO 

a^"   dx 


0 


=  TtCOtgpX 


(0<i><l) 


a^      dx 


(vgl.  hierzu  305). 


f- 

J     1  —  X         %va.'p  Tt 

0 


§  8.  Analytische  Anwendungen. 
304.  Die  Eulerschen  Integrale.  Zu  den  Funktionen, 
die  man  durch  Integrale  definiert,  gehören  auch  die  Beta-  und 
die  GammafunJition ,  so  genannt  nach  den  Buchstaben,  die  zu 
ihrer  Bezeichnung  verwendet  worden  sind.  Die  Betafunktion, 
eine  Funktion  zweier  Argumente,  ist  ausgedrückt  durch 

1 

(1)  B{p,  q)  =JxP-\l—xy-^dx, 

0 

die  Gammafunktion,  nur  von  einem  Argument  abhängig,  durch 

00 

(2)  r{a)  =  je-'^x'^-'^dx. 

0 

Die  rechtsstehenden  Integrale   heißen   das  Eulersche  Integral 
erster,    bzw.   zweiter    Gattung.      Beide   Definitionen    gelten    aus 
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Gründen,  die  in  §  2  dieses  Abschnittes  entwickelt  worden 
sind,  nur  mit  gewissen  Einschränkungen:  es  müssen  p,  q,  a 
positiv  sein. 

Für  ganzzahlige  j^,  Q,  «  ssind  die  Integrale  bereits  269,  b) 
und  277,  2)  ausgewertet  worden  und  es  ergab  sich  dann  für 
das  zweite  Integral  eine  Fakultät,  nämlich  (a  —  1)1*),  für  das 
erste  Integral  ein  aus  Fakultäten  zusammengesetzter  Ausdruck, 

nämlich  -^, — ,  .s .— •    Gerade  dieser  Zusammenhang  mit  den 

Fakultäten  war  es,  der  Euler  zur  Aufstellung  und  Unter- 
suchung dieser  Integrale  geführt  hatte  und  der  ihre  große 
Wichtigkeit  begründet. 

Außer  den  Definitionsformen  (1),  (2)  gibt  es  noch  ver- 
schiedene andere,  und  da  für  die  Zwecke  der  Untersuchung 
bald  die  eine,  bald  die  andere  sich  als  vorteilhafter  erweist,  so 
mögen  einige  gleich  angeführt  werden. 

Setzt   man  in  (1)    x  =  ^-rr.,    so  wird   1  —  x  =  z-j—.  und 

(lx  =  ^-^~^,  also 

C3)  Bip,q)  =  f-^—4^; 


0 


zerlegt  man  letzteres  Integral  in  zwei  mit  den  Integrations- 
intervallen (0,  1),  (1,  oo)  und  führt  im  zweiten  -.-  statt  t  als 
Variable  ein,  so  ergibt  sich 

^4)  B(p,  q)  =  P""'"^!'"'  dt, 

und  diese  Form  läßt  die  Symmetrie  von  B{p,  q)  in  bezug  auf 
die  beiden  Argumente  unmittelbar  erkennen;  es  ist  also 

(5)  B{p,q)  =  B{q,p). 

Die  Substitution  x  =  sin^  9?  verwandelt  (1)  in 

IL  ^ 

(6)  B{p,  q)  =  Sysin^P- V  cos^'J-^cpdip. 


*)  Das   Gaußsche  Zeichen    für  r{a)   ist   JT(a — 1)    und   paßt    sich 
diesem  speziellen  Falle  an. 
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Durch  die  Substitution  e~^  ^  z  geht  (2)  über  in 

1 

(7)  r(a)=j'(z|)"~'^^5 

0 

dies   ist  die   Form,    in  der  Euler   das  Integral   zuerst   aufge- 
stellt hat. 

Von  den  beiden  Integralen  (1)  und  (2)  hat  indessen  nur 
das  zweite  einen  selbständigen  Charakter,  indem  sich  das  erste 
durch  Integrale  zweiter  Gattung  ausdrücken  läßt.  Um  das  zu 
zeigen,  werde  in  (2)  x  durch  lixQi  >  0)  ersetzt;  es  ergibt  sich 
dadurch  die  Formel 

oc 

(8)  r{a)-='k''fe-^^x"-^dx 

0 

und  aus  dieser 


1 

le     r 


00 


schreibt  man  hierin  1  +  ^  für  Je,  p  +  q  für  a,  multipliziert 
beiderseits  mit  tP~'^  und  integriert  hierauf  von  0  bis  oo,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (3) 

eo  00 

B{p,  q)  =        ^         jtP-^dt  ie-^^  +  '^^xP  +  'i-'dx, 
e  0 

Avofür  nach  dem  Satze  von  der  Umkehrbarkeit  der  Integrations- 
folge geschrieben  werden  kann: 

oc  QO 

J^iP,  a)  =  yIp^J e-xP  +  '^-'dxJe-H^-'dt- 

0  0 

die    innere    Integration    liefert    aber    wegen    (8)    das    Resultat 
„   ,  infolgedessen  wird 

0 

Avomit  die  obige  Behauptung  erwiesen  ist. 
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Gauß  hat  für  die  Gammafunktion  eine  vom  Integralzeichen 
freie  Definition  verwendet,  durch  ein  unendliches  Produkt;  sie 
läßt  sich  aus  (2)  ableiten,  indem  man  von  der  Bemerkung  aus- 

1 j    ist  für  lim  m  ==  oo ; 

hiemach  kann  man  schreiben: 

l\a)  =  lim    r  (l  -  J^ '"  ;r"  -^dx. 

0 

Nun  ergibt  partielle  Integration  nach  und  nach: 


1 )         —  dx, 

mj  a         ' 


m  m 

^  \         mJ  a  J  \         mf  ma{a -j-l) 

0  u 

m  m 

J\         m)  ma{a-\-l)  J\         m)  m'a{a-\-l){a-\-'i)        ' 

0  0 

nimmt  man  also  m  als  positive  ganze  Zahl  an,  was  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  geschehen  darf,  so  kommt  schließlich  das 
Integral  zustande: 


(m  -  2) . . .  1«"  +  ™"  ^    ,    _  {m  —  l)(»i  —  2) .  . .  Im" 


r  {m  —  l)(wi 
J  m"'~'^a{a  +  1) . . .  («  -f  w  —  1)  ""^    •   m'^-'^a{a  +  1)  . . .  (a  +  w) 


durch  Addition  aller  dieser  Gleichungen  ei-gibt  sich  also 

m 

j  yi     j  X      ax      ^^^^^^ 

0 

Mithin  ist 

(10)  r(d)  =^  lim   --    ,  ,.,  '",' '" -. — ■. — r 

Diese  Definition   ist  insofern   allgemeiner  als  (2),   als   sie   für 
jedes  a  Bedeutung  hat. 


m  {in  - 

-l)(m- 

2) 

1  w" 

a(a-f 

\ 

+  m) 
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Man  kann  ihr  noch  eine  andere  Gestalt  geben^  wenn  mau 
bemerkt,  daß  im  Zähler 

2 \«-i /3\«-i         /     m    \c-i 


=(i+-rr"(^+4r"'-(i+»ri-.r"''« 

gesetzt  und  der  Nenner  umgeformt  werden  kann  in 

(m  +  1  +  a  —  1)  (m  +  a  -  1)  .  .  .  (1  +  «  -  1) 


dadurch  wird 

1  \a-l  /  1  \a-l 

^  in  11  -l- 

m !  m 


(.  +  ±)-'(.  +  l)«-'...(.+  _^)< 


löst  man 


TO+l 


('+"-^)('+^) 


ab,    das  ja   den  Grenzwert  1  hat,    um  Konformität    im  Zähler 
und  Nenner  zu  erzielen,  so  ergibt  sich  schließlich 

1  \a-l 


(10*)  r(a)=_fj^       ''^ 


a  —  1 


305.  Zurückführung  der  Gammafunktion  auf  das 
kleinste  Argumentintervall.  Für  die  Auswertung  der  Gam- 
mafunktion ist  eine  Formel  von  großer  Bedeutung,  die  sich 
ergibt,  wenn  man  auf  (2)  partielle  Integration  mit  der  Zerle- 
gung a;*"^,  e~^dx  anwendet;  man  erhält  so: 

00 

r(a)  =  {-  e-^ic«-^}  -f  {a  -  1)  \'e-''x''--dx, 

0  0 

d.  i. 

(11)  r(a)  =  (a. -nr(«-l)  (a>l). 

Ist  nämlich  n  die  größte  in  a  enthaltene  ganze  Zahl,  so 
daß  a  —  n  ein  echter  Bruch  ist,  so  liefert  die  n-mal  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel: 

(12)  r{a)  =  (a  —  l)(a  -  2)  .  .  .  (a  -  n)r{a  -  n), 

Gz  üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  15 
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und  dadurch  ist  die  Berechnung  aller  Werte  von  F(a)  zurück- 
geführt auf  das  Intervall  (0,  1).  Was  die  Grenzen  dieses  Inter- 
valls selbst  anlangt,  so  folgt  aus  (2)  unmittelbar,  daß  jr(0)  =  oo 
und  r(l)  =  1  ist. 

Indessen  ist  noch  eine  weitere  Restriktion  möglich,  näm- 
lich auf  das  Intervall  (0,  — ],  die  sich  durch  Vermittlung  eines 

Integrals  ergibt,  das  Euler  ebenfalls  zum  Gegenstand  seiner 
Untersuchungen  gemacht  hat  und  mit  dem  wir  uns  nun  be- 
schäftigen wollen. 

Durch  Verbindung    der  Formeln   (3)    und   (9)   und  wenn 
gleichzeitig  p  -{-  q  =  1  genommen  wird,  erhält  man 


(13)^  r{p)ni-p)=J'{ 


Dieses  Integral  ist  es,  dessen  Wert,  wenn  er  bekannt  wäre,  die 
letzterwähnte  Restriktion  gestattete.  Bei  rationalen  p)  —  und 
auf  solche  darf  man  sich,  wenn  praktische  Zwecke  vorliegen, 
beschränken  —  läßt  er  sich  aber  aus  dem  Euler  sehen  Integral 


/ 


'  dx 


l-\-x^ 


ableiten,  in  welchem  m,  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und 
m  <  n  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen  besitzt  nämlich  dieses 
uneigentliche  Integral  nach  277,  1)  einen  bestimmten  Wert,  zu 

.X-'" 
dessen  Auffindung  man  die  gebrochene  Funktion  — '- — 5-  in  ihre 

....    1  +  ^  ' 
Partialbrüche  zerlegen  und  diese  einzeln  integrieren  wird. 

Der  Nenner  hat  n  Paare  konjugiert-komplexer  Nullstellen 

und    es    möge    zuerst    untersucht    werden,    was   die   von   einem 

solchen  Wurzelpaar  a-{-  ßi,  a  —  ßi  stammenden  Partialbriiche 

zum  Integralwert  liefern.     Diese  Partialbrüche  werden  239,  (9)) 

die  allgemeine  Form 

A  +  Bi  A  —  Bi  ' 


X  —  a  -\-  ßi 

besitzen  und  in  ihrer  Zusammenfassung  ergeben: 

2A{x  —  a)  —  2Bß  _     2A{x  —  a) 2^/J 

(a;  — a)*  +  /3*       ""  (ic  —  a)«-f  ^«       {x  —  aY^J^ 
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Ihre  unbestimmte  Integration  gibt  weiter: 

Äl{{x  -  af  +  (^  -  2B  arctg  ^^  ; 

bei    endlichen  Grenzen  ~  a,  h  (a  >  0,  5  >  0)    erhält    man    als 
Wert  des  bestimmten  Integrals 

2 AI-  +  AI  , ^T^-^.  -  2B  (arctg  -^^-  +  arctg  ~|-j  ; 

a  /         a  - 


läßt  man  nun  a,  h  unabhängig  voneinander  ins  Unendliche 
wachsen,  so  bleibt  l —  unbestimmt,  das  zweite  Glied  konver- 
giert  gegen  0  und  das  dritte  gegen  —  2Bn. 

Dies  vorausgeschickt,  kann  man  nunmehr  schreiben: 


o 


—  dx  =  21im  Z-  Va-  2:r  'V R, 

_^    i-t-^  0  0 

wenn  .J.^.,  Bf.(}c  =  0,  1,  .  .  .,  n  —  1)  in  der  oben  erwähnten 
Weise  zu  den  n  Wurzelpaaren  von  1  +  ^^"  gehören,  wenn  also 

x^"'      _  -^    2A^.(x  —  a/;)     _  Vl___2^i./3,, 

Nun  geht  aus  diesem  Ansätze,  nachdem  man  ihn  mit  1  +  x^^ 
multipliziert,  unmittelbar  hervor,  daß  auf  der  rechten  Seite 
die   nach   Potenzen   von  x  fallend   geordnete   Entwicklung   mit 

2x^^~^  ^^A^  beginnt,  während  linker  Hand  die  höchste  Potenz 

0 

von  X  den  Grad  2n  —  2  nicht  übersteigen  kann;  mithin  ist 
notwendig 

w-l 
0 

somit  entfällt  das  unbestimmte  Glied  des  obigen  Integralwerts 
vnd  es  verbleibt  nur  mehr: 


15^ 
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der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Wurzelpaare  des  Nenners  ist, 
und  nach  (239,  (6))  ist  das  zugehörige 

Au  +  B,t  =      ä^^^        =  —      --^—        =  —  X-  e  2n  ; 


demnach  hat  man  mit   der  Abkürzung  -^ ^ — - —  =  d: 

°  2  w 

also 

w-l 

-2^jB^=^  (siu^-f  sin3(^  + h  sin  (2w-  l)d}. 

0 

Um  die  rechts  angedeutete  Summierung  auszuführen,  be- 
achte man,  daß  der  eingeklammerte  Ausdruck  sich  als  Koeffi- 
zient von  i  in  der  Summe 

ergibt;    diese   aber,   als   geometrische  Reihe   behandelt,   kommt 
gleich  (105,)  (15)): 

e '  — .Hf^ =  e*^ ' 


mithin  ist 

sin  (J  +  sin  3d  -f  •  •  •  -f  sin  (2w  —  1)(3  ==  -. — ^^ , 
'  ^  ^  siu  d ' 

daher  endgültig 


00 
1  +  a; 


TT 


I    r^"  n  sin  (J  .     (2 «i  -1-  1) « 

In 

Da  nun  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  gerade 
ist,  kann  man  sich  auf  das  Intervall  (0,  00)  beschränken  und 
den  entsprechenden  Integral  wert  verdoppeln;    setzt  man  ferner 

2  2?«  +  1 

'  2w  ^  ^ 

SO  ergibt  sich  aus  (14): 

^  ^     1  -\-  t  sin  jJTT 
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Mit  Benutzung  dieses  Wertes  und  mit  Rücksicht  auf  (13) 
lautet  also  die  Relation  zwischen  Gammafunktionen,  deren  Ar- 
gumente sich  zu  1  ergänzen: 
(16)  r(a)r(l  -a)=  -.^^- 

Aus  ihr  folgt  insbesondere 

(17)  r\i)^7c,     n^=v^. 

Dieses  Resultat,  eines  der  ersten,  welche  Euler  auf  diesem 
Gebiete  gefunden,  führt  zu  einer  im  Vorangehenden  (285,  4); 
28G,  4))  auf  anderem  Wege  schon  abgeleiteten  Integralformel; 
macht  man  nämlich  in 


ß 


X   -i  dx 


die  Substitution  x  =  z^",  so  entsteht  die  Formel 


""  dz  = 


Mittels  (12)  und  (17)  kann  man  die  Gammafunktion  für 
alle  gebrochenen  Argumente  mit  dem  Nenner  2  berechnen,  ist 
demnach  im  Besitze  der  Werte: 

r(:o)  =  cx),  r(i)  =  i,  r(2)  =  i,  r(3)  =  i.2,  r(4)  =  i.2.3,.. 
ni)  =y^,  r(f )  =  i|/^,  r(i)  =  I .  ^y^,  r(^)  =  f .  -I .  \-]/%, . . . 

Zu  weitergehenden  Ausrechnungen   dienen  die  Reihenent- 
wicklungen des  nächsten  Artikels.  Der  Verlauf  der  Gammafunk- 
tion im  Intervall  (1,  2)  ist  aus  der  folgenden  Tabelle  zu  ersehen. 
Werte  von  T{a)\ 


a 

r{a) 

a 

r(a) 

1-00 

1-0000 

1-50 

0-8862 

1-05 

0-9735 

1-55 

0-8889 

110 

0-9514 

1-60 

0-8935 

115 

0-9330 

1-65 

0-9001 

1-20 

0-9182 

1-70 

0-9086 

1-25 

0-9064 

1-75 

0-9191 

1-30 

0-8975 

1-80 

0-9314 

1-35 

0-8911 

1-85 

09456 

1-40 

0-8873 

1-90 

0-9618 

1'45 

0-8857 

1-95 

0-9799 

2-00 

1-0000 
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Die  Tabelle  läßt  erkennen,  daß  in  dem  Intervall  (1,  2)  das 
Minimum  von  r{a)  liegt,  und  zwar  findet  es  an  der  Stelle 
a  =  1-46163  statt  und  beträgt  0-885603. 

306,  Reibenentwicklung  für  die  Gammafunktion. 
Um  weitere  Werte  der  Gammafunktion  berecbnen  zu  können, 
genügt  es,  ein  Mittel  zu  haben,  das  ihre  Berecbnung  in  dem 
Intervall  (^-,  1)  oder  (1,  |)  gestattet.  Ein  solches  ergibt  sich 
durch  Reihenentwicklung. 

Geht  man  von  der  Gaußschen  Definition  (10)  aus  und 
formt  den  Ausdruck  hinter  dem  lim -Zeichen  wie  folgt  um: 


so  ergibt  sich  für  seinen  natürlichen  Logarithmus  die  Entwicklung: 

alm  —  la  —  a  -j-   ~   —  -—   +  •  •  • 

2  o 

a  j^     ß"  ^'^^      I 

~  Y  "^  2^2^  ~  3^^  +  -  •  • 


-i^s^'-H 


^lö, 

1                                       

a     ,      a^           a^ 
m  "^  2w^        3)11^  "^ 

=  - 

-a{l-'rl+^,+---  +  ^-lm)-la  +  ^s.^"-y 

wor 

in  Sg^"'^,  Sg^"'),  .  .  .  folgende  Bedeutung  haben: 

s  i"')  =l4-iiiJ_j iJ:_ 

s  ('«)  =lJ-AiJij 4-—-. 

*3         ^  -r  ^s -t  .^3 -t-       -r  j,j3 

Bei  Ausführung  des  Grenzüberganges  lim  wt  =  oo  ist  von 
der  in  73,  4)  festgestellten  Tatsache  Gebrauch  zu  machen,  daß 
die  letztangeschriebenen  hyperharmonischen  Reihen  konvergent 
sind,  daher  bestimmte  Grenzwerte  Sg?  ^s?  ■  •  •  besitzen.  Zu  er- 
ledigen bleibt  also  nur  mehr  die  Grenzbestimmung 

(!')       i-ji  +  l  +  l  +  ---  +  i-H- 

Die  harmonische  Reihe  ist  divergent. 
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wächst  mit  ständig  zunehmendem  m  über  alle  Grenzen:  des- 
gleichen Im.  Trotzdem  kann  H^ —  Im  einer  Grenze  sich  nähern. 
Um  darüber  entscheiden  zu  können,  gehen  wir  von  der  Identität 

j,,  =  /(,„  _  1  +  1)  =  l(ni  -!)-{- 1(1+  ^^) 

aus  und  entwickeln,  m  >  2  voraussetzend,  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite,  dadurch  entsteht: 

l^i  =  Km  -  1)  +  ^  -  ,.„/_!).  +  3(«r^^ 5 

ebenso  ist  also 
7(,H  -  1)  =  l{m  -  2)  +  ~^  -  2(^.'_.2)^  +  S(rn-2r 

7(m  -  2)  =  J(m  -  3)  +  -,-A     _  ^^_^^J^^  +         ^ 


2{m  —  3y    '     3(>«  — 3)^ 


«2  =  1      _     ^     +         > 


1  2-1-  '  31' 

die  Addition  dieser  Gleichungen  führt  zu 


1     ,  ,1  1       .„._1^   ,    J^ 

3 


Im  =  1  +  ±  +  .  .  .  +  ^-  -  -  s^'"-^  +  -  SsC'-i) 


woraus 

iJ     _   ;„i   =  1   4-   1  S.,("<-1)  _  ^  S  (—1)  +   .   .   .  ; 

da  nun  die  Grenzwerte  $2,  s^,  ...  von  sj"'~'^\  Sg^'""^*;  .  .  .  eine 
fallende  Folge  von  Zahlen  bilden,  so  ist 

(20)  lim  {H,^  -  Im)  =  |  5,  -  |  53  +  ^  5, 

durch  eine  konvergente  Reihe  dargestellt  und  hat  somit  tat- 
sächlich einen  bestimmten  Wert  y.  Diese  Zahl  y  bildet  neben 
€  und  7C  eine  wichtige  Konstante  der  Analysis  und  heißt  die 
Eulersche  oder  die  Mascheronische  Konstante;  sie  ist  ebenso 
wie  jr  Gegenstand  vielfacher  und  weitgehender  Berechnungen 
geworden.     Auf  10  Dezimalen  abgekürzt  ist 

(21)  j/  =  0,57  721  56649  •••. 
Durch  den  Grenzübergang  ergibt  also  (18): 

(22)  iria)  =  -ya-lo  +  ^-  s,  ~  ''^  s,+ ■  ■  ■ . 
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Die  Summen  der  hyperharmonischen  Reihen  ^  —p  sind 
von  Legendre*)  für  alle  p  von  2  bis  35  auf  16  Dezimalen 
bereclinet  worden;  auf  10  Dezimalen  abgekürzte  Werte  einiger 
dieser  Summen  sind: 

«2  =  1,64493  40668     s,^  =  1,00099  45751    s.,^  =  1,00000  00596 
53  =  1,20205  69032    s,^  =  1,00049  41886    s,^  =  1,00000 00009 
s^  =  1,08232  32337     s,,  =  1,00024  60866    s,,  =  1,00000  00001. 
5^  =  1^03692  77551     5^3  =  1,00012  27133 
«6  =  1,01734  30620     s,^  =  1,00006  12481 
5,  =  1,00834  92774    s,.^  =  1,00003  05882 
58  =  1,00407  73562     s,,  =  1,00001  52823 
Sy  =  1,00200  83928     s^,  =  1,00000  76372 

Zu  einer  rascher  konvergierenden  Reihe  gelangt  man  auf 
folgendem  Wege.  Durch  Vereinigung  der  beiden  logarithmischen 
Glieder  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (11): 

ir{a  +  1)  =  —  ya  +  ^  •%  —  -|-  53  H ; 

addiert  man  hierzu 

Ra+  1)  ==«-^  +  -3 ; 

so  entsteht  weiter 

?r(«  +  l)  =  a(l-j^)-K«+l)  +  Y(s.-l)-Y(s3- !)  +  •••. 

daraus  durch  Änderung  des  Vorzeichens  von  a**): 

Zr(l-a)  =  -a(l-7)-Z(l-a)  +  |'(52-l)  +  y(s3-l)  +  ---> 

endlich  durch  Subtraktion  der  letzten  zwei  Gleichungen: 

zr(i  +  a)  -  ir{i  -  a) 

=  2a{l-y)-l  j±^^  -  -3-  (S3  -  1)  -  -r-  («5  -  1) ; 

nun  ist  aber  wegen  (11)  und  (16)  ^ 

ir{l  +  a)  +  im  -  a)  =  lar(a)ril  -a)  =  l  -£^  ; 


*)  Exercises  de  calcul  integral,  n.  Bd.  (1814),  p.  65. 
**)  Das  Argument  der  linksstehenden  Gammafunktion  bleibt  wegen 
a  <^  1  trotzdem  positiv. 
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durch    additive  Verbindung    dieser    zwei    Ansätze    erhält    man 
schließlich  die  sehr  rasch   konvergierende  Reihe  Legend  res: 

TT'/i     I      \         l    T     an  1   -,14-a 

(23)        +  a(l  -  ;.)  -  ^  (53-1)  _  ^  (.^  -  1)  _  .  .  .. 

Erteilt  man  a  Werte  aus  dem  Intervall  ( —  -|^,  0)  oder  aus 
dem  Intervall  (0,  ^ )  so  ergeben  sich  Werte  von  IT  aus  dem 
Intervall  {^r,  1)  bzw.  (1,  f). 

307.  Fouriersche  Reihen.  Aus  der  Funktion  sin  x, 
welche  die  Periode  2;r,  die  Amplitude  2  und  den  Anfangs- 
wert 0  (für  X  =  0)  besitzt,  kann  man  Funktionen  erzeugen  mit 
beliebig  kleiner  Periode,  beliebiger  Amplitude  und  beliebigem 
Anfangswert.  Denn  die  Funktion  A  sin  (^nx  +  cc),  in  welcher 
n  eine  ganze  Zahl  bedeuten  möcje,  hat  die  Periode  '^— ,  die 
Amplitude  2A  und  den  Anfangswert  A  sin  a,  die  aUe  durch 
entsprechende  Wahl  von  n,  A  und  a  nach  Belieben  reguliert 
werden  können. 

Eine  ähnliche  Betrachtung  kann  bezüglich  der  Funktion 
cosx  angestellt  werden,  die  sich  von  der  vorigen  nur  im  An- 
fangswert unterscheidet. 

Nun  ist  aber  A  sin  {nx  -\-ci)  =  A  cos  a  sin  nx-^A  sin  a  cos  nXy 
es  läßt  sich  also  die  Funktion  ABm[nx-{-  a)  auch  durch  Sum- 
mation  der  beiden  Funktionen  Bsmnx^  C  cos  nx  herstellen, 
wenn  B  =  A  cos  a,  C  =  A  sin  a  genommen  wird. 

Aus  dem  Umstände,  daß  bei  diesen  beiden  Funktionen 
durch  Wahl  von  n  ein  beliebig  rascher  Zeichenwechsel  und 
durch  Wahl  der  Koeffizienten  beliebig  große  und  beliebig  kleine 
Amplituden  erzielt  werden  können,  erklärt  sich  die  Tatsache, 
daß  durch  Addition  mehrerer  Ausdrücke  dieser  Zusammensetzung 
Funktionen  des  mannigfachsten  Verlaufs  erzeugt  werden  können, 
geometrisch  gesprochen:  daß  man  durch  Superposition  von  in 
dem  letztgedachten  Sinne  verallgemeinerten  Sinus-  und  Kosinus- 
linien  die  mannigfachsten  Kurven  herstellen  kann. 

Ihren  höchsten  Ausdruck  findet  diese  Tatsache  in  dem 
Satze,  daß  es  möglich  ist,  jede  eindeutig  definierte  Funktion  fix)y 
sofern  sie  nur  gewissen  Bedingungen  genügt,  die  übrigens  bei 
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allen  in  den  Anwendungen  der  Analysis  auf  naturwissenschaft- 
liche und  technische  Probleme  bisher  gebrauchten  Funktionen 
erfüllt  sind,  m  eine  nach  den  Sinus  und  Kosinus  der  Vielfachen 
von  X  fortschreitende  unendliche  Beihe  zu  entivickeln,  also  in  der 

Form 

fix)  =  '\1}q  +  h^  cos  X  +  Z>2  "^os  2x  -f  &3  cos  ox  -\-  ■  •  ■ 

^  -{■  a^  sin  X  +  a^  sin  2x  -\-  a^  sin  Sa;  -j-  •  •  • 

darzustellen. 

Man  nennt  eine  derartige  Reihe  eine  trigonometrische  und 
in  der  Ausführung,  die  ihr  im  Nachfolgenden  gegeben  werden 
wird,  eine  Fouri ersehe  Beihe.  Diese  letztere  Bezeichnung  ist 
dadurch  gerechtfertigt,  daß  Fourier  als  erster  die  Behauptung 
aufgestellt  hat,  jede  willkürliche  Funktion  lasse  eine  solche 
Entwicklung  zu*). 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  ist  periodisch 
und  hat  die  Periode  27C.  Danach  möchte  es  scheinen,  als  ob 
der  Ansatz  nur  für  Funktionen  eben  dieser  Eigenschaft  gelte. 
Indessen  liegt  das  Problem  so,  daß  die  Punktion  f(x),  in  einem 
Intervall  (0,  c)  oder  ( —  c,  c)  eindeutig  definiert,  in  diesem  In- 
tervall durch  eine  Fourier  sehe  Reihe  darzustellen  ist.  Man 
wird   dann   den  trigonometrischen  Funktionen   im  ersten  Falle 

statt  X  das  Argument  ,    im   zweiten   Falle    das   Argument 

■ —  geben;  denn  durchläuft  das  Intervall  (0,  27t),  während 

X  von  0  bis  c  geht,  und     '     das   Intervall   ( — ;r,  7i),    während 

X  sich  von  —  c  bis  c  ändert.  Außerhalb  des  betrefPenden  In- 
tervalles  liefert  die  Reihe  eine  periodische  Wiederholung  dessen, 
was  sie  in  dem  Intervall  selbst  ergab. 

308.  Darstellung  der  Koeffizienten.  Die  Bestimmung 
der  Koeffizienten  der  Fourierschen  Reihe  stützt  sich  auf  einige 
bestimmte  Integrale  trigonometrischer  Funktionen,  die  vorher 
ermittelt  werden  mösen. 


*)  Mem.  de  TAcad.  de  Paris,  1807;  weitergehende  Betrachtungen 
über  den  Gegenstand  finden  sich  in  seiner  Theorie  analyt.  de  la  chaleur, 
1822.  Vor  ihm  war  Euler  an  die  Frage  herangetreten.  Die  Feststellung 
der  Bedingungen,  unter  welchen  eine  Funktion  in  eine  Fouriersche  Reihe 
«ntwickelbar  ist,  gab  zuerst  Dirichlet,  Jouru.  von  Grelle,  Bd.  4  (1829). 
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Sind  p,  q  ganze  Zahlen,  so  ist 


(2) 


(3) 

weil  ferner 

2rt 


Z7t 

/{  COS  10  X  \  ^ 


Z7. 

ß 


COS  pxax  =        -  —        =0 

^  [      p      I  0 


/sin  23X  sin  qxdx  =  j  /[cos  (^  —  ^)a;  —  cos(p  +  2)a;](?a;, 
0  b 

2ä  2« 

/  cos  px  cos  qx  dx  =  j  I  [cos  (p  —  g)a;  -(-  cos  (p  -f  2)ic]<?a;, 
0  b 

I sin  px  cos  5a;df:r  =  |-  /[sin  (2?  —  5')^;  -f  sin  (p  +  q)x]dx, 


0  0 

so  ist  wegen  (2),  (3)  auch. 


(4) 


sin  px  sin  qxdx  =  0 
0 

2;r 

/cos  »a; cos  qxdx  =  0 
0 

2ä 

/  sin  j; X  cos  qxdx  =  0 , 


bei  i?  4=  5 


während  sich  für  p  =  q  ergibt: 


(5) 


f  sin^  pxdx  =  :t, 


l  Gos,'^  pxdx  =  ;r. 


Nimmt  man  die  lutegTale  zwischen  den  Grenzen  —  jr  und 
n,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  etwa  durch  die  Substitution 
x-\-  7t  =  t,  daß  für  sie  auch  dann  die  Formeln  (2) — (5)  gelten. 

Soll  nun  die  Funktion  f{x)  in  dem  Intervall  (0,  2%)  durch 
die  Reihe  (1)  dargestellt  werden,  so  multipliziere  man,  um  6^ 
zu   bestimmen,    den   Ansatz   mit   cos  nx   und  integriere   Glied 
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für  Glied  zwischen  0  und  27r;  es  ergibt  sieh  nämlich  im  Hin- 
blick auf  die  voranstehenden  Formeln: 

if(x)  cos  nxdx  =  7th^^, 
b 
woraus  2  n 

(6)  ^n  =  --  f  f{x]  cos  nx dx] 

0 
um  a^  zu  bestimmen,  multipliziere  man  mit  sin  nx  und  gehe 
im  übrigen  ebenso  vor;  dadurch  entsteht 

jfipc)  sin  nxdx  =  7ta^, 

0 
woraus 

271 

(7)  ^n""  ~~  f  fi^)  ^i^  nxdx. 

0 
Die   Formel   (6)   umfaßt  auch   den  Koeffizienten  \,    wie   man 
sich  überzeugt,  wenn  man  (1)  nach  bloßer  Multiplikation  mit 
dx  zwischen  0  und  2n  integriert;  es  ist  also 

»71 

(8)  h,  =  ljf{x)dx. 

0 
Hiernach  lautet  die  Fouriersche  Reihe  für  fXx): 

2  7t  ^  2n 

f{x)  =  K-  I  f(x)  dx  -\ ^  COS  nx  I  fix)  cos  nx  dx 

n  In 


(9) 


IV 


7t 


1 


•J.71 

J  f{^)  Sil 


-| y.sinnx  I  f(x)  sin  nxdx. 


0 

Ist  f(x)  statt  in  dem  Intervall  (0,  2  71)  in  dem  beliebigen 

Intervall  (0,  c)   zu    entwickeln,    so  gilt   nach    einer   oben  ge- 
machten Bemerkung  der  Ansatz: 


(10) 


5,  =»  ■  >         , 

fi^)  =  y J  fix)dx  +  y2^^^  ^-^^Jfi^)  cos  ^"^  dx 
0  ^  0 
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Der  andere  der  oben  erwähnten  Fälle,  daß  nämlich  die 
Funktion  f(x)  in  dem  Intervall  [  —  •k,'x)  bzw.  {—c,c)  gegeben 
ist,  findet  seine  Erledigung  auf  Grund  der  vorausgeschickten 
Bemerkungen  ohne  weiteres;  es  wird  jetzt 

n  n 

&„  =  —  /  f{x)  COS  nxdx,      a„=  ~  I  fix)  sin  nxdx, 

—  n  —  n 

die  erste  Formel  auch  für  w  =  0  gültig,  so  daß  nunmehr 

n  x  n 

f(x)  ==  2~   I  fi^)^^  "I ^  CO^  '^^  /  f(^)  ^^^  **^  ^-^ 

(11) 

H ^  sin  nx  j  f{x)  sin  nxdx, 

—  n 

bzw. 


(12) 


C  30  C 

—  c  — c 

00  c 

1     '^1   .      nnx  /*-./   N     .     fiTZX   ^ 


Diese  letzten  Formeln  lassen  eine  bemerkenswerte  Spezia- 
lisierung zu. 

Ist  nämlich  f(x)  eine  gerade  Funktion,  so  kann  sowohl  in 
dem  Einzelglied  auf  der  rechten  Seite,  als  auch  in  der  ersten 
Summe,  da  der  Kosinus  ebenfalls  eine  gerade  Funktion  ist,  das 
Integrationsintervall  auf  die  Hälfte  reduziert  werden,  während 
die  zweite  Summe,  da  der  Sinus  ungerade  ist,  entfällt;  man 
hat  also  in  diesem  Falle  die  Formeln: 

n  ^  n 

(13)      fix)  =  —  /  fix)dx  H ^  cos  nx  j  fix)  cos  nxdx, 


'14)      fix)  =  ^ffix)  +  l^cos  '-^/Jfix) 

i\  In 


tlTtX    , 

cos dx. 

c 


Hat  man  es  hingegen  in  f{x)  mit  einer  ungeraden  Funk- 
tion zu  tun,  so  entfallen  das  Einzelglied  und  die  erste  Summe, 
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"Während  in  der  zweiten  das  Integrationsintervall  halbiert  werden 
kann,  so  daß  jetzt 

(15)  f{x)  =  "  ^  sin  nx  \  f(x)  sin  nx  dx, 

OS  <^ 

(16)  f{x)  =  -^  sin  —^  /  /-(ä;)  sin  — -  dx. 

1  0 

Indessen  können  die  Reihen  (13),  (15),  bzw.  (14),  (16) 
auch  dazu  dienen,  eine  heliehige  für  das  Intervall  (0,  jt)  bzw. 
(0,  c)  gegebene  Funktion  innerhalb  desselben  darzustellen,  und 
beide  sind  dazu  prinzipiell  gleich  geeignet.  An  den  Enden 
des  Intervalls  braucht  jedoch  die  Summe  der  trigonometrischen 
Reihe  mit  dem  Funktionswert  nicht  übereinzustimmen;  denn 
für  X  =  0  und  x  =  n  wird  beispielsweise  die  rechte  Seite  von 
(15)  Null,  während  ((oc)  daselbst  im  allgemeinen  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  haben  wird. 

309.  Beispiele.  1)  Die  Funktion  /"(a:)  habe  in  der  ersten 
Hälfte  des  Intervalls  (0,  c)  den  festen  Wert  Ä',  in  der  zweiten 
Hälfte  den  Wert  0.  Zu  ihrer  Darstellung  hat  man  die  Formel 
^10)  zu  verwenden,  und  zwar  ist  darin 


c  .' 

/  f(x)dx  =  /  kdx 


ck 


X  ^           ck     \    .     2n7cx\         ^ 
sin i  =  U, 


fix)  COS ax  =  k  I  cos dx     „       ,  ^^^ 

0  0  0 

c  T 

tipcj  sm dx  =  k  i  sm doc 

0  0 

,  „  "        rO  für  n  gerad 

_    ck    1        2mtx\   _    I  o 

-"2"^'«  r^^      c     ]  ~   \£l        ,^  ungerad. 
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Es  gilt  also  für  die  so  definierte  Funktion  der  Ansatz: 
,.,   .        k    ,    2Jö  1    .     Inx   ,     1     .     lÖTtx   ,    1     .     \<)nx   , 

/(■^)  =  Y  +  -^  ^1^  -y  +Y«'^-7-  +  T^^^-^  +  - 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  f\-A=^,  ^(t)  ^  ^  ^^^>  ^^® 
es  der  Definition  entspricht;  man  braucht  nur  an  die  bekannte 

TT  11 

Reihe  =  1  —  „  +  -^ —  •  •  •  zu  denken.  Hingegen  gibt  die 
Reihe  für  a;  =  0,  -;  ^  ^^^^  außer  der  Definition  liegenden 
Wert  y. 

Außerhalb  des  Intervalls  (0,  c)  führt  die  Reihe  zu  einer  perio- 
dischen Wiederholung  des  nämlichen  Wertevorrats  (Fig.  158). 

Fig.  158.  Fig.  159. 


-t; 


A-  6  ö  o  6  ^  O 

-^- '■■ , \ V  -^ ^ 


2)  Die  Funktion  f{x)  habe  in  dem  Intervall  (0,  c)  be- 
ständig den  Wert  h. 

Wählt  man  zu  ihrer  Darstellung  die  Formel  (16),  so  er- 
gibt sich,  da 


/' 


0 

^,  ^    .    „.v^  -,         kc  \        «jr.rl        fO     für  n  gerad 
fix)  sm dx  =  —    cos =  1  „ , 

„    n  ungerad, 


der  für  alle  0  <  ;r  <  c  geltende  Ansatz: 

,         4Z;   f    .     Ttx    ,     1     .     3nx    ,     1      .     önx    ,  1 

k  =  —    sm \-  -„-  sm h  —  sm h  •  •  •   ; 

7t     [  cd  CO  c  )' 

somit  ist,  solange  0  <  a?  <  jt, 

--  =  sm  a;  +  -„  sm  6x  -\-  -     sm  öx  -\-  •  •  • . 

4  ob 

An  den  Grenzen  des  Intervalls  nimmt  jede  der  Reihen  den 
Wert  0  an. 

Über  das  Intervall  (0,  7t)  hinaus  verfolgt  zeigt  die  durch 
die  letzte  Reihe  ausgedrückte  Funktion  den  in  Ficr.  159  äuge- 
deuteten  Verlauf. 

3)  In  dem  Intervall  (0,  c)  sei  f(x)  =  x.  Zur  Darstellung 
dieser  Funktion  kann  man  sowohl  die  Fouriersche  Kosinus- 
reihe (14)  als  auch  die  Sinusreihe  (16)  benutzen. 
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Im  erstell  Falle  hat  man  in  Ausführung  der  Formel: 


c  c 

J  xdx  =  Y ,  j  i 


mtx   -, 

X  COS dx 

c 


ex     .     mtx    ,       c"  nnx 

\  —  sm — ^-s  cos 

ynit  c  n-n^  c 


0         für  n  gerad 
^->  „  >i  unfferad, 


folo-lich  ist 


,  ^  c         4cf         7tx    ,     \  'Snx    ,     1  ÖTtx    ,  \ 

ia)  X  = ^    COS H  -,-  cos h  ^  cos h  •  •  ■ 

^   -'  2  jtM  c  3^  c  5-  c  J 

Im  zweiten  Falle  ergibt  sich  weffeu 


J 


.     mtx   7 

X  sm dx 

c 


(        ex  mtx    ,       c^       .     «Tra; 

cos ^-^  sm 

I.       «TT  c  n-7t-  c    . 


für  n  gerad 


c- 
mt 


die  Entwicklung: 

2c    f    .     7tx 


1         .        27tX  1 

sm —  sin h  -;r  sm  — 

c  2  c  3  c 


„    n  un  gerad 


iß)       ^  =  ^{8" 

Der  Ansatz  (u)  gilt  für  0  ^  a:  ^  c,  wie  man  sich  mit  Zu- 

1 

5^ 


7t~  1  1 

hilfenahme    der  Formel    '     =  1  +  va  +  "^  +  '  '  '    leidig   über 


Fig.  160  a. 


Fig.  160  b. 

Y 


^Ic 


^3i^      /5f    -c 


■V 


-'2c     Sc 


zeugt;    der  Ansatz  (/3)  gilt  für  0  -^x  <c,  während  für  x  =  c 
die  rechte  Seite  0  statt  c  ergibt. 

Läßt  man  die  rechte  Seite  von  (a)  über  das  genannte  In- 
tervall hinaus  gelten,  so  stellt  sie  eine  in  (—  c,  'c)  gerade  und 
darüber  hinaus  periodisch  sich  wiederholende  Funktion  dar 
(Fig.  160a);  durch  (/5)  hingegen  ist  eine  in  (— f ,  c)  ungerade 
und  darüber  hinaus  periodisch  wiederkehrende  Funktion  be- 
stimmt, wie  Fig.  160b  andeutet. 
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4)  Die  in  Fig.  161  dargestellte  Funktion  ist  ungerad;    zu 
ihrer  Entwicklung  eignet  sieh  die  Formel  (15j.    In  der  ersten 


Hälfte    des  Intervalls  (0,  ::r)   hat  fix)    den   Ausdruck ,    in 

2  Kln X) 

der  zweiten  Hälfte  den  Ausdruck    "^ — ,  somit  tritt  an  die 

TT  ' 

71 

Stelle  von  f  f(^x)smnxdx  die  Summe 


2  71 

—  jxsmnxax-l l[n—x)smnxdx] 


Fig. 

161. 

Y 

-n 

-TT 

2 

Y 

1^ 

1 

\ 

\ 

V     -^ 

A 

\0 

71 

2 

CT  ' 

führt   man   in   dem   zweiten  Integi-al  n  —  x  als  neue  Variable 
ein,  so  verwandelt  sich  die  Summe  in 

7t  Tt 

2^  r   •      ^    ,  2^  r    .  .         .  , 

f  X  's.vsvnxdx  ■{ I  x  sm^n.'r  —  x)dx 

U  0 

und   wird    offenkundig   Null   bei   geradem   n,   während   sie    bei 
ungeradem  n  aus  zwei  gleichen  Gliedern  besteht  und  somit 


4:K  i       .           -,          4:K  {      X  cos  n  x  , 
—  /  x  sin nxdx  =  —  { h 


2  n-1 


■nn' 


t2(- 1) 


4A' 


sm  nx. 


ausmacht.    Hiernach  ist 
fix) 

die  Summe  für  alle  ungeraden  n  gebildet,  also 
SÄ'fsina;        sin  3a;     ,    sin  5rr 


^  /   N  HK  I  sin  X        sm  d  a; 

/  W    =   —2      (^2  p—   + 


Cz über:  Vorlesungen.     II.     3.  Aufl. 
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V^jerter  Abschnitt. 
Anwendungen  der  Integral-Rechnung. 

§  1.    Quadratur  ebener  Kurven. 

310.  Allgemeine  Formeln.  Bei  Gelgenheit  der  Be- 
griflFsentwicklung  eines  einfachen  bestimmten  Integrals  hat  sich 
(220)  die  Tatsache  ergeben,  daß  mit  der  Ausrechnung  des  be- 
stimmten Integrals 

I  f{x)dx 

a 

einer  auf  dem  Gebiete  {a,  h)  stetigen  und  zeichenbeständigen 
Funktion  f(ß:)  die  Aufgabe  geJöst  ist,  die  von  der  Kurve 

der  Abszissenachse  und  den  zu  den  Abszissen  x^a  und  x  =  b 
gehörigen  Ordinaten  begrenzte  Figur  ÄBDC  (Fig.  162)  ihrem 
Flächeninhalte  nach  zu  bestimmen  oder  zu  quadrieren. 

Bezeichnet  man  die  Flächenzahl,  bezogen 
auf  die  Quadrateinheit,  die  der  Längeneinheit 
entspricht,  in  welcher  die  linearen  Gr'ö&eB.x,y,a,b 
ausgedrückt  sind,  mit  S,  so  bildet  die  Gleichung 

h  b 

^  (l)  S=^ff{x)dx=jydx 


Fig.  162. 


die  Grimdforftiel  für  die   Quadratur  ebener  Kurven. 

Inwiev^^eit  von  einer  Fläche  auch  dann  gesprochen  werden 
kann,  wenn  die  Kurve  innerhalb  (a,  b)  eine  zur  Ordinatenachse 
parallele  Asymptote  hat,  oder  wenn  sie  ins  Unendliche  sich 
erstreckend  der  Abszissenachse  sich  als  Asymptote  nähert,  dar- 
über entscheiden   die  Untersuchungen   der  Artikel   274 — 278. 
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Die  nächstliegende  Verallgemeinerung  der  Formel  (1),  welche 
aber  keine  wesentliche  Änderung  des  analytischen  Vorganges 
nach  sich  zieht,  ergibt  sich  bei  Zugrundelegung  eines  schiefwink- 
ligen Koordinatensystems.    An  die  Stelle  des  Flächendifferentials 

yclx, 
welches  dem  Rechtecke  PF'  IsM  entspricht,  tritt  nun,  wenn  B 
der  Koordinatenwinkel,  das  Flächendifferential 

sin  6  yclx 
als  Ausdruck   für   das    entspechende  Parallelogramm,   und   die 
Fläche  ist  j 

(2;  S  =  sin  dfydx . 

a 

Handelt  es  sich  um  eine  von  einer  Kurve  umschlossene  Fläche 
(Fig.  163a),  und  gehören  zu  einer  Abszisse  OF  =  x  innerhalb  AB 

Fig.  lC3a.  Fig.  163b. 


zwei  Ordinaten  ?/j,  ?/,,  von  welchen  y^  die  algebraisch  größere, 
so  ist  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  der  Abszissenachse 

(i/i  —  y-^dx 

das  Flächendifferential  und 

6 

(3;  ^=f{y,-y,)dx 

a 

die  Fläche  selbst.  Diese  Formel  gilt  auch  dann,  wenn  es  sich 
um  eine  von  zwei  verschiedenen  Kurven  y^  =f^{x),  «/,  =^  f^i^) 
begi-enzte  Fläche  handelt. 

Wird  jedoch  die  Grenzkurve  in  gewissen  Intervallen  von 
der  Ordinatenlinie  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten,  so 
ist  eine  Teilung  des  Integrationsgebietes  notwendig.  Beispiels- 
weise gilt  im  Falle  der  Fig.  163  b  ohne  weitere  Erklärung: 

cd  b 

S=J  L.L^dx  -\-j{M^M^  +  M^My)dx  ^fN^N^dx. 


16* 
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wenn  y^, 
bedeuten. 


Fig.  164. 


Indessen  läßt  sich  jede  von  einer  geschlossenen  Kurve, 
die  sich  nicht  selbst  durchschneidet,  umgrenzte  Fläche  durch 
ein  Integral  darstellen,  wenn  man  den  Integralbegriff  ent- 
sprechend erweitert.  Das  zwischen  den  Ordinatenlinien  durch 
P  und  P',  Fig.  164,  eingeschlossene  Flächen element  hat  den 
Ausdruck 

—  y^dx  +  y^dx  -  y^dx  -[-  y^dx, 

,  y^,  Vi  die  Ordinaten  der  Punkte  Jf^,  M^,  M^,  M^ 
Bezeichnet  man  die  an  diese  Punkte  anstoßenden 
Bogenelemente  (Bogendifferentiale )  der 
Umfangslimemit£^Sibis^S4,dieäußern 
Normalen  dieser  Linie  in  den  genann- 
ten Punkten  mit  n^  bis  n^,  so  bemerkt 
man,  daß  die  Winkel  dieser  Normalen 
mit  der  positiven  Richtung  der  «/-Achse 
an  allen £^«>2#nY^ssteUen,  wie  M^ ,  Jig , . . . , 
stumpf,  an  allen  ^MS^n^ssteUen,  wie 
71^2,  M^,  .  .  .,  spitz  sind;    folglich   ist 

PP'=dx=—dSiGos{yn^)  =  ds2(ios(yn2) 
=  —  ds.^  cosiyiig)  =  —  ds^  cos (?/%), 

wenn  die  ds  in  der  Richtung  des  Pfeils 
positiv  gezählt  werden.  Durch  diese  Bemerkung  kann  den  Glie- 
dern des  obigen  Flächendifferentials  die  einheitliche  Form 

y  cos(yn)ds 
und  der  Fläche  selbst  der  Ausdruck 


(4) 


S  =  I  ycos{yn)ds 


gegeben  werden,  wobei  durch  das  dem  Integralzeichen  ange- 
hängte C  angedeutet  werden  soll,  daß  sich  die  Integration  über 
alle  Elemente  der  Umfangskurve  C  in  der  durch  den  Pfeil  an- 
gezeigten Richtung  zu  erstrecken  hat.  Ein  solches  Integral  be- 
zeichnet man  als  Kurvenintegral*)  Die  Formel  (4)  gilt  auch, 
wenn  man  y  durch  x  ersetzt  und  unter  (xn)  den  Winkel  ver- 
steht, den  die  äußere  Normale  mit  der  positiven  Richtung  der 
a;-Achse  bildet. 


*)  Man  vergleiche  dies  mit  dem  allgemeineren  Begriff  in  297. 
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Die  obigen  Formeln  sind  unmittelbar  anwendbar,  wenn  y 
als  Funktion  von  x  sich  darstellen  läßt;  sind  x,  y  durch  Ver- 
mittlung eines  Parameters  u  gegeben: 

X  =  x{u), 


dann  kommt 

(5) 


«1 
S  =  j  y(u)x\u)du 


Fig.  162  a. 


an  die  Stelle  von  (1);  dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  der  Bogen 
CD,  Fig.  162,  beschrieben  wird,  während  u  das  Intervall  {ci,  h) 
durchläuft.  Durch  diese  Formel  werden  jedoch  mitunter  auch 
zusammengesetztere  Aufgaben  der  Quadratur 
gelöst,  als  es  die  Figur  162  anzeigt. 

Ist  die  Kurve  auf  ein  anderes  als  ein 
Parallelkoordinatensystem  bezogen,  dann  ändert 
sich  der  Sinn  des  Grundproblems  und  die  Zer^ 
legung  in  Elemente.  In  dem  wichtigsten  Falle' 
der  hier  zu  erwähnen  ist,  dem  des  Polarsystems, 
besteht  die  Grundaufgabe  in  der  Berechnung  des  Sektors  OAB 
(Fig.  162  a),  und  das  FlächendifFerential,  entsprechend  dem  Kreis- 
sektor OMN,  ist  ausgedrückt  durch 


mithin  die  Fläche  selbst  durch 


(6) 


S 


Yjr^dcp', 


dabei  sind  «,  ß  die  zu  Ä,  B  gehörigen  Amplituden.  Auch  diese 
Formel  läßt  naheliegende  Verallgemeinerungen  im  Sinne  von 
(3)  und  (4)  zu. 

Bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  drückt  sich 
der  infinitesimale  Sektor  031 31',  als  Dreieck  aufgefaßt,  wenn 
X,  y  die  Koordinaten  von  31,  x  -{-  dx,  y  -{-  dy  die  Koordinaten 
von  31'  sind,  durch 

X  y 


X  -\-  dx  y  -\-  dy 


=  V  (^<^y  -  y^^^) 
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aus,  und  für  die  Fläche  OAB  ergibt  sich  die  Formel: 

(7)  ^  ^  ^J  ^^^^y  ~  y^^^ ' 

die  Integrationsgrenzen  hängen  von  der  Wahl  der  Integrations- 
variablen ab. 

Bei  besonderen  Aufgaben  der  Quadratur  kann  auch  eine 
andere  dem  Falle  angepaßte  Zerlegung  in  Elemente  vorteil- 
haft sein. 

311.    Beispiele.     1)    Quadratur  der  allgemeinen  Parabel 

y  =  ax"^     {a  >  0). 

a)  Zunächst  sei  m  >  0;  dann  geht  die  Kurve  durch  den 
Ursprung  und  ihre  von  da  an  bis  zu  einer  beliebigen  Ordinate 
y  gezählte  Fläche  ist 


S  =  a  I  x"'dx  = .— ,-  =  — r 

J  m  -\-  1  m  -\- 


0 


m-f  1  ' 

steht   also   zu    dem  Rechteck  xy  aus   den  Endkoordinaten    in 
einem  konstanten  Verhältnis.  So  hat  man  bei  der  gewöhnlichen 

Parabel  m  = --    oder   m  =  2,   je   nachdem    OX   oder  OY  die 

2  1 

Achse  ist,  und  dementsprechend  die  Fläche  -^  ^2/?  ^'^'^-  y  ^^" 
ß)  Wenn  —  1  <w?  <0,  so  ist  (274-,  2j)  die  Integration  von 
x=-\-0  an  zulässig  und  liefert  wieder  das  obige  Resultat,  so  daß 
auch  jetzt  zwischen  der  durch  Schraffierung  angedeuteten  Fläche 
(Fig.  165)  und  der  Fläche  des  Rechtecks  xy 
Fig.  1G5.  ein  konstantes  Verhältnis  besteht;  hingegen 

ist  die  rechts  von  y  befindliche,  unendlich 
ausgedehnte  Fläche  unendlich  groß  (276, 1)). 
Gerade  umgekehrt  verhält  es  sich  im 
Falle  m  <  —  1 ;  dann  ist  die  links  von  y 
liegende,  längs  der  Ordinatenachse  sich  erstreckende  Fläche  un- 
endlich groß,  die  rechts  befindliche  endlich  und  hat  den  Wert 


\=  a  ja 


S,  =  a  I  X"'  dx  = ^c. 
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In  dem  Grenzfalle  ni  =  —  1  hat  man  allgemein 


S 


X 


und  es  ist  sowohl  die  über  (0,  x)  als  auch  die  über  {x,  oo)  ru- 
hende Fläche  unendlich.  Bemerkenswert  ist  die  Formel,  welche 
sich  hier  für  a  =  1,  Xq=1  ergibt;  sie  lautet 

tind  besagt,  daß  die  zwischen  der  Scheitelor- 
dinate der  gleichseitigen  Hyperbel  xy  =  l  und 
einer  anderen  Ordinate  eingeschlossene  Fläche 
durch  den  natürlichen  Logarithmus  der  zur 
letzteren  Ordinate  gehörigen  Abszisse  gegeben  ist;  daher  rührt 
der  Name  lujperholische  Logarithmen  für  natürliche  Logarithmen. 
2)  Quadratur  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Für  den  Teil 
PqP^M^Mq  (Fig.  166)  der  Ellipse 


ergibt  sich  (269,  3)) 


^  +  11  =  ] 
a'  ^  b'        ^ 


-fVä' 


S==^  I  Va^  -  x^dx 


b    (  X  ^  /— ^ — ^    ,    a^  .      X  \^i 

=       {^   ya-'  —  x"  -{-  —  arcsm  — 

x^y^  —  x^y^         ab    (         .     x,  ■     ^o  ) 

=    ^^   „ — ^^^  +    ^    arcsin    ^  —  arcsm  -^   ■ 
2  2     1  a  a  ] 

Bringt  man  hiervon  das  Trapez  F^P^M^Mq  in  Abzug, 
dessen  Flächenzahl  —  {x^  —  Xq)  {y^  -f  y^,  so  erhält  man  das 
Segment  M^MM^-. 

begm.  =     °  '    .    '   °  -f  — -    arcsin  -^  —  arcsin  —"    • 

'='  2  2     1  u  a  ] 

Fügt  man  hierzu  wieder  das  Dreieck  OM^Mq,  dessen  YYä- 
cXxewzdihl    -{x^yQ  —  x^y-^  ist,  so  ergibt  sich  der  Selitor  OM^M^: 

Sekt.  =  — -    arcsin  —^  —  arcsin  — ^  ;  • 
2     1  a  a    \ 
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Daraus  berechnet  sich  mit  der  Substitution  ar^  =  0,  x^  =  a 
die  Fläche  des  Ellipsenquadranten 

7t  ab 

so  daß  die  Fläche  der  Ellipse  selbst 

Ttab 

ist. 

Bas  Flächenstück,  welches  von  der  Hyperbel  -^  —  p^  =  ^ 
durch  die  zur  Abszisse  x  gehörige  Ordinate  abgeschnitten  wird, 
hat  den  Inhalt  (253,  3)): 


S 


a^dx 


a 
^      \       t/~^ 2  27  ^  +  1^^^  —   «U 

2«  (     '  a  ) 

Um  den  von  der  gleichseitigen  Hyperbel  x^—  y^  =  o?  be- 
grenzten  Sektor  OÄH  (Fig.  166a)   zu   berechnen,   ist  es   ein- 
zig. 166  a.  facher,    zu    Polarkoordinateu 
überzugehen;    die    Gleichung 
der    Hyperbel    lautet     dann 

a^ 

r^  = -—  ,    so  daß  sich  für 

cos  2(jp ' 

die  genannte  Sektorfläche  der 

Ausdruck 


y 

q/        a'   I     dcp 
2  J  cos  2  qp 

(264)  ergibt.     Führt  man  an  Stelle  von  (p   die   hyperbolische 
Amplitude  6  =  <ilLOM  ein,  so  erhält  man  wegen  sinö  =  tg9;: 

so  daß  mit  diesem  Argument 

s'-';''tg(f+l)- 

Hiermit  ist  eine  in  34  aufgestellte  Behauptung  erwiesen. 
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3)  Quadratur  der  von  der  Parabel  y~  =  2^)a:  und  ihrer 
Evolute  begrenzten  Fläche.  Nach  160,  1)  lautet  die  auf  dasselbe 
System  bezogene  Gleichung  der  Evolute 


Durch  Auflösen  der  Gleichung 


hung 

(_x  —  pY  =  2px 


21p 

ergibt  sich  die  Abszisse  der  reellen  gemeinsamen  Punkte  beider 
Kurven 

X  =  4:p. 

Demnach  ist  die  gesuchte  Fläche 


p  4P 

S=2  ly2pxdx  +  2  I  \y2^-^^  {x-py\dx 


0  p 

4p  ip 

=  21  y2pxdx  —  21  — |-=r  (x  —  pY  dx 

*j  «y    3  1/3  P 

0  P         ^     ^ 

iY2^    f     |\^^          81/2      i,  A\^P        88-1/2      , 

=  -~^-{x-\ ^-^=  {(X  —  i))  =  ~^. —  p'. 

4)   Quadratur  der  Zyldoiden.    Auf  Grund  der  Gleichungen 
X  =  au  —  b  sin  u 
y  =  a  —b  cos  u 

erhält  man  bei  Benutzung  der  Formel  (5)  für  die  von  einem 
ganzen  Ast  der  Kurve,  den  Ordinaten  seiner  Endpunkte  und 
der  Abszissenachse  begrenzte  Fläche  S  den  Ausdruck: 

S  =  f  (a  —  b  COS  iif  du  =  7t{2a^  +  b-) ; 

diese  Formel  gilt  ebensowohl  für  die  verlängerte  wie  für  die 
verkürzte  Zykloide.    Bei  der  gemeinen  ist  b  =  a,  daher 

S  =  3za'. 

Bei    der   verkürzten    Zykloide    kann    die  Frage    nach   der 
Fläche  Sq  einer  Schleife  interessieren.    Bezeichnet  Uq  den  Wäl- 
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zungswinkel,   nach   welchem    der   erste    Knotenpunkt    erreicht 
wird  —  man  findet  ihn  aus  der  Gleichung 

0  =  üUq—  h  sin  Uq 
—  so  hat  man  dafür  den  Ansatz 

«0 

Sq=  2  I (a  —  h  cos  iif  du; 

0 

die  weitere  Ausführung  unter  Benutzung  der  obigen  Gleichung  gibt 

^0  =  &  sin  Uq  I ^ (a  —  b  cos  Uq)\. 

Beispielsweise  ist  bei  b 


Sn 


=  za 

IGa^sin  -^  cos^ 


wobei  Uq  die  Wurzel  der  Gleichung 

i((,  =  2  sin  Uq 
bedeutet;  mit  Hilfe  der  Tabelle  der  Bogenmaße  der  Winkel  und 
der  Tabelle  der  trigonometrischen  Zahlen  ergibt  sich 
Uq=  1-8954  entsprechend  108«  36', 

und  damit  berechnet  sich 

5o  =  2-5818  «2. 

5)  Quadratur  des  Cartesischen  Blattes.  Bezüglich  dieser 
Kurve,  die  in  129,  3)  und  143,  1)  diskutiert  worden  ist,  legen 
wir  uns  zwei  Fragen  vor:  nach  der  Größe 
der  Schleife  (Fig.  167),  und  danach,  ob 
der  zwischen  dem  unendlichen  Aste  und 
der  Asymptote  enthaltene  Streifen  der 
Ebene  eine  bestimmte  Größe  hat. 

Die  Lösung  dieser  Fragen  mit  Hilfe 
der  Gleichung 

x^  -  ^axij  i- y^  =  0  (a>0) 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  würde  sich  umständlich  gestal- 
ten,  Aveil  die  Auflösung  nach  y  auf  zusammengesetzte  Wurzel- 
ausdrücke führt. 

Mit   Hilfe   der   parametrischen    Gleichungen,   die   sich   aus 
der  Substitution  y  =  ux  ergeben  und  lauten: 

Zau  Zau^ 


X  = 


l  +  t«= 


y  = 


l+M» 
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erledigt  sich  die  Frage  wie  folgt.  Der  bewegliche  Punkt  be- 
schreibt die  Schleife  im  umgekehrten  Sinne  des  Uhrzeigers, 
während  u  das  Intervall  (0,  csS)  durchläuft;  er  muß  sie  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen,  soll  die  Formel  (5)  die 
Fläche  positiv  ergeben;   daher  ist  die  Fläche  der  Schleife 

c         n    2  I  "-  v-^  —  2ii^)du 


?o=9a^/~-^ 


0 


0 

—  Q  2  /*r  ^"*       ^    ^""  1  /7 

-  ^«  J  L(iT«r  ~  ^  (1  +  u'y\  ^^ 

00 


In  Polarkoordinaten,    0  als  Pol  und   OX  als   Polarachse 
genommen,  lautet  die  Gleichung  der  Kurve: 

3  a  cos  qp  sin  qp 


cos'qp  4"  sin'qp 
und  die  ihrer  Asymptote: 

—  a 


r  = 


cos  qp  -\-  sinqp 
Für  die  Fläche  der  Schleife  ergibt  sich  der  Ausdruck 


Z  2 

g    9a*  /  cos^qp  sin-qp  dqp  3a*  / 

0  ^  ~2~J  (cosV  +  sin^qj)'  ""  ~2~J  ( 


rf(tg^qp) 


(1+tgV)^' 


der  wieder  den  oben  gefundenen  Wert  liefert.  Für  einen  Sektor 
zwischen  der  Asymptote  und  der  Kurve,  wie  er  in  der  Figur 
durch  Schraffierung  angedeutet  ist,  erhält  man 

Q  ^^  /  r  ^  ^  cos-qp  sin-qp  , 

2,7     |_(cosqp -|- sinqp)*         (cos*qp-f- sin-qp) *J      ^ 


_  a*  rr^ 

~  2J  La- 


+  tgqp)      ßf^ii  +  tg'qp) 


+  tgqp)*  -(1  +  tg'qp)^ 

tg*qp  — tgqp  — 2  ]<Po 


a*  I         1  3  \<po «*  f  tg*qp  —  tgqp  — 2l' 

Y  (l+tgqp~    1-f  tg»qpl9>i^    2^  1  1+1^         J, 
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da  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  durch  tg  g;  +  1  teilbar  sind^ 
hat  man  schließlich 

S  =  !^  r^ tgqpi  —  2 1  _ 

2    Ltgqp^,^  — tgqpo-j-l  tgäqpj  —  tgqp,  +  lj' 

Mit  gc^  =  71  und  lim  ^Dq  =  — -  +  0  ergibt  sich  hieraus  die 
zwischen  dem  unendlichen  Kurvenaste,  der  Asymptote  und  über 
OX'  liegende  Fläche  gleich  -- ;  ebensogroß  ist,  vermöge  der 
Symmetrie,  die  zwischen  der  Asymptote,  dem  unendlichen  Kur- 
venaste und  rechts  von  OY'  gelegene  Fläche;  da  endlich  auch 
das  Dreieck  OBA  den  Inhalt  —  hat,  so  ist 
die  zwischen  der  Asymptote  und  der  Kurve 
enthaltene  Fläche 

ebensogroß  wie  die  Schleife. 

6)  Die  Fläche  zwischen  einem  Kurven- 
bogen AB,  den  Krümmungsradien  AC,  BD 
seiner  Endpunkte  und  dem  zugehörigen  Bogen  CD  der  Evolute 
zu  bestimmen  (Fig.  168). 

Das  Element  dieser  Fläche,  durch  die  Krümmungsradien 
zAveier  sehr  nahen  Punkte  M,  M'  und  die  Bögen  MM',  SlSl' 
begrenzt,  kann  bis  auf  Größen  höherer  als  der  ersten  Ordnung 
als  ein  gleichschenkliges  Dreieck  vom  Schenkel  MSI  =  q  und 
mit  dem  Kontin  genzwinkel  dr  an  der  Spitze  gerechnet  werden 
und  hat  als  solches  die  Fläche 

y  Q^  sin  dt  =  2  P^  {^^  ~  17^3  ^ )  ' 

oder  in  der  bereits  festgesetzten  Größenordnung 

_  Q-dr  =   -  Qds, 

wenn  ds  das  Bogendifferential  der  gegebenen  Kurve  bedeutet. 
Hiernach  ist  die  verlangte  Fläche 


S 


=  ijQds, 


wenn  a,  ß   die  den   Punkten  A,  B  entsprechenden  Werte    der 
Integrationsvariablen  sind. 
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In  Anwendung  auf  den  Quadranten  der  Ellipse 
X  ==  a  sin  (p 

y  =  h  cos  (p 

hat  man  (158,  2)) 

(a-C08*9  -|-  &*sin"-qD)-         ,  /-^ ^ ,    ,g    ■    ^—  , 

Q^- ^-—'-T — ,     ds  =  ya'Q.o?,-(p -\-¥sm^tpdq) , 

«  =  0,      /3  =  |, 
daher 

n 

/S  =  — ,   I  (a- cos- (p -\- ¥  Bin^  (py  d  (f . 

0 

Entwickelt  man  das  Quadrat,  so  entstehen  die  drei  Inte- 
grale (269,  (14;  und  (15)): 

y  Y 

/  cos*9)  ^9?  =  /  sin*9)  (?g)  =  — - 

U  0 

n  n  n 

T  TT 

1  cos^9)  sin^gp ^gj  =  /  sin-9)  c^g;  —  /  sin^qp dtp  =  -^  —  1^  ^  ^ 
0  ü  0 

und  es  ergibt  sich  mit  diesen  Werten 

Subtrahiert  man  hiervon  die  Fläche  -~ —  des  Ellipsen- 
quadranten, so  kommt  man  zur  Fläche  eines  Quadranten  der 
Evolute,  d.  i. 

Die  Parameter  «q,  6q  in  der  Gleichung  der  Evolute 


©*+(-!/= 


haben  aber  die  Bedeutuncr  f/  =  5   == --        daher    hat     die 

o      ü         ö   '     "         0   ' 

ganze   Evolute   in   ihren   eigenen  Parametern  ausgedrückt   die 
Fläche 

4,Si  =~%a^\. 
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Bei  &(,  =  «0  gellt  die  Evolute  der  Ellipse   in  die  Astroide 

(171,  2)) 

2  2  2 

x^  +  y^  =  «o' 
über,  deren  Fläche  hiernaeii  gleichkommt 

3 


na, 


Die  Astroide  teilt  also  die  Fläche  des  umschriebenen  Kreises 
in  dem  rationalen  Verhältnis  3  :  5. 

7)  Quadratur  der  Epizyldoide.  Wenn  R  den  Radius  des 
Grundkreises,  r  den  Radius  des  rollenden  Kreises  und  u  das 
Bogenmaß  des  Winkels  bezeichnen,  um  welchen  sich  die  Zen- 
trallinie beider  Kreise  aus  ihrer  Anfangslage  gedreht  hat,  so 
lauten  die  Gleichungen  der  Epizykloide  (130): 

X  =  {H  -\-  r)  cos  u  —  >•  cos ■ —  u, 

/73    I      N     •  .      B  -{-  r 

y  =  {M  -\-  r)  sm  u  —  r  sm  — —  u. 

Hier  empfiehlt  sich  die  Anwendung  der  Formel  (6): 

S=  ~j  {xdy  -  ydx). 

Man  findet 

(7?      \ 
1  —  cos  —  u\  du'^ 

während  ein  voller  Zykloidenlauf  beschrieben  wird,  durchläuft 
u  das  Intervall  (O, -p);  der  diesem  Lauf  entsprechende  Sektor 
aus  dem  Mittelpunkt  des  Grundkreises  ist  demnach  gleich 

g  _  ,B  +  rnR+,r)J^^  _  ^^^  _|  ^^  ^^ 

0 

_  ?rr(jR-f  r)(JB-[-2r) 
—  B 

Subtrahiert  man  hiervon  den  zugehörigen  Sektor  des  Grund- 

kreises,  der  gleich  ist  -    B^  -^f^  =  'zrFi,    so    ergibt    sich    die 

zwischen  einem  Lauf  der  Zykloide  und  dem  Grundkreise  ein- 
geschlossene Fläche: 

c         3i?-f2r        2 
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Fig. 169 


Bei  B,  =  r  geht  S  in  die  Fläche  der  Kavdioide  über,  die 
demnach  6;tr^  ist. 

8)  Quadratur  der  Fußpunktkurven.  Das  Lot  p  und  sein 
Neigungswinkel  u  gegen  OX  bilden  die  Polarkoordinaten  des 
Punktes  P  der  Fußpunktkurve  von  C  in  bezug  auf  0  als  Pol 
(Fig.  169).  Demnach  ist  der  einem  bestimmten  Bogen  von  C 
entsprechende  Sektor  der  Fußpuuktkurve  bestimmt  durch 

S=  \jp^du, 

und  der  demselben  Bogen  von  (J  ent- 
sprechende Sektor  der  aus  einem  an- 
dern Pol  0'  erzeugten  Fußpunktkurve 
durch 

S'-=\Jp'du', 

beide  Integrale  haben  dieselben  Grenzen. 

Sind  nun  rjcp  die  Polar-,  xjy  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten des  neuen  Pols   0',  so  ist 

p  =  p  —  r  cos  {ii  —  cp) 


folglich 


p  —  X  cos  u  —  ^  sm  u, 


p 


p^ 


'2  =  »)2  _  22}x  cos  w  —  2py  sin  u  -\-  x^  cos^  u  -f-  2xy  cos  u  sin  u 

-f  y'^  sin^  u 


und 


S'  =  S  —  X I p  cos  udu  —  y  f  p  sin  udu  -\-  l-x^  I  cos^udu 
+  xy  /cos  u  sin  udu  -\-  ^riß  /  sin^  udu. 

Alle  auftretenden  Integrale  sind  von  0'  unabhängig  und 
stellen,  sobald  auf  C  ein  Bogen  begrenzt  ist,  bestimmte  Zahlen 
vor;  bezeichnet  man  diese  der  Reihe  nach  mit  f,  g,  2a,  2&,  2c, 
so  lautet  die  Beziehung  zwischen  S'  und  S: 

S'  =  S  —  fx  —  gy  -\-  ax^  -\-  2hxy  -\-  cy^. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz:  Die  Pole  solcher  FußpunTä- 
kurven,  in  tcelchen  zu  einem  Bogen  von  C  eine  gegebene  Sektor- 
fläcJw  S'  gehört,  liegen  auf  einem  Kegelschnitt;  der  3Iittelpunkt 
dieses  KegeUchnitts  bleibt  derselbe,  ivie  man  auch  S'  wählen  mag. 
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Die  Natur  des  Kegelschnitts  ist  durch  h^  —  ac  bestimmt, 
dies  hat  aber  die  Form  y  j  ^Wduj  —  J  «X»^  du  f  W^  du,  und  die 
Integrale  bedeuten  Grenzwerte  von  Summen;  mithin  ist  h^  —  ac 
als  Grenzwert  eines  Ausdrucks  von  der  Gestalt 

negativ,  weil  sich  eine  derartige  Differenz  auflöst  in 

- i^.w,-  ^,w,f- {o,w,-  ^,w,y . 

Der  Kegelschnitt  ist  also  im  allgemeinen  eine  Ellipse. 

Ist  C  eine  geschlossene  Kurve  und  beziehen  sich  S,  S'  auf 
ihren  ganzen  Umfang,  so  wird  (308)  a  =  c  =  — ,  h  =  0,  der 
Kegelschnitt  geht  also  dann  in  einen  Kreis  über. 

9)  Es  sind  zu  berechnen: 

a)  Die  von  der  Kurve  xy^  =  4ia'^(2a — x)  und  ihrer 
Asymptote  begrenzte  Fläche. 

b)  Die  zwischen  der  Kurve  {a^  -{-  x^)y^  =  a^x^  und  ihren 
Asymptoten  eingeschlossene  Fläche. 

c)  Die  von  der  Schleife  der  Strophoide  (129,  1))  einerseits 
und  andererseits  von  den  unendlichen  Asten  und  der  Asymptote 
umschlossene  Fläche. 

d)  Die  ganze  von  der  Kurve  (?/  —  xf  =  a-  —  x^  begrenzte 
Fläche. 

e)  Die  Fläche  eines  Blattes  der  Kurve  a-y'^=  x^{a'  —  x^). 

f)  Die  Fläche  eines  Blattes  der  Kurve  r^  cos  9)  =  a- sin  3  g). 

g)  Die   ganze  Fläche   der   Kurve  r  =  a  (cos  29?  +  sin  2q)). 

h)  Die  Fläche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Um- 
läufen der  Archimedischen  Spirale  (136,  1))  und  zwei  Radien- 
vektoren. 

i)  Die  von  der  Parabel  p^  =  ax  und  dem  Kreise  x^  +  y^ 
=  2ax  eingeschlossene  Fläche. 

j)  Die  Fläche  zAvischen  zwei  Kadien  einer  Ellipse. 

312.  Mechanische  Quadratur.  Hierunter  versteht  man 
die  näherungsweise  Ausrechnung  eines  einfachen  bestimmten 
Integrals,  bei  welcher  nicht  der  ganze  Verlauf  der  zu  integrie- 
renden Funktion,  sondern  nur  einzelne  zu  bestimmten  Werten 
der  Variablen  gehörige  Werte  derselben  zur  Geltung  kommen. 
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Die  Bezeiclinung  „Quadratur"  führt  das  Problem  daher, 
weil  es  sich  in  geometrischem  Gewände  dann  einstellt,  wenn 
eine  durch  Zeichnung  gegebene  Kurve  cjuadriert  werden  soll; 
die  in  Verwendung  zu  ziehenden  Funktionswerte  werden  hier 
durch  Messung  einzelner  Ordinaten  gewonnen. 

In  anderen  Fällen  werden  diese  Werte  durch  messende  Be- 
obachtung gewisser  Größen  oder  auch  durch  Rechnung  gefun- 
den, denn  von  der  „mechanischen"  Quadratur  im  Gegensatze 
zur  strengen  Integration  wird  auch  Gebrauch  gemacht,  wenn 
der  analytische  Ausdruck  der  Funktion  letztere  nicht  zuläßt. 

Neben  der  mechanischen  Quadratur  einer  gezeichneten  Kurve 
durch  Rechnung  kennt  man  auch  eine  solche  mittels  besonderer 
3Iechanismen  (Planimeter);  diese  schließen  wir  aus  dem  Rahmen 
unserer  Ausführungen  aus. 

I.  Das  nächstliegende  Hilfsmittel  zur  Berechnung  eines 
bestimmten  Integrals 


jf{x)d: 


ergibt  sich  unmittelbar  aus  dessen  Definition  (228):  teilt  man 
das  Intervall  (a,  6)  in  n  gleiche  Teile  h  = ,  so  konver- 
giert sowohl  der  Ausdruck 

z  =  n  —  1 

h^fia^Kh), 
als  auch 

h^f{a  +  yJi) 

für  lim  h  =  0  (yih  =h  —  a)  gegen  den  durch  das  Integral  de- 
finierten Wert,  so  daß  näherungsweise  gesetzt  werden  darf: 

b 

\l)       ff{x)dx  -  h [/■(«)  +  f{a  +  /<)  +  •••+  f(l  -  h)-\ 

a 

wie  auch 

b 

(2)       ff{x)dx  -  h  U{a  +  h^+  f{a  +  2A)  +  •  •  •  +  /'(?>)] ; 

a 

der  Ansatz  ist  um  so  zutrefiFender,  je  kleiner  h,  also  je  größer 
n  genommen  wurde. 

Czuber,  Vorlesungen.    11.    3.  Aufl.  17 
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Ist  y  =  fix)  durch  eine  Kurve  dargestellt,  so  mögen  ein 
für  allemal  die  zu  den  Abszissen 

a,  a  -\-  Ji,  .  .  .  a  -\-  xh,  .  .  . 
gehörigen  Ordinaten  mit 

Vo^   Vi:   •  •  •  ■>   V/.^  •  •  • 

bezeichnet  werden.  Diese  Darstellung  lehrt  auf  einen  Blick^ 
daß  bei  einer  beständig  wachsenden  Funktion  die  Formel  fl) 
einen  zu  kleinen,  (2)  dagegen  einen  zu  großen  Wert  für  das  In- 
tegral liefert,  und  daß  bei  einer  beständig  abnehmenden  Funk- 
tion gerade  das  Umgekehrte  stattfindet. 

Daher  darf  man  unter  allen  Umständen  erwarten,  daß  sieh 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (2)  dem 
strengen  Werte  des  Integrals  in  stärkerem  Maße  anpassen  werde 
als  jeder  einzelne,  daß  also  zutreffender 


(3) 


/,[ 


/(«)  +  fQ>) 


j  f(x)dx 

a     ■ 

+  f{a  +  li)  -f  f{a  +  2/0  +  ■  •  •  +f{b~Ji) 


oder  in  anderer  Schreibweise: 


(4) 


0 

Jydx  -  h  \y^±y^  +  ^^  +  y^  + . . .  +  y^_  j 


gesetzt  werden  kann. 

Diese  Formel  führt  aus  geometrischen  Gründen  den  Namen 
Trapezformel;  denn  das  arithmetische  Mittel  aus  zwei  überein- 
ander stehenden  Gliedern  von  ( 1)  und 

(2),  wie 

7,   y-y-^l  +  Vy 
2  ' 

bedeutet  die  Fläche  des  Trapezes^ 
y  welches  von  den  Ordinaten  ?/^_i,  y,, 
j-X  (Fig-  1^0)  >  der  Abszissenachse  und 
der  Sehne  M.^_^  M.^  begrenzt  ist. 
Die  Formel  (4)  setzt  also  an  die  Stelle  der  durch  die  Kurve 
MqM^  begrenzten  Fläche  diejenige,  welche  nach  obenhin  durch 
das  Sehnenpolvgon 
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begrenzt  wird;  sie  gibt  zu  viel  bei  einer  nach  obenhin  be- 
ständig konkaven,  zu  vrenig  bei  einer  nach  oben  beständig  kon- 
vexen Kurve,  und  nur  wenn  Konkavität  und  Konvexität  abwech- 
seln, wird  ein  teilweiser  oder  vollständiger  Ausgleich  stattfinden. 
Beispiel.    Zur  Illustration  diene  das  Integral 

1 
dx 


L 


dessen   strenger  Wert  Z2  =  0,693  147  18  .  .  .   im  voraus   angeb- 
bar ist. 

Wendet  man  darauf  die  Formel  (4)  mit  n  =  8  an,  so  stellt 
sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

y^  =  ~  =  0,888  888  88 
2/2=  5=  0,8 
y,=^~^  0,127 212  12 
«/^  =  3  =  0,666  666  66 
2/5=^  =  0,615  384  61 
2/6=  Y  =  0,571  428  57 
«  =  A  =  0,533  333  33 

^ '        15  ' 

2/8=    l=^P 


^^^  +  2/1  +  2/2  +  ••  •  +2/7  =  ^552974  75 

0,69412184; 


2 

1 
dx 


0 


dem  strengen  Werte  gegenüber  ist   dies  (um  0,000  974  66)  zu 
groß,  weil  die  Kurve  j/  =  ,  eine  Hyperbel,  in  dem  Inter- 

valle (0,  1)  konkav  nach  oben  ist. 


17' 
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IL  Es  liegt  nahe,  die  obere  Begrenzung  der  zu  bestimmen- 
den Fläche  in  passender  Weise  durch  Tangenten  der  Kurve  zu 
ersetzen.  Am  einfachsten  geschieht  dies  in  der  Weise,  daß  man 

(«,  h)   in   eine  gerade  Anzahl  gleicher  Teile  ]i  =  —    -  zerlegt, 

in  den  Endpunkten  der  Ordinaten  y^,  Vz:  •  •  ■  ■>  y-2n-\.  ™'^  unge- 
radem Zeiger  die  Tangenten  zieht  und  jeweilen  bis  zu  den 
Nachbarordinaten  links  und  rechts  führt.  Dadurch  entsteht 
eine  aus  Tangenten  und  Ordinatenlinien  zusammengesetzte  po- 
lygonale Begrenzung  und  die  betreffende  Figur  (Fig.  171)  zer- 
fällt in  Trapeze  von  der  Breite  2h,  welche 
der  Reihe  nach  die  Inhalte 

besitzen;  daraus  ergibt  sich  die  Näherungs- 
formel 

6 

(5)  fydx  ~  2/i(!/i  -f  ^3  -f  . .  •  4-  2/2.-1), 

a 

welche  dadurch  bemerkenswert  ist,  daß  sie  nicht  die  Kenntnis 

aller  Teilungsordinaten,  sondern  nur  derjenigen  mit  ungeradem 

Zeiger  erfordert. 

Beispiel.   Wendet  man  diese  Formel  auf  dasselbe  Integral 

mit  w  =  8  an,  so  hat  man: 

1 


h  = 


16 


16 


2/1  =17  =  0,941176  47 

16 


w,  =  :~  =  0,842  105  26 
js       ly         ' 

0,761  904  76 


16 
21 


16 


2/,  =  ^  =  0,695  65217 


2/9 


J^  =  0,592  592  59 


16 


2/13  =.0  =  0,551  724  13 


29 
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!/i5=^  =  0,516  129  03 

^1  +  2/3  +  •  •  •  +  2/i5  =5,54128441 


/ 


dx 

1 T« 


0,692  660  73, 


was  gegenüber  dem  strengen  Werte  um  0,000  476  45  zu  klein 
ist.  Der  Fehler  hat,  was  vorauszusehen  war,  entgegengesetztes 
Vorzeichen,  aber  einen  weniger  als  halb  so  großen  Betrag  ge- 
genüber dem  früheren;  letzteres  erklärt  sich  dadurch,  daß  die 
Tangenten  enger  der  Kurve  sich  anschließen  als  die  Sehnen. 

III.    Eine  weitere,  von  Parmentier  herrührende  Formel 
ergibt  sich,  wenn  man  die  Kurve  nach  Teilung  von  {a,  h)  in 

2n  Teile  Ji=:^~  durch  das  Sehnenpolygon  M^M^lf^M^  ... 

J/2n-i-^^2w  ersetzt;  die  so  entstandene  Figur  zerfällt  dann  in 
zwei  Trapeze  von  der  Breite  h  mit  den  Inhalten 

2/0+2/1  1.     2/2n-l  +  >/2n 


h 


h 


und  in  n  —  1  Trapeze  von  der  Breite  2  h  mit  den  Flächen 

^K^/i  +  y-ö),  Hys  +  y^),  ■•■>  ^^iy-ins  +  ?/2«-i)5 

durch  Zusammenfassung  erhält  man 


(6)   /  ydx  ~  2h 


'<>~^  +  2/,+2/3+---  +  ^2«-l+'^"-/^ 


Angenommen,  die  Kurve  wäre  im  ganzen  Verlaufe  nach 
oben  konvex;  dann  liefert  Formel  (5)  einen  zu  großen,  (6) 
einen  zu  kleinen  Wert  und  der  Unter- 
schied beider,  d.  i. 


(') 


2  h 


2/0  —  j/i  ,  y^n  —  y^n-i 

4  4  . 

2/0  +  2/2n  2/1+ 2/2« -1 


ist  größer  als  die  Abweichung  jedes  der 
beiden  Näherungsbeträge  von  dem  stren- 
gen Werte.     Dieser  Unterschied   läßt   sich    geometrisch    leicht 
konstruieren;   die  Sehne  M^M^^  (Fig.  172)   schneidet  nämlich 
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auf  der  mittleren  Ordinate  y^  die  Strecke  "  °        — ,    die   Sehne 

Jf,ilf2„_i  die  Strecke  ^i +^^^"-1  ab,  und  die  Differenz  beider 

Strecken  bestimmt  mit  h  ein  Rechteck,  das  durch  (7)  ausgedrückt 
ist;  dieses  Rechteck  gestattet  dann  sowohl  den  Fehler  der 
Formel  (5)  wie  jenen  von  (6)  zu  schätzen. 

Die  Formel  (6)  verlangt  außer  der  Messung  der  Ordinaten 
mit  ungeradem  Zeiger  auch  die  Kenntnis  der  beiden  End- 
ordinaten. 

Beispiel.    Mit  w  =  8   liefert   die  Formel  (7)  'das  folgende 
Resultat: 
1 

dx  1 


/r 


+  x 


rxj 


[5,541  284  41  +  0,010  673  62]  =  0,693  994  75 ; 


dasselbe  ist  dem  strengen  Werte  gegenüber  um  0,000  747  57  zu 
groß,  etwas  genauer,  als  es  bei  fast  gleichem  Arbeitsaufwand 
die  Trapezformel  geliefert  hat. 

IV.  Eine  allgemeine  Methode  der  mechanischen  Quadratur 
besteht  darin,  daß  man  die  Funktion  fix)  im  ganzen  Intervalle 
{a,  h)  oder  streckenweise  durch  andere  Funktionen  ersetzt^  welche 
sich  ihr  in  entsprechendem  Maße  anschließen  und  unmittelbare 
Integration  zulassen;  der  Anschluß  wird  dadurch  erzielt,  daß 
man  die  Forderung  stellt,  es  möge  das  gewählte  (p{x)  an  be- 
stimmten genügend  nahe  aneinander  liegenden  Stellen  mit  f(x) 
übereinstimmen.  Der  Wert  von  f  (p  {x)  dx  ist  dann  ein  Nähe- 
rungswert für  /  f(x)  dx . 

Greometrisch  bedeutet  dies,  daß  man  die  gezeichnete  oder 
analytisch  bestimmte  Kurve  durch  eine  gesetzmäßig  gestaltete 
quadrierbare  Kurve  ersetzt,  die  mit  ihr  eine  entsprechende  An- 
zahl vorgeschriebener  Punkte  gemein  hat. 

Der  Ausführung  dieser  Methode  schicken  wir  einen  Satz 
voraus,  der  auch  in  anderen  Fällen  nützliche  Anwendung  gestattet. 

Ist  cp{x)  eine  ganze  Funktion  höchstens  vom  dritten  Grade, 
so  gilt  in  aller  Strenge 

b 

(8)  Jcp  {x)  dx  =  ^-^  [<f  (a)  +  4  9,  («4-')  -f-  ^  (&)] , 
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SO  daß  der  Wert  des  Integrals  aus  den  beiden  Endwerten  und 
dem  mittleren  Werte  der  FunMion  berechnet  tverden  Icann. 

Führt    man    nämlich    in    dem    Integrale    die   lineare   Sub- 
stitution 

a  4-  b    ,    b  —  a  , 

durch,  so  geht  q){x)  wieder  in  eine  ganze  Funktion  höchstens 
dritten  (jrrades  von  f: 


dx  in  — - —  dt   über    und    die    Grenzen    der    neuen    Integration 


A^Bt^Cf^  Dt', 

Ul] 

sind  —  1,  +1;  so  daß 

b  1 

J  (p  (x)  dx  =  ^-~f(Ä  +  Bt  +  Cf  +  Dt')  dt 

a  -1 

=  (b-a){Ä^^)', 

da  nun  den  Werten  a,  ——- ,  b  von  x  der  Reihe  nach  die 
Werte  —1,0,  1  von  t  entsprechen,  so  ist 

cp{a)  =  Ä-B+  C-D 

cpib)  =  A  +  B+C+D', 
daraus  folgt 

9^(«)  +  4g)  (^)  +  <p{b)  =  6^  +  20 
und  weiter 

damit  aber  ist  Formel  (8)  tatsächlich  als  richtig  erwiesen.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  daß  sie  in  Geltung  bleibt,  auch  wenn 
(f{x)  von  niedrigerem   als  dem  dritten  Grade  ist. 

h 

V.  Um  von  diesem  Satze  bei  dem  Integrale  1  f(x)dx  prak- 

a 

tischen  Gebrauch  zu  machen,  teile  man  zunächst  (a,  b)  in  2n 
gleiche  Teile  h  =  — — 5  in  dem  DoppelintervaUe  (a,  a  -\-  2h) 
ersetze  man  f(x)  durch  jene  ganze  Funktion 

a  -{-  ßx  -^  yx', 
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welche  mit  fix)  an  den  Stellen  a,  a  -j-h,  a  +  2]i  übereinstimmt, 
dortselbst  also  die  vorgezeichneten  Werte  if^,  y^^  y.^  hat  —  die 
Funktion  ist  durch  diese  Forderung  vollständig  gegeben;    und 

nun  ersetze  raan  I  f(3c)  d x   näherungsweise    durch    das    Integral 

a 

dieser  Funktion,  d.  i.  laut  (8)  durch 

Auf  Grund   analoger  Erwägungen  tritt   an  die  Stelle  von 


lf{x)dx  der  Ausdruck 


a+2h 

usw.:  schließlich  an  die  Stelle  \oia.  jf{x)äx 

b~2h 

h 

y  [2/2^-2  +^^2  «-1  +  2/2  J- 

Durch  Zusammenfassung  erhält  man  schließlich  die  Nähe- 
rungsformel 

h 

(9)   .  J  f^^^ ^^^  ^  y  [^0  +  !/2«  +  2 (^2  +  ^4  +  •  •  •  +  2/2„_2) 

welche  unter  dem  Namen  der  Simpsonschen  Begel^)  bekannt  ist. 
Die  geometrische  Bedeutung  des  ganzen  Vorganges  liegt 
in  folgendem.  Nachdem  man  die  zu  quadrierende  Fläche  durch 
die  äquidistanten  Ordinaten  Po,  Pi,  -  ■  ■ ,  y^n  in  Streifen  zerlegt 
hat,  denke  man  sich  die  Bogenstücke 

31,31,31,,     31,31,31,,...,     M,„_,3I,„_,3I,„ 

durch  Parabelbögen  von  der  Gleichungsform 

y  =  a  +  ßx  i-  yx-, 

d.  i.  durch  Parabeln  mit  zu  OY  paralleler  Achse  ersetzt,  deren 
erste  durch  die  drei  Punkte  31,,  M,,  31,,   deren  zweite  durch 


*)  Veröffentlicht  in  den  Mathematical  Diasertations,  1743,  p.  lO'J. 
Indessen  war  die  Formel  für  einen  Doppelstreifen,  die  doch  die  Grund- 
lage bildet,  schon  von  R.  Cotes,  De  Methode  Differentiali,  1722,  p.  32,. 
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M^,  M^,  JI^  hindurchgeht,  usw.  Der  Ausdruck  rechts  in  (9) 
gilt  für  die  so  abgeänderte  Fläche,  die  sich  bei  genügend 
kleinem  h  augenscheinlich  von  der  gegebenen  nicht  erheblich 
unterscheiden  kaun. 

Dies  bestätigt  auch  die  folgende  Untersuchung.    Entwickelt 

man    if{x)dx  nach  der  Taylor  sehen  Reihe,  so  ergibt  sich: 

a 

a  +  2h 

ff{x)äx  =  2hfla)  +  2h^f'{a) 


+  '^r(a)  +  '^r(a)  +  '^r-(a)  + 


demgegenüber  liefert  die  gleiche  Entwicklung 
h 


^  (^0  +  4y,  +  y.^  =  4  [fia)  +  4f{a  +  h)  +  fia  +  2h)] 


=  |[/X«)  +  4  [fia)  +  hf'ia)  +  ^;-V"(«)  +  6V"'(«) 

+  {/■(«)  +  2hf\a)  +  2hrXa)  +  ^-^fia)  +  ^~^r\a)  +•.•)] 
==2hf{a)  +  2h'f'{a)^-^-^r{a)^^^'r(a)V~r{a)  +  •  •  •; 

hiernach  beträgt  der  Unterschied  beider  Größen  mit  Außer- 
achtlassung von  Gliedern  höherer  als  der  fünften  Ordnung  in 
bezug  auf  // 

Für  das  nächste  Intervall  (a  +  2h,  a  +  4Ä)  ergibt  sich 
auf  gleiche  Weise 

schließlich  für  das  Endintervall  [b  —  2h,  h) 

Demnach  beträgt  der  Unterschied  zwischen  der  linken  und 
rechten  Seite  von  (9)  bei  Beschränkung  auf  Glieder  der  fünften 
Ordnung 
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wofür,  wenn  u  ein  zwisclien  a,  h  passend  gewählter  Wert  ist, 

(10)   -  t'f'-i")  =  -  i^^o  /"■«  —  Is^  /■"(») 

geschrieben  werden  kann.    Wie  man  erkennt,  nimmt  der  zu  be- 
fürchtende Fehler  mit  wachsendem  n  sehr  rasch  ab, 

Beispiel.    Bei  Anwendung  der  Simpson  sehen  Regel  auf 
■das  Integral 


2/0=1 

i/l6=^ 

1,5 


1 
/    dx 

0 

folg 

ende  Rechnung: 

2/2  = 

=  0,888  888  88 

2/1  = 

=  0,941176  47 

2/4  = 

=  0,8 

2/3  = 

=  0,842105  26 

^6  = 

=  0,727  272  72 

2/5  = 

=  0,761  904  76 

2/8  = 

=  0,666  666  66 

2/7  = 

=  0,695  65217 

2/10  = 

=  0,615  384  61 

2/9  = 

=  0,64 

2/12  = 

=  0,571428  57 

2/11  = 

=  0,592  592  59 

2/14  = 

=  0,533  333  33 

2/13  = 

=  0,551  724  13 

4,802  974  75 

2/15  = 

=  0,516129  03 

/ 


1 
dx  1 


O.J 


5,54128441 

[1,5  +  2  .  4,802  974  75  +  4  •  5,541  28441] 


l-fa;        48 

=  0,693  147  64; 


dem  strengen  Werte  gegenüber  ist  dies  nur  mehr  um  0,00000046 

zu  groß. 

Die  Schätzung  des  Fehlers   nach   der  Formel  (10)    ergibt 

folgendes  Resultat.    Aus 

m=4-,  folgt  ^''x»^)=iiw' 

mithin  ist  der  Fehler  ausgedrückt  durch 

4! 
~  2880  -S^Cl+w)« 

•oder 

_  1 

~~   491520(1  -4-  u)^  ' 
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wobei  u  einen  unbestimmten  positiven  echten  Brucb  bedeutet; 
die  äußersten  Grenzen  hiervon,  entsprechend  den  Werten  ?( =  0 
und  u  =  1,  sind 

-  0,000  002  03     und     -  0,000  000  06 , 
so  daß  der  Wert  des  Integrals  mit  Sicherheit  zwischen 

0,693  147  64  -  0,000  002  03  =  0,693  145  61 
und 

0,693  147  64  -  0,000  000  06  =  0,693  147  58 

enthalten  ist;  dies  trifft  auch  tatsächlich  zu. 

VI.  Wendet  man  eine  Parabel  der  dritten  Ordnung  an: 

y  =^  a  -{-  ßx  -\-  yx^  +  ^or" 

und  schreibt  ihr  vor,  mit  der  gegebenen  Kurve  in  vier  äqui- 
distanten  Ordinaten  übereinzustimmen,  so  ergeben  sich  aus  den 
Oleichungen 

!/o  =  ^ 

y^=a-{-2ßh  +  4:y]i^-+  8dh^ 
i/3  =  «  +  ^ßh  +  9y/i2  +  21  dh^ 
Werte  für  a,  ßJi,  yh^,  öh^,  die  in 


An 

ß 


ydx  =  3aÄ  +  1  /5/i'  +  'dyh^  +  ^  dh"- 


0 

eingesetzt,  die  Näherungsformel  ergeben : 

(11)  Jf{x)dx  ~  ^  (?/o  +  3^,  4-  3^,  +  y,), 

0 

die  eine  Zerlegung  der   zu  quadrierenden  Fläche   in  3w  gleich 
breite  Streifen  fordert.    Die  Formel  (11)  stammt  von  Newton*). 

Auf  das  Integral    /  mit  w  =  2  angewendet  ui  =  -  j , 

0 

ergibt  sie  den  Wert  0,693195  35,  der  um  0.00004817  größer 
ist  als  der  wahre. 


*)  In  dem  zehn  Jahre  nach  Newtons  Tode  erschienenen  Methodus 
Differentialis,  1736. 
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Führt  man  die  analoge  Rechnung  mit  der  Parabel  sechster 
Ordnung: 

y  =  a  -^  hx  +  cx^  +  dx^  -f  ex^  +  fx^  +  gx^ 

aus,  indem  man  sie  sieben  äquidistanten  Ordinaten  anpaßt,  deren 
mittlere  y^  in  die  Ordiuatenachse  verlegt  werden  möge,  so  er- 
hält man  einerseits: 


3A 


/ 


ydx  =  6ah  +  18ch^  -f  -~-  elf  -\ — z—  gh'^; 


-3h 

andererseits  findet  sich,  daß 

6^3  +  yo  +  2/2  +  2/4  +  2/6  +  5  (^1  -f  y.J 

=  20  a  +  60  ch'  +  324  eh'  +  2100  gh^, 
mithin  unterscheidet  sich  der  obige  Inteoralwert  von 


[ßi/s  +  ^0  +  ^2  +  !/4  +  .%  +  ö  (yi  +  ^5)] 


3  h 
10  _ 

/-       7       I      1Q      73     r      486       ,5     ,      4410       ,7 


bei  entsprechend  kleinem  h  so  unerheblich,  daß  näherungsweise 


3Ä 


(12)  J  /-(a;)  fZa;  -  4^  [6?/3  +  ^^  +  1/,  +  ^^  +  ^^  +  5  (y^  +  1/5)] 

-3A 

gesetzt  werden  kann.    Dies  ist  die  Wed  die  sehe  Regel,  welche 
eine  Zerlegung  der  zu  quadrierenden  Fläche  in  6  m  gleich  breite 

Streifen  voraussetzt. 

Wendet  man  sie,  n  =  1  (h  =  „)  setzend,  auf  dasselbe  In- 
tegral a-n,  so  ergibt  sich  der  Näherungswert  0,693  149  35,  der 
dem  wahren  Werte  gegenüber  um  0,000  002  1 7  zu  groß  ist. 

§  2.  Rektifikation  von  Kurven. 
313.  Allgemeine  Formeln.  In  Art.  153  ist  die  Länge 
eines  Kurvenbogens  als  Grenzwert  der  Länge  eines  ihm  einge- 
schriebenen Sehnenzuges  definiert  worden,  dessen  Seitenanzahl 
beständig  wächst  und  von  dem  jede  Seite  gegen  Null  konver- 
giert, die  Existenz  eines  solchen  Grenzwertes  vorausgesetzt. 
Die  Bestimmung  der  so  definierten  Länge  wird  als  BeMiftlatioii 
der  Kurve  bezeichnet. 
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Angenommen, 

y  =  f{x) 
sei  die  Gleichung  der  Kurve,  a,  b  seien  die  Abszissen  der  End- 
punkte   des   Bogens.     Die   Eckpunkte    Mq,  M^,  .  .  .  il/„_i,  il/„ 
des  Polygons,  bis  auf  J/^,  il/,^  willkürlicb  angenommen,  mögen 
die  Abszissen 

baben;  die  Länge  der  Seite  J/,,_i  M^  ist  dann  durcb  die  posi- 
tive Quadratwurzel 


y(^v-^.-i)'+(A^v-i)-A^.-i:'? 

gegeben  und  die  Länge  des  ganzen  Polygons  durcb 

n 

1 

Hat  nun  f(x)  an  jeder  Stelle  von  (a,  h)  einen  Diflferential- 
quotienten,  so  ist  dem  Mittelwertsatze  (38)  zufolge 

für  r  =  1,  2,  .  .  .  «;  |,,  bezeichnet  dabei  einen  bestimmten  Wert 
zwischen  ||,_^  und  |,,.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  die 
Länge  des  Polygons 

n 

1 

Nach  226  aber  konvergiert  dieser  Ausdruck,  während  n 
beständig  wächst  und  jedes  x^.  —  x,,_^  =  d^  gegen  Null  abnimmt, 
gegen  eine  bestimmte  Grenze,  nämlich  gegen  den  Integralwert 


0 

Jyi  +  f'{xydx, 


wenn  nur  ]/l  -{-f'(x)-,  also  auch  f'(x),  eine  in  dem  Intervalle 
(«,  b)  endliche  und  stetige  Funktion  ist.  Der  Definition  gemäß 
ist  also  die  Länge  des  Bogens  Mq3I^  ausgedrückt  durch 


(1)  6'  ^fvi^r- 


dx. 
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Weil  der  Grenzwert  der  obigen  Summe  derselbe  bleibt,  wenn 
man  die  ^^,  durch  beliebige  Zwischen  werte  ersetzt,  so  gilt  der 
Satz:  Zieht  man  an  die Bogenstücke  M^M^,  M^3U,  ...  M^^_^  M^ 
(Fig.  173)  in  beliebigen  Punkten  m^,  m^,  .  .  .  k„  Tangenten 
und  begrenzt  diese   durch    die  benachbarten  Teilungsordinaten, 

so  ist  der  Grenzwert  der  Summe  dieser 
Tangentenstücke  unabhängig  von  der 
Wahl  der  Zwischenpunkte  und  gleich 
der  Länge  des  ganzen  Bogens. 

Führt  man  an  Stelle  von  x  eine 
neue  Variable  u  ein  durch  die  Substi- 
tution 

wodurch  vermöge  der  Kurvengleichung  auch 

y  =  2/00 
wird,  so  kommt  an  die  Stelle  von  /  der  Quotient  ^^~  (43,  II) 

und  an  die  Stelle  von  dx  der  Ausdruck  x'{ii)du'.^  wird  der  zu 
rektifizierende  Bogen  beschrieben,  während  u  das  Intervall  (a,  ß) 
durchläuft,  so  ist 


(2) 


.3 

=jyx'{ny  +  y'iufdu, 


eine  Formel,  die  bei  parametrischer  Darstellung  der  Kurve  zur 
Anwendung  kommt. 

Der  FaU  polarer  Koordinaten  kann  als  besonderer  Fall  von 
diesem  angesehen  werden;  ist  nämlich  r  =  f{cp)  die  Gleichung 
der  Kurve,  so  können  auf  Grund  derselben  und  der  Transfor- 
mationsgleichungen: 

X  =  r  cos  (p 

y  =  r  sin  cp 

X  und  y  als  Funktionen  von  (p   aufgefaßt  werden,  und   es  ist 

x  {(p)  =  —  r  sin  qD  +  /  cos  cp 

y'((p)  =       r  cos  q)  ->r  r  sin  gj; 

x' ((py -^  y' ((py  -  y-+i-, 


daraus  folgt 
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SO  daß,  wenn  a,  ß  die  den  beiden  Endpunkten  des  Bogens  ent- 
sprechenden Werte  von  cp  bedeuten, 

(3)  s=  (yr^^V^dcp 

ist. 

Auf  Raumkurven  läßt  sich  die  an  die  Spitze  dieses  Artikels 
gestellte  Definition  der  Bogenlänge  ohne  weiteres  übertragen 
und  führt,  wenn  man  y  und  z  als  Funktionen  von  x  darstellt^ 
zu  der  Formel: 

(4)  s  =JyiTV^T7^dx. 

a 

Dieselbe  gestaltet  sich  wie  oben  um  in 

(5)  s  =  fyx'iuf  -{■  y'^uy  -\-  /{ufdu, 

wenn  x  und  infolgedessen  auch  y  und  z  als  Funktionen   eines 
Parameters  ii  dargestellt  werden. 

Als  besonderer  Fall  sei  eine  sphärisclie  Kurve  erwähnt; 
ist  a  der  Halbmesser  der  Kugel,  auf  der  sie  liegt,  wird  das 
Zentrum  der  Kugel  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Koor- 
dinatensystems gewählt,  so  ist  die  Kurve  in  räumlichen  Polar- 
koordinaten durch 

r  =  a,     6  =  f((p) 

bestimmt;  auf  Grund  dessen  und  der  Transformationsgleichungen: 
X  =  r  sin  6  cos  (f 
y  =  r  sin  6  sin  (p 

z  =  r  cos  B 

können  x,  y,  z  als  Funktionen  von  gc  betrachtet   werden,    und 
es  ist: 

x'{(p)  =       a  cos  6  cos  (p  •  B'  —  u  sin  B  sin  g? 

y'{fp)  =       a  cos  B  sin  q.  ■  B'  -\-  a  sin  B  cos  cp 

z'((p)  =  —  a  Bin  B  ■  B'] 
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daraus  folgt 

x'((py  +  y'{(pY  +  z{q)y  =  a^ö'^  +  a'  sin-  6 
und  vermöge  (5) 

(6)  s  =  a  fye'^+sm^d  ■  dcp ; 

a 

6'  ist  der  Differentialquotient  von  B  in  bezug  auf  tp,  und  a,  ß 
sind  die  den  Endpunkten  des  Bogens  zugehörigen  Werte  von  q). 

Die  Elemente  der  Integrale  (1),  (2),  (3),  (5)  sind  schon 
an  anderen  Stellen  (154,  155,  175)  als  Bogendifferentiale  ab- 
geleitet, definiert  und  geometrisch  gedeutet  worden. 

314.  Beispiele.  1)  ReMifilation  der  Parabel.  Unter  den 
Kegelschnitten  ist  es  neben  dem  Kreise  nur  noch  die  Parabel, 
deren  Rektifikation  auf  ein  elementares  Integral  führt.  Bei  ge- 
eigneter Wahl  des  Koordinatensystems  ist 


c2=  9 


'zpy 


X 


die  Gleichung  der  Parabel;  aus  ihr  folgt  «/'=—;  und  laut  (1)  ist 

X  Ix 

s  =  /  ]/l  -f  ^  ^a;  =  y  fyi  +  u^du 

0  0 

die  Länge  des  im  Seheitel  beginnenden  Bogens,  dessen  End- 
punkt die  Abszisse  x  hat;  die  zweite  Form  geht  aus  der  ersten 
durch  die  Substitution 

1  .  X 

P  '         P 

hervor. 

Das    auszuführende   Integral   ist   nach  253,  (31)  zunächst 

und  nach  252,  (26)  endgültig 

=  |i/rT^+ 1  zG' 4->/r+^): 

mithin  ist 

oder,  wenn  man  für  l  wieder  seinen  Wert  setzt, 

^•=i-Lfi/i^=+'(f+y^+i)]- 
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2)  FieMifikation  der  gemeinen  Zykloide.  Unter  den  Zykloi- 
den läßt  nur  die  gemeine  elementare  Rektifikation  zu  (bezüg- 
lich der  andern  siehe  Beispiel  5)).    Aus  ihren  Gleichungen 

X  =  a(ti  —  sin  ii),      y  =  a{l  —  cos  u) 
folgt 

x{u)  =  «.(1  —  cos  ii),       y'iu)  =  a  sin  u, 

und  daraus  nach  der  Formel  (2)   für  die  Länge  eines   im  Ur- 
sprünge beginnenden  Bogens  der  Ausdruck: 


=  2«  /  si 


sin  -  du  =  ^a  sin^  — 


Setzt  man  insbesondere  u  =  27i,  so  erhält  man  die  Länge 
eines  ganzen  Astes  der  Zykloide: 

5o  =  8  a, 

die  demnach  gleichkommt  dem  vierfachen  Durchmesser  des  er- 
zeugenden Kreises. 

Zur  Vierteilung  der  Zykloide  führt  hiernach  der  Ansatz 

8a  sin-  —  =  2a, 

u  \  .  2 

aus  dem  sich  sin  x  ""  2  '   somit  u  =  -"  ^    ergibt.      Das    erste 

Viertel    entsteht    also    durch   Abrollung  um  120°,    das   zweite 

durch  weiteres  Rollen  um  60''. 

3)   'Rektifikation  der  Lemniskate.    Auf  das  Polarsystem  OX, 

132,  2),  bezogen  lautet  die  Gleichung: 


r  =  a]/cos  2qp; 
daraus  ergibt  sich 

,  a  sin  2  (p 

"j/cos  2qp 

SO  daß  der  vom  Scheitel  A  bis  zu  einem  Punkte  mit  der  Am- 
plitude  95  <  -j-  reichende  Bogen  gleichkommt 
(p  (p 

s  =  a  i  —=^=  =  a  1  -^ 
J  |/cos2(jp  J  |/l 


d(p 


2  sin*g) 
0 
C  2  üb  er,  Vorlesungen.  II.    3.  Aufl.  18 
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Führt  man  hier  die  Substitution 

(a)  ]/2  sin  cp  =  sin  il' 

aus,  vermöge  welcher 

]/  2  cos  (f  d(p  =  cos  xjj  dip 


y  1  —  2  sin^  (p  =  cos  il^ 


cos 


^  =|/l  —  y  sinV 


so  daß  durch  entsprechende  Verbindung 
^qp  1  dijj 


yi  — 2  8in='qp        ^2-1/  1     .    , 

gefunden  wird,  so  ergibt  sich 


a      /^  dib 

S  =  - , 


0 

wobei    die    obere  Grenze  ?/-•    der  früheren  oberen   Grenze  nach 
Vorschrift  der  Gleichung  (a)  zuzuordnen  ist. 

Das  zu  vollführende  Integral   ist   ein   elliptisches   Integral 
erster  Gattung  mit  dem  Modul  -^  •,  die  Reihenentwicklung  eines 

solchen  ist  in  281,  6)  vollzogen  worden. 

Dem  Quadranten  der  Lemniskate  entspricht  die  obere  Grenze 
9>  =  ^    und  dieser  der  Wert  ^  =  — ,  so  daß  der  Quadrant 

n 
L  a      p  dtp  a    -p,  /  1        itX 

^  ~  i75  /  -,  /       1      "=  ~yi     \l/2 '  ^/ 


>'VlA-4 


Bm*i/> 


durch  das  vollständige  Integral  ausgedrückt  ist,  dessen  Wert 
gleichkommt  1'8541,  so  daß  der  Umfang  emer  Lemniskate  vom 
Parameter  a  gleich  ist  5.244  .  .  .  a. 

4)  Rektifikation  der  Ellipse.  Wenn  man  die  Koordinaten 
eines  Punktes  M  der  Ellipse  durch  dessen  exzentrische  Ano- 
malie (f  (160,  2})  ausdrückt: 

X  =  a  sin  od 

y  =  0  cos  (p 
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SO  kann  das  Bogendifferential  in  einer  der  beiden  Formen 


(A)  ds  =]/a^cos^9?  +  l)^sin^  (pd(p, 


(B)     ds  =  ]/a^  —  (a^  —  h^)  sin^  9:  d(p  =  a  ]/l  —  e^  sin^  y  t?9P 

dargestellt  werden;  behält  man  die  zweite  Form  bei,  so  ist  der 

vom    Scheitel    (0/b)    der    kleinen    Achse    bis    zum    Punkte    M 

reichende  Bogen  durch 

/ 

s  =  a  I  ]/l  —  s^  sin^  cp  dcp 

0 

gegeben;  seine  Bestimmung  hängt  also  von  einem  elliptischen 

Integrale  zweiter  Gattung  ab,   dessen  Modul  der  relativen  Ex- 

■i/(j2 52 

centrizität  £  = der  Ellipse  gleichkommt;  die  Reihen- 
entwicklung eines  solchen  Integrals  ist  in  281,  1 )  vorgenommen 
worden.  Insbesondere  hat  man  nach  den  dortigen  Entwicklungen 
für  den  Ellipsenquadranten  den  Ausdruck: 


(C) 


z 

—  =  a  /  |/l  —  e^^rn^  (pdcp  =  aE  U,  ^\ 


—  -T  \}  —  \YJ  Y  ~  \2^/  "3"  J' 

Wie  der  Tabelle  an  der  zitierten  Stelle  entnommen  wer- 
den kann,  ist  der  Wert  des  vollständigen  elliptischen  Integrals 
bei   £  ==  ,,    gleich    r4675,  folglich  der  Umfang  einer   Ellipse 

mit  den  Halbachsen  a  und  — 1/3  gleich  5"870  .  .  .  a. 

Da 

t  <  ]/a^  cos^  fp  +  h^  sin^  (p  <  a, 
wie  man  sich  überzeugt,   wenn  man  unter   der  Wurzel  einmal 
a  durch  h,  ein  zweites  Mal  h  durch  a  ersetzt,  so  ist  auch 

2n:&  <  /  ]/<x^cos^9D  -f  V^sm^cf  dcp  <  2na] 
0 
vermöge  der  Form  (A)  drückt  aber  das  Integral   den   Umfang 
E  der  Ellipse  aus;    dieser  liegt  also,  wie  es    auch  der  Augen- 
schein lehrt,  zwischen  den  Umfangen  des  eingeschriebenen  und 
des  umgeschriebenen  Kreises. 

18* 
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Wir  werfen  nun  die  Frage  auf,  in  welcher  Größenbeziehung 
E  zu  dem  arithmetischen  Mittel  dieser  beiden  Umfange,  d.  i. 
zu  7c{a-i-b),  steht.  Da,  7t  (a -{- h)  durch  Integration  von  acos^gp 
+  &sin^^  auf  dem  Intervalle  (0,  2jr)  entsteht,  so  bilden  wir 


y«^  cos^  (fj  +  b^  sin^  (p  —  (a  cos^  cp  -\-  h  sin-  (p) 

a*  cos^qp  4"  b^  sin^qp  —  (a  cos-qp  -(-  b  sin^  qp)- 
a  cos^qp  -\-  b  sin-qp  -|-  |/a*cos*qp  -)-  fe^  sin^ip 


=  {a-  hy 


sin-qp  cos-qp 


a  cos*  qp  +  &  sin ^  qp  -|-  V«^  cos^  qp  -|-  6*  sin*  qp 
daraus  folgt  durch  Integration  von  0  bis  2;r: 

E  —  7c{a-\-h) 
=  (a  -  hy  t- ^u^^^cos^^d^^ _^^_  ^^y^  j 

J  «COS^qp  +  ft  sin-qp -f]/rt* COS* qp  -j-  fc*sin*qp 
0 

woraus  schon  die  wichtige  Tatsache  entnommen  werden  kann, 
daß  immer  E  '^  7t{a  -\-  l))  ist. 

Um   Grenzen   für   den  Unterschied   zu   erhalten,   bemerke 
man,  daß*) 

2<*         a  cos*qp -j- ^  sin*qp  -|-ya*C08*qp  -j-  6*sin*qp         ^^ 

daraus  ergibt  sich  weiter 

^^  /  sin-  (p  cos-  fp  dcp  <  «^  <^  ^  /  sin-  (p  cos-  (p  d(p] 


0 

da  nun 


1  sin^  (p  cos^  g?  rf^)  "^  '^  /  ^^^"  9'  ^^^^  9^  ^^  ^  T ' 


0  0 

7t 


so  liegt  e7  zwischen  ^     und   „, 
°  8a  86 

Es  ist  also 

Sa        <E-^{a  +  b)< g^—  ,^ 

sonach 

(D)      n(a  +  V)  +  ''!^^<E<.{a  +  i)  +  ^^^^ 


*)  Man  überzeugt  sich  hiervon  wieder,  indem  man  im  Nenner  ein- 
mal a  für  5,  ein  zweites  Mal  &  für  a  setzt. 
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Hiermit  sind  leicht  berechenbare  Grenzen  für  den  Umfang  der 
Ellipse  gefunden. 

Ist  beispielsweise  a  =  21  cm,  h  =  20  cm,  woraus  die  rela- 

1/41 

tive  Exzentrizität  e  =  ~^  =  0,349  .  .  .  folgt,  so  ergibt  die  Aus- 
führung von  (D) 

128,824000  <  ^<  128,824  92, 

so  daß  der  Umfang  der  Ellipse  auf  drei  Stellen,  d.  i.  auf  Hun- 
dertelmillimeter genau  gleichkommt 

E  =  128,824  ...  cm; 

die  Erzielung  eines  gleich  genauen  Resultates  mit  Hilfe  der 
Reihenentwicklung  (C)  würde  einen  weit  größereu  Arbeitsauf- 
wand erfordern. 

5)    Bekfifikation  der  verlängeHen  und  verkürzten  Zykloide. 
Bei  diesen  Linien,  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

X  =  au  —  h  sin  « 

,  «  4=  & 

p  =  a    —  0  cos  u, 

ergibt  sich  für  das  Bogendifferential  der  Ausdruck:  * 


ds  =y{ci  —  h  cos  Hj^+  &"sin^M  du  =  ]/«^  +  h"^ ~  2 ah  cos u  dii-^ 
durch  Einführung  des  halben  Winkels  wird  daraus 


ds  =\/{a-\-hy—  4ah cos-  -du ^ 
somit  ist  die  Länge  eines  ganzen  Astes 

s  =  2jy{a  +  by-4ahcos^~du  =  2{a-\-h)fyi-j^^,cos'~du-, 


setzt  man  den  echten  Bruch 


Aab 


wird  schließlich 


s  =  4(a-f  h)  jy  1  — r- sin'- (p  dtp. 

0 

Die  Länge  stimmt  also  überein  mit  dem  Umfang  einer  Ellipse, 
deren  Halbachsen  A  ^  a  -{-  h,  B  =  \a  —  h\  die  Abschnitte  sind, 
in  welche  der  die  Zykloide  beschreibende  Punkt  den  Durch- 
messer des  rollenden  KJreises  teilt. 
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6)  ReTäifikation  der  RaumJcurve  vierter  Ordnung  x-  =  2py, 
x^=2qz.    Aus  ihren  Gleichungen  folgt 

,  X  r  X 

mithin  ist  laut  Formel  (4)  der  vom  Ursprünge  bis  zum  Punkte 
x/y/£  gezählte  Bogen 

s  -fy^  +  (p  +  ^-.)  x^'  dx  =  IjVl  Th^  du-, 

0  0 

die  zweite  Form  wird  durch  die  Substitution 


V^^  +  h  =  ^'     ^"^ 


herbeigeführt.     Im   Hinblick  auf  das   Beispiel   1)    ist   also  der 
räumliche  Bogen  bleich  dem  der  ebenen  Parabel 


rs 


x-'  = 


2p  q 


y, 


gezählt    vom   Ursprung    bis    zu   der 
nämlicben  Abszisse  x,   wie  sie  dem 
Endpunkte    des    räumlichen   Bogens 
entsprach. 
X  T)  BeMifilation  der  sphärischen 

Kurve 

9      I  9      I  *>  9  9      I  9 

X'  -\-  y  -[-  S-'  =  a-,     X'  -\-  y^=^  ax. 
In   räumlichen   Polarkoordinaten    hat   die   Kurve,   von   welcher 
Fig.  174   einen   Quadranten   zur   Anschauung  bringt,   die  Glei- 
chungen: 

r  =  a,       ö  =  |-^; 

nach  Formel  (6)  ist  daher  die  Länge  des  Bogens  AM 
<p  <p 

s  =  a  I  yi  +  cos^95  d(p  =  a  j  y2  —  sin^  cp  dtp 

0  0 

V 

=  a  y2  f  1/ 1  — 2"  sin^  (pdcp. 

0 

Vergleicht  man  dies  mit  den  Resultaten  in  Beispiel  4),  so 
ergibt  sich,  daß  der  genannte  sphärische  Bogen  gleichkommt 
dem  Bogen  einer  EUipse  mit  der  großen  Halbachse  «  ]/2,  der 
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relativen  Exzentrizität  -— ,  also  der  kleinen  Halbachse  a,  gezählt 

|/2'  "= 

vom  Scheitel  der  Nebenachse  bis  zu  dem  Punkte   mit  der  ex- 
zentrischen Anomalie  qp;  insbesondere  ist  der  Quadrant  AC  der 
räumlichen  Kurve  ebensolang  wie  der  Quadrant  dieser  Ellipse. 
8)  Zu  rektifizieren: 

a)  Einen   beliebigen  Bogen  und   den  ganzen  Umfang  der 
Astroide. 

b)  Die  ganze  Länge   der  Kurve   4  (cc^  -f  ?/^)  —  «-  =  3  a^  y^ 
(man  wähle  y  als  Integratious variable). 

c)  Festzustellen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  Kurven 
der  Gleichungsform  a"^y"'=  ^r'""*""  elementar  rektifizieren  lassen. 


d)  Zu  zeigen,  daß  bei  der  Kurve  y 


„«  + 1 


2(w-f-l)a"       2(^—1)0;""^ 

die  Relation  stattfindet:  y^  —  s^  = -i,      r-     (Als  Anfansfspunkt 

— j —  •- 
"*~    •  j 

e)  Zu  rektifizieren  die  archimedische  und  die  logarithmische 
Spirale. 


f)  Die  Formel  zu  erweisen,  daß  s 


_  r    rdr 


,  wenn  j; 


Lot  vom  Pol  zur  Tangente  des  Punktes  (r/qi)  bedeutet. 

g)  Mit  Hilfe  dieser  Formel  die  Epizykloide  zu  rektifizieren, 

insbesondere  zu  zeigen,   daß  ein  Lauf  dieser  Kurve  die  Länge 

Sr{E  +  r) 


E 


hat  (130). 


Fig.  175. 


§  3.  Kubatur  krummfläcliig  begrenzter  Körper. 
315.  Allgemeine  Formeln.  Die  Grundaufgabe  der  Ku- 
batur: Das  Volumen  eines  zylindrischen,  in  der  Richtung  der 
.Z- Achse  sich  erstreckenden  Körpers  zu  berechnen,  dessen  un- 
tere Begrenzung  durch  die  in  der  :r^-Ebene  liegende  Figur  P 
(Fig.  175),  dessen  obere  Be- 
grenzung durch  die  Fläche 

^  =  f(^,  y) 

gebildet  wird,  ist  in  290  ge- 
löst worden,  und  zwar  ergab 
sich  für  jenes  Volumen  v  die 
Formel: 
(1)        V  =  f  f  zdxdy 
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und  nacli  Ausführung  einer  Integration,  z.  B.  derjenigen  nach  tj^ 


(2) 


V  =  j  udx; 


Fig.  176. 


hierin  bedeutet  u  den  Querschnitt  QMTS  des  Körpers,  geführt 
im  Abstände  x  parallel  zur  ?/^- Ebene. 

Diese  Formeln  sollen  nun  verallgemeinert  werden.  Es  handle 
sich  um  das  Volumen  eines  von  einer  geschlossenen  krummen 
Fläche  begrenzten  Körpers  (Fig.  176);  die  Begrenzungsfläche 
werde  von  jeder  Parallelen  zur  ^-Achse,  deren  Fußpuukt  X  in 
der  xy-Fihene  innerhalb  des  sichtbaren  Umrisses  C  des  Körpers, 

also  in  der  Figur  P  gelegen  ist, 
zweimal,  in  den  Punkten  31^,  M^, 
getroffen.  Durch  die  Berührungs- 
kurve r  des  umschriebenen  Zylin- 
ders ist  die  Oberfläche  des  Körpers 
in  zwei  Teile,  einen  oberen  und 
einen  unteren,  zerlegt;  ersterer  be- 
grenzt einen  Zylinder  über  P  als 
Basis,  dessen  Volumen 

j  j z^dx dy 

p 

ist,  wenn  s^  =  NM^]   der  letztere  begrenzt   einen  zweiten  Zy- 
linder vom  Volumen 


j  jz^dxdy, 


wo  ^2  =  NM^.    Der  Unterschied  beider  Zylinder  gibt  das  ge- 
suchte Volumen,  wofür  hiernach  die  Formel 


(3) 


V  =  /  /  (^j  —  z^  dx  dy 


gilt.  Dies  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Oberfläche  des  Kör- 
pers die  .T/z-Ebene  schneiden  sollte  (s.  Bemerkung  zu  Fig.  138 
p.  183). 

Man  kann  aber  das  Volumen  des  ersten  Zylinders  auch  durch 


/«i  dx, 
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wobei  u  =  QRTM^SQ,  das  des  zweiten  durch 


J  ii^dx, 


wobei  «2=  QRTM^SQ,  ausdrücken,  und  erhält  dann  für  das 
Volumen  des  vorgelegten  Körpers  den  Ausdruck 

6 

v  =  I  {u^—  U2)dx-^ 

a 

da  aber  u^  —  u^  =  u  die  Fläche  des  Querschnittes  S3I^  TM^ 
darstellt,  so  kann  auch 

b 

(4)  V  =  I  udx 

a 

geschrieben  werden.  Die  Formel  (2)  ist  hiermit  als  allgemein 
gültig  erwiesen.  Das  Volumen  erscheint  nun  als  Grenzwert  der 
Summe  von  zylindrischen  Schichten,  deren  jede  zwei  benach- 
barte, zur  y^-Ebene  parallele  Querschnitte  zu  Grundflächen  und 
deren  Abstand  zur  Höhe  hat. 

Die  Formeln  (2),  (4)  kommen  zur  Anwendung,  wenn  der 
Querschnitt  n  eine  Figur  von  bekanntem  Flächeninhalte  ist; 
in  den  anderen  Fällen  treten  die  Formeln  (1),  (3)  in  Kraft. 
Bei  Ausführung  der  Integrale  wird  selbstverständlich  von  all  den 
entwickelten  Hilfsmitteln  entsprechender  Gebrauch  zu  machen  sein. 

Der  hier  erörterte  FaU,  wo  die  Kubatur  durch  ein  einfaches 
Integral  geleistet  wird,  ist  nicht  der  einzige  dieser  Art;  immer^ 
wenn  es  gelingt,  den  Körper  in  unendlich  kleine  Elemente  der 
ersten  Ordnung  zu  zerlegen,  deren  analytischer  Ausdruck  sich 
augeben  läßt,  kommt  es  auf  eine  einmalige  Integration  an. 

Unter  Umständen  kann  es  sich  empfehlen,  den  Körper  in 
unendlich  kleine  Elemente  von  der  dritten  Ordnunsf  zu  zerleg-en 
und  sein  Volumen  zunächst  durch  ein  dreifaches  Integral  dar- 
zustellen,  das  sich  über  den  Raum  R  des  Körpers  ausdehnt. 
Bei  rechtwinkligen  Koordinaten  ist  dann  (295) 

(5)  '^  ^  ( Ij  ^^^  ^^y  ^^^ 
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Tind  bei  räumlichen  Polarkoordinaten 

(6)  V  -=fffr  sin  ddrd6d(f): 

in  letzterem  Falle  läßt  sich  die  eine  Integration,  die  nach  r, 
ausführen.  Fassen  wir  den  Fall  ins  Auge,  daß  der  Ursprung  0 
sich  innerhalb  des  Körpers  befindet  und  die  Begrenzungsfläche 
durch 

(7)  r  =  fid,cp) 

gegeben  ist,  wobei  f  eine  eindeutige  Funktion  bedeuten  soll; 
dann  wibt  die  Intecrration  in  bezug  auf  r 

r 

/  r^  dr  =  Y  r^ 

0 

und  es  wird  hiermit 

(8)  v  =  ^  jd(p  I  r^smddß, 

0  0 

worin  für  r  der  Ausdruck  aus  (7)  zu  setzen  ist;  diese  Dar- 
stellung entspricht  —  bis  auf  Größen  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung  —  einer  Zerlegung  des  Körpers  in  Kegel  mit  der 
Spitze  0,  der  Basis  r^sinOdOdcp  und  der  Höhe  r. 

316.  Kubaturen  mittels  eines  einfachen  Integrals. 

1)  Kubatur  des  Kegels  und  des  Kegelstutzes.  Ordnet  man 
den  Kegel  derart  an,  daß  seine  Spitze  mit  dem  Ursprünge  zu- 
sammenfällt und  seine  Grundfläche  G  zur  ic-Achse  normal  steht, 
so  ist  der  Querschnitt  im  Abstände  x 

Gx- 

wenn  H  die  Höhe  des  Kegels  bedeutet.    Daher  hat  mau  nach  (4) 

// 

0 

Wird  derselbe  Kegel  durch  einen  Querschnitt  im  Abstände 
My  Ton  der  Spitze  gestutzt,  so  hat  der  Stutz  das  Yolumen 


^     I       2     7 


GjH'—H,^  _  H—H,  G{H^-\-HH,-\-H,^) 
SH'  ~~         3  H^ 
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JT    9 

es  ist  aber  H  —  H^  =  h  die  Höhe,  G  „V  =  9  ^ie  zweite  Grund- 
fläche  des  Stutzes,  endlich  G  rl  =  VG-g,  daher 

v  =  ^{G  +  VGg-{-g). 
2)  Kubatur  des  allgemeinen  Ellipsoids 

«^    '     ö-     '     c- 
Der  Querschnitt  im  Abstände  x  ist  eine  Ellipse,  deren  Pro- 
jektion auf  der  ?/^r- Ebene  die  Gleichung 

11   .   iA  =  1  _  ^ 

hat;  hiernach  ist  die  Fläche  dieses  Querschnitts 

u^^he[l-^). 

Da  dies  eine  ganze  Funktion  des  zweiten  Grades  ist,  so  kann 
mau  nach  dem  in  312,  IV  entwickelten  Satze  schreiben: 

a 

V  =  j  udx  =  ^  (u_^  4-  4:Uq  +  u^): 

—  a 

es  ist  aber  u_^=  u^=  0,  Uq  =  Tthc,  folglich 

4  , 

V  =  ^-  Ttabc. 

o 

Die  Anwendung  des  eben  zitierten  Satzes  auf  den  vorlie- 
genden Gegenstand  führt  zu  einer  schon  von  Kepler*)  auf- 
gestellten Regel,  die  zur  Lösung  zahlreicher  Aufgaben  geeignet 
ist  und  sich  folgendermaßen  aussprechen  läßt:  Ist  der  Quer- 
schnitt u  eines  Körpei's  parallel  zu  einer  festen  Ebene  als  qua- 
dratische oder  kubische  Funktion  seines  Abstandes  x  von  jener 
Ebene  darstellbar,  so  ist  das  Volumen  des  Körpers: 

dabei  bedeuten  A^  B  die  beiden  äußersten  Querschnitte  (Grund- 
flächen), 31  den  mittleren  Querschnitt  und  //  den  normalen  Ab- 
stand von  A,  B. 


*)  Doliometrie,  1615. 
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3)  Kubatur  des  Körpers  OABG  (Fig.  177),  dessen  Basis  ein 
Ellipsenquadrant  mit  den  Halbachsen  OA^=a,   0B  =  1),  dessen 

rückwärtige  Begrenzung  das  Dreieck 
OAG  mit  OC=c  ist,  und  dessen  zur 
y^-Ebene  parallelen  Querschnitte  durch 
Parabeln  MN  mit  der  Achse  31 P  und 
dem  Scheitel  M  begrenzt  sind. 

Der     Querschnitt     im    Abstände 
^Ä~^     OP=x  hat  die  Größe 
2 


PNP3I: 


darin  ist  PN=  —  Va^  -  x",  PM  =  -  (a  -  x):  daher 
2bc 


^  (a  —  x)  Ya^  —  x^ . 
Demnach  hat  man  (269,  3)) 

a 

V  =  Y~2  f  {et  —  ^)  y^^  —  ^^  dx 

0 

a  a 

— 2  I  «  /  ]/a^  —  x'^  dx  —Ix  Ya^  — 


2b( 


x^  dx 


i^i^+i:««^--^)*) 


2abc  f  7t 


lf-4) 


4)  Kubatur  von  Rotationskörpern.  Rotiert  die  Figur  J.J5i)  (7 
(Fig.  178)  um  OX,  so  besehreiben  AG,  BD  Kreisflächen  und 
der  Bogen  GD  eine  Rotationsfläche;  der  von  diesen  dreien  be- 
grenzte Körper  hat  im  Abstände  x  von  0  den  zu  OX  senk- 
V       Fig.  178.     -ö      rechten  Querschnitt 

U  =  7t  if, 

daher  das  Volumen 


V  =  X  1 1 


y^dx; 


y  ist  vermöge  der  Gleichuug  der  Kurve  CD  als  Funktion  von 
X  gegeben. 
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UmdrehungshörperderLemnislate.  AusderGleichung(132,2)) 

bereclinet  sich  das  Quadrat  der  reellen  zu  x  gehörigen  Ordinate 

y^  =  \{a  l/a2^8^2  _  ^2 _  2xy^ 

demnach  ist  das  Volumen  des  von  dem  einen  Oval  beschriebe- 
nen Körpers 

a 

V  =  ^-J{a  VoF+W^  -a'-  2x^)  dx. 

0 

Nun  hat  man  nach  einem  314,  1)  erläuterten  Vorgange 

a  a 

JVa'-hSx'  dx  =  2  V^jy'-^  +  x^  dx 


=  2T/2J^^l/2  +  -;'JU3  +  2l/2)); 

die  noch  erübrigende  Integration  ist  leicht  auszuführen.  Nach 
entsprechender  Reduktion  ergibt  sich 

^  =  T8'[3V2Z(3  +  2j/2)-4]. 

JJmdrehimgslwrper  der  Zykloiden.    Aus  den  Gleichungen 

X  =  au  —  b  sinn,         y  =  ci  —  l>  cos ii 

folgt  y^dx  =  {a  —  h  co&uY du-^  demnach  ist  das  von  der  Fläche 
eines  Zykloidenastes  beschriebene  Volumen 

in 

V  =  7t  I  (a  —  h  cos  ?/,)^  du 

0 

=  7C  \a^u  —  3a^bs'mu-\-     ah^ [u -{- sin acosu)  —  h^ sin u(l „-j  \ 

=  7i'^a{2a'-{-  36^). 

Bei  der  gemeinen  Zykloide  vereinfacht  sich  dieses  Resultat  zu 
b^t^a^-  bei  der  verkürzten  Zykloide  entstehen  zwei  Volumina, 
wovon  das  eine  in  dem  andern  eingeschlossen  ist.  Um  das 
äußere  Volumen  allein  zu  erhalten,  hätte  man  die  untere  Inte- 
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grationsgreuze   durch   das  aus  dem  Ansätze  0  =  au^  —  1)  sin  u^ 
resultierende  Uq  zu  ersetzen  (vgl.  311,  4)). 

Anmerkung.    Schreibt  man  die  Formel  (9)  in  der  Gestalt 


2:tJ\ydx, 


so  erkennt  man  in  dem  Integral,  das  neben  2;r  steht,  das  sta- 
tische Moment  der  Figur  ABDC  (Fig.  178)  in  bezug  auf  OX^ 
das  auch  gleichkommt  dem  Produkte  aus  der  Fläche  S  der  Figur 
mit  der  Ordinate  Y  ihres  Schwerpunktes  E]  hiernach  ist  auch 

(10)  v  =  27iY  ■  S. 

In  dieser  Formel  spricht  sich  die  nach  Guldin  benannte  Regel*) 
aus,  wonach  das  von  einer  Figur  des  Flächeninhalts  S  hei  voller 
Flotation  ieschrieiene  Volumen  gleichliommt  dem  eines  Zylinders 
von  der  Basis  S  und  einer  Höhe,  ivelche  dem  Umfang  des  vom 
Schwerpunkte  der  Figur  heschriehenen  Kreises  gleich  ist. 

Bei  bekanntem  S  und   1"  dient   die  Formel  (10)  zur  Ku- 
batur, bei  bekanntem  v  und  S  zur  Schwerpunktbestimmung, 
■pjg  j-9  So  hat  der  von  dem  Kreise  (Fig.  179)  be- 

schriebene Torus  (195,  3))  das  Volumen 

V  =  27t R  ■  7ir'=  2:tUtr'      {R  >  r)-, 

hingegen  ergibt  sich  aus  dem  oben  gefundenen 
'^  Volumen  des  Umdrehungskörpers  der  Zykloide 
und  ihrer  in  311,  4)  berechneten  Fläche  S  =  37ca^  die  Schwer- 
punktsordinate 

-j;r  ÖTC^  a-  5 

^   ^  2«  ■  37ta-  ^  T  ^' 

durch  welche  der  Schwerpunkt  der  Figur  vöUig  bestimmt  ist. 
5)  Das  Volumen    eines    Zylinders    zu    bestimmen,    dessen 
Basis  P  von  der  Ellipse 

(A)  «J  +  1^  =  ^  (^  >  ^) 


*)  Die  Regel  ist  schon  zu  Ende  des  3.  Jabrh.  n.  Chr.  von  Pappus 
gefunden  worden,  dann  aber  in  Vergessenheit  geraten.  Kepler  gelangte 
in  seiner  Stereometria  doliorum  (161.5)  wieder  zu  ihr,  ohne  sie  zu  for- 
mulieren. Den  Namen  hat  sie  nach  ihrem  dritten  Erfinder,  Paul  Guldin 
(Centrobaryca,  Buch  II,  1640). 
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und  der  nach  oben  durch  eine  Fläche  der  Gleichunffsform 

begrenzt  ist. 

Längs  der  Ellipse 

(C)  |!  +  |:  =  ,,,  (,,>o) 

deren  Flächeninhalt  nahw  ist,  hat  s  den  konstanten  Wert  f(iv) 
beschreibt  also  eine  Zylinderfläche  von  dieser  Höhe;  nimmt  w 
um  dw  zu,  so  ändert  sich  die  EUipsenfläche  um  einen  ellip- 
tischen Ring,  dessen  Inhalt  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung 
in  div  gleich 

Tiahdiv 

ist;  über  diesem  Ringe  ruht  nun  eine  zylindrische  Schale,  welche 
als  Element  des  zu  kubierenden  Körpers  aufgefaßt  werden  kann 
und  das  Volumen 

7tal>f\ic)div 
hat. 

Während  die  veränderliche  Ellipse  (C)  das  Gebiet  P  be- 
schreibt, durchläuft  w  das  Intervall  (0,  A);  iv  =  0  entspricht 
der  Ursprung  0  und  w  ^  l  die  Randellipse  (A).    Demnach  ist 

das  gesuchte  Volumen 

/. 

(D)  V  =  xah  i f(iv) dw . 

0 

Nach  dieser  Methode  kann  beispielsweise  das  EUipsoid 


kubiert  werden;  denn 


-  + 1;  +  -  =  1 


hat  die  Gestalt  (B)  und  die  Randellipse 


+  f  =  i 


die  Form  (A);    demnach  ist  das  halbe  Volumen  des  Ellipsoids 

1 

V  =  Tiahc  I  ]/l  —ivdiv  =  ^  -xahc  \  (1  —  iv)'^  \  =  y  nahe 

0 

4 
und  das  ganze  Volumen  —-  Tcahc  wie  in  2). 
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Ist 


z  =  e 


(5-14) 


die  krumme  Fiäelae  und  (A)  die  Randellipse  von  P,  so  hat  man 
V  =  Ttab  j  e~"'dw  =  7tah{l  —  e~'-)'. 

0 

für  lim  A  =  oo  verwandelt  sich  P  in  die  unendliche  Ebene,  der 
Wert  des  Integrals  aber  konvergiert  gegen  die  bestimmte  Grenze 
3ra&;  hiernach  ist 

e  ^'  dx  l  e  ^  dy  ==  %ah, 

—  00  — c» 

und  weil  die  beiden  Integrationen  unabhängig  voneinander  sind, 

r-S 

\  e  ""  dx  =  a  yTt 

(vgl.  293,  3)). 

6)  Das  Volumen  eines  Zylinders  zu  bestimmen,  dessen  Basis 
P  der  erste  Quadrant  des  Kreises 

(A)  x'"  +  y'  =  i?' 

ist  und  der  nach  oben  hin  durch  das  Konoid 

(B)  ^       .  =  ^(f) 

begrenzt  wird. 

Längs  des  Strahles  OP  (Fig.  180): 

(C)  f  =  «, 

hat  z  den  konstanten  Wert 

/•(«)  =  P3I; 

variiert  a  um  dco,  so  ändert  sich  der  Kreissektor  OÄP,  dessen 
Fläche 

~  R^  arctg  CO 

ist,  um  OPP',  das  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung  in  da 
gleichkommt 

-L  7?2      ^^      . 

2  ^    1  +  0)^' 
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das  über  OFP'  ruhende  keilförmige  Element  des  Körpers  kann 
als  Prisma  angesehen  und  dem  Volumen  nach  durch 

1   2J2  f{<»)äco 


2  l  +  w* 

ausgedrückt  werden. 

Da  nun  (a,  während  der  Strahl  OF  den  ersten  Quadranten 

XOZ  beschreibt,  das  Intervall  (0,  oo)  durchläuft,  so  ist 


00 

(D)  ^  =  |^'/t 


f{cü)dco 


Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Bestimmung  des  Raumes  unter 
dem  ersten  Viertelgang  der  Wendelfläche 

3  =  J)  Arctg  -^ 

innerhalb   des  Zylinders  (A).    Nach  Formel  (D)   hat  man  un- 
mittelbar 


v  =  ^bIi'f-^^  =  \bR'[.rctg^ 


es  ist  dies  die  Hälfte  jenes  Zylinders,  der  den  Viertelkreis  zur 
Basis  und  dieselbe  Höhe  —  hat  wie  der  kubierte  Raum. 

317.  Kubaturen  mittels  eines  Doppelintegrals. 
1)  Das  Volumen  des  Körpers  zu  berechnen,  der  von  den  fünf 
Ebenen  0  =  0-^  x  =  a,  x  =  ß,y  =  y,y  =  d  und  von  der  krum- 
men Fläche 

xy0  ==  c^ 
begrenzt  wird. 

Nach  Formel  (1)  hat  man  hierfür  ohne  weiteres 

(i       ö 

J  J    ^y  J  ^J  y  «y 


2)  Das  von  der  xy-^hene,  dem  elliptischen  Zylinder 

und  dem  hyperbolischen  Paraboloid 

xy 


Z 

c 


begrenzte  Volumen  zu  kubieren. 

C  z  u  b  e  r ,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  19 
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Im   Hinblick  auf  das  lutegrationsgebiet  P  (Fig.  181)   er- 
geben sich  als  Grenzen  bei  Vornahme  der  Integration   nach  y 


und  als  Grenzen  der  darauffolgenden  Integration  nach  x 

Fig.  181.  , 

a  —  a,         a  -\-  a. 
Hiernach  ist 

o;  +  er  2/2  a  -\- a 


^  =  cj  xdxjydy  =  ^~^J  {y./ -  y^')  xdx; 


a  —  a  i/i 


Iß 

-  yi=  Klf^  -r  Vi)  Kif^  —  Vi)  =  ^ 
daher  weiter 


nun   ist  ?//  -^- y^^  =  (r/,  +  y^)  {y^  -  y^)  =--  4  — ^-  "j/a^  _  (^  _  af , 


a  +  a 


v  =  ^L  ya'-ix  -  afdx=~^  {[%  +  a)yo?-l^dl, 

a  —  a  —a 

wenn  man  die  Substitution  a;— «  =  1  anwendet;  es  ist  aber  (236) 

a 

J^Y^r^di  =  o, 

—  a 
a  a 

Jyä^^'di  =  2jyoF^'di  =  '^, 

-a  Ö 

infolgedessen  schließlich 

nahaß 

V  =  ~- 

c 
Das  Resultat  läßt  eine  bemerkenswerte  Deutung  za,  wenn 

aß 
man  beachtet,  daß  jcab  die  Fläche  der  Ellipse  und          die  zu 

ihrem  Mittelpunkte  gehörige  Applikate  des  hyperbolischen  Pa- 
raboloids  ist. 

3)   Der  über  der  a;^-Ebene,   unter  dem   ersten  Gang  der 
Wendelfläche 

2  =  h  Arctg  — 
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und  innerhalb  des  Zylinders 

befindliche  Raum  ist  in  rechtwinkligen  Koordinaten  durch 

R      VR'-  -  x'- 

V  =  h  I  dx  I  Arctg  —  dy 

-R    -Yr^-x''- 

ausgedrückt;  dabei  ist  für  Arctg  —  der  der  Vorzeichenkombina- 
tion von  X,  y  entsprechende  Bogen  aus  dem  Intervall  (0,  '2%) 
zu  nehmen.  Die  Integration  ist  in  dieser  Form  unbequem ;  wen- 
det man  hingegen  Zylinderkoordinaten  an  (294,  2)),  so  drückt 
sich  V  wie  folgt  aus: 

2«  R 

V  =  h  j  I  Arctg  {tgcp)  rdrdcp  =  h  1  ^dcp  \rdr  =  n^hB^. 

0  0 

Die  Wendelfläche  halbiert  also  den  Zylinder  von  gleicher  Höhe 
(TtB^  •  27th)  (vgl  316,  6). 

4)  Der  Körper,  welcher  aus  der  Kugel 

^'  +  «/'  +  ^'  =  a' 
durch  den  Zylinder 

x^  -\-  y'^  =  ax 

ausgeschnitten  wird,  zerfäUt  durch  die  zx-  und  a;?/-Ebene  in 
vier  gleiche  Teile;  sein  Volumen,  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
dargestellt,  hat  (Fig.  182)  den  Ausdruck 

a       Ya  x  —  x'^ 

V  =  4:  I  dx  j  Ya^  —  x^  —  y^  dy. 

0  0 

Bequemer  als  in  dieser  Form  wird  die 
Ausrechnung  in  semipolaren  Koordi- 
naten, indem  dann 


V  =  4:  I   I  Ya^—  r'^rdrdcp, 


ausgedehnt  über  den  Halbkreis  OANO.  Integriert  man  bei 
festem  (p  zuerst  nach  r,  so  sind  0  und  ON  =  acosq)  die  Gren- 
zen;   danach   ist   in  bezug  auf  qo  von  0  bis  —  zu    integrieren. 

Man  hat  daher 

19* 


292 


Zweiter  Teil.     Integral-Reclmung. 


acos(p 


i  j  dtp  j  Ya 


r  d  r 


'2.  a 

0  u 

_  4a» /ä   _   2\ 
~"  ^  \T  ~  T/  ' 

Von  der  HaTblmgel,  welcher  der  Körper  entnommen  ist,  ver- 

g 
bleibt  also  als  Rest  ein  Körper  von  dem  rationalen  Volumen  —  a^. 

318.   Beispiel  einer  Kubatur  durch  ein  dreifaches 

Integral.    Es  ist  das  Volumen  des  von  den  vier  Ebenen 

E^  ^  a^x  -\-  h^y  ■]-  c^z  ■\-  d^  =  0 

E^  =  a^x  +  \y  +  c^z  -\-  d^  =  0 

Es  =  a^x  +  h^y  -{-  c^z  -\-  d^  =  0 


(A) 


E^  =  a^x  +  h^y  +  c^z  +  rf^  =  0 


begrenzten  Tetraeders  zu  berechnen. 

Wollte  man  die  Rechnung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
durchführen,  so  müßte  das  Integrationsgebiet,  durch  den  Um- 
riß des  Tetraeders  auf  der  :ry- Ebene  begrenzt,  in  mehrere  Teile 
zerlegt  und  die  Grenzen  von  z,  y,  x  müßten  für  jeden  beson- 
ders bestimmt  werden. 

Führt  man  hingegen  neue  Variable  u,  v,  iv  ein  durch  die 
Substitutionen  ia,x  +  h,y  +  c,z  =  u 

(B)  \ac^x  +  \y-\-c.2Z  =  v 

\a^x-\-  \y  +  CsZ  =  w, 
so  bedeutet  dies  eine  Zerlegung  des  Raumes  durch  drei  Systeme 
von  Ebenen   JJ,  V,  W  parallel  zu  E^,  E^^  E^  in  schiefparallel- 
epipedische  Elemente. 

Um  die  nötigen  Rechnungen  übersichtlich  durchzuführen, 
seien  die  den  Elementen  von 


B 


\ 
h 


d, 

^3     ^3     "'S 

h,   c.    d. 
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adjungierteu  Unterdeterminanten  mit  den  entsprechenden  großen 
Buchstaben  und  die  Unterdeterminanten  von 


D,= 


mit  den  griechischen  Buchstaben  bezeichnet.  Dann  folgt  aus  (B): 


«1 

h 

Cl 

«2 

h 

^2 

«3 

h 

^3 

y  = 


J  = 


B,- 


1 


und  die  Jaco bische  Determinante  der  Substitution  (B)  ist 

0^1  ßi  n 

0^2     ^2     72 

«3   ßz   Tz 

Die  Integration  nach  den  neuen  Variablen  geschieht  zwischen 
festen  Grenzen.  Die  Ebene  U  hat  nämlich,  um  den  Raum  des 
Tetraeders  zu  durchlaufen,  aus  der  Lage  E^,  d.  i. 

w  -f  ^1  =  0 

sich  in  jene  zu  bewegen,  in  welcher  sie  durch  den  gemeinsamen 
Punkt  der  Ebenen  j^g?  -^3;  ^i  hindurchgeht.  In  dieser  letzten 
Lage  aber  hat  sie  die  Gleichung 

wobei  A,  ;ii,  V  den  Bedingungen 

«2^  +  0^31"^  -f-  ci4,v  =  % 
&2  A  -f  ^3  i«-  +  ^4  ^  =  ^1 

zu  entsprechen  haben,  welche  aus  der  Forderung  des  Parallelis- 
mus mit  Ej^  entspringen.    Aus  diesen  Bedingungen  folgt  dann: 


X  =  — 
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SO  daß  der  Endlage  der  Ebene  die  Gleichung 

oder 

zukommt. 

Die  Grenzen  von  u  sind  also  — d^,  ,, c?j ;  ebenso  finden 

sich  —  d^,   f. d^  als  Grenzen  von  v   und  —  d^,  j^ ^h  ^^^ 

Grenzen  von  ?<;. 

Das  verlangte  Volumen  hat  demnach,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, den  Ausdruck 

—  —7    — —   ?    ——  d 


V  =  I  I  I  jy  dudv  div  =  jr  I  du  I  dv  I  d 


B' 


—  dl         —  d^ 

319.  Weitere  Beispiele.  1)  Das  Volumen  zu  bestimmen, 
das  bei  der  Rotation  einer  Zykloidenfläche  um  die  Scheiteltan- 
gente der  Kurve  erzeugt  wird. 

2)  Eine  Zissoide  (129,  2))  rotiert  um  ihre  Asymptote; 
welches  Volumen  umschließt  die  beschriebene  Fläche? 

3)  Die  durch  Drehung  der  Kurve  xy^  =  Aa'^ißa  —  x)  um 
ihre  Asymptote  beschriebene  Fläche  umschließt  einen  Raum, 
dessen  Volumen  bestimmt  werden  soll. 

4)  Das  Volumen  des  Körpers  zu  bestimmen,  der  von  dem 

einschaligen  Hyperboloid ^  +  Ti  -\-  ^  =  ^,    seinem    Asym- 

«y»  2  «y  i.  ft^  2 

ptotenkegel 3^  +  4ä  +    2  =  ^  ^^-^  f^^^  Ebenen  x  =  Ä,  x  =  B 

begrenzt  wird. 

5)  Das  Volumen  zu  ermitteln,  das  von  der  Fläche   j-  -| 

=  2x  und  der  Ebene  x  ^=  a  begrenzt  wird. 

6)  Das  von  den  Flächen  x^  -{-  y^  =  cz,  x"-  -\-  y^  =  ax  und 
2  =  0  begrenzte  Volumen  zu  bestimmen. 

7)  Den  Körper  zu  kubieren,  der  von  den  Flächen  cz  = 
x^  +  y^  und  z  =  x  -}-  y  begrenzt  wird. 

8)  Den  zwischen  den  Flächen  as:  =  xy,  x  +  y  -\-  z  =  a, 
z  =  0  eingeschlossenen  Raum  dem  Inhalte  nach  zu  bestimmen. 
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Fig.  183. 


§  4.    Komplanation  krummer  Flächen. 
320.  Allgemeine  Formeln.  Die  allgemeinste  Aufgabe, 
die  hier  zur  Lösung  gestellt  wird,  besteht  in  folgendem.     Von 
einer  Ariimmcn  Fläche 

(1)  ^  =  f{x,  y) 

ist  der  durch  eine  geschlossene  Kurve  F  (Fig.  183)  hegrenzte  Teil 
S  seiner  Größe  nach  zu  bestimmen. 

Da  die  elementare  Geometrie  nur  die  Ausmessung  gerad- 
linig begrenzter  ebener  Flächen  lehrt,  so  bedarf  es  einer  Er- 
klärung, was  unter  der  Größe  dieser 
krummen  Fläche,  die  wir  auch  mit 
S  bezeichnen  wollen,  analytisch  zu 
verstehen  ist. 

Zum  Zwecke   der  Aufstellung 
dieser  Definition  projizieren  wir  ä 
mit    seiner   Randkurve    F  auf   die 
a:?/-Ebene  und  erhalten  die  Figur  P 
mit  dem  Rande  C.    Nun 
teilen  wir  P  durch  zwei 
Systeme    von    Parallelen 
zu  OY  bzw.  OX  in  Ele- 


mente;  ein  solches  Ele- 
ment ayßd  sei  durch  die  Teilungslinien  Xf._.y,  X/.:,  yi_i,  Pi  be- 
stimmt, seine  Fläche  ist 

wenn  x,^— x,^_i  =  d^.,  Vi- iJi_t=  ^i  gesetzt  wird. 

Zu  einem  beliebig  innerhalb  ^F  angenommenen  Punkte 
^kNi  gß^ört  ein  Punkt  auf  der  Fläche,  und  die  Tangentialebene 
in  diesem  Punkte  ist  zur  xy-^hene  unter  einem  Winkel  {y) 
geneigt,  dessen  Kosinus  (207,  (5)) 

cos  (y)  = 

ist.    Diese  Tangentialebene   schneidet  aus   dem   über  ayßd  er- 
richteten, zur  a;?/- Ebene  senkrechten  Prisma  ein  Parallelogramm 
AB  CD  aus,  dessen  Fläche 
AP 


h 


y". 


cos  (y) 


=  ^uhVfIiK^W^lT(k^W-\- 1 
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gleichkommt.    Die  Doppelsumme  dieser  Parallelogramme 


w 


AP 


^^  ^J    cos  (y)  ' 

ausgedehnt  über  alle  Elemente  von  P,  konvergiert  aber  zufolge 
des  in  287  bewiesenen  Satzes,  wenn  alle  Differenzen  8^,  £, 
gegen  Null  abnehmen,  gegen  eine  von  der  Wahl  der  Punkte 
|^./?j,  unabhängige  Grenze,  nämlich  gegen  den  Wert  des  Doppel- 
integrals ^  ^ 

p 
Diese  Grenze  soll  nun  die  analytische  Definition  für  die  Größe 
von  S  bilden,  so  daß  wir  mit  den  üblichen  Abkürzungen 

die  Grundformel  erhalten: 

(2)  S  =  f  fVp^  +3^+1  dx  dy . 

p 

Der  Vorgang  stützt  sich  auf  die  anschauliche  Tatsache,  daß 
die  räumliche  Abweichung  zwischen  ABCD  und  ahcd  mit  ab- 
nehmenden Dimensionen  von  aß  yd  immer  geringer  wird  und 
daß  infolgedessen  auch  der  Unterschied  zwischen  der  Größe 
von  ABCD  und  jener  von  ahcd  im  Vergleich  zu  ihnen  selbst 
unendlich  klein  wird. 

Durch  Einführung  neuer  Variablen  kann  die  Formel  (2) 
anderen  Koordinatensystemen,  beziehungsweise  anderen  Teilun- 
gen von  P  angepaßt  werden.  Um  dies  gleich  allgemein  auszu- 
führen, mögen  an  Stelle  von  x,  y  zwei  neue  Variable  t<,  v  durch 

die  Gleichungen 

{x  =  cp{u,v) 

\y  =  ip(u,  v) 

eingeführt  werden;  infolge  von  (1)  wird  auch  ^  eine  Funktion 

derselben  werden:  ,        . 

z  =  x(u,v). 

Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 

dz  dx    ,        dy 

^^^  =  P  -^ — H  2  >■ 

dz  dx    .        cy 

ov        '■    cv        ^   dv  ^ 


Vierter  Absclinitt.    Anwendungen  der  Integral-Rechnung.       297 


TS— ,  TT^ ,  ^^ ,  V^  sind  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  zu  ent- 
nelimen.  Bedient  man  sich  bei  Auflösung  dieser  Gleichungen 
in  bezug  auf  p,  q  für  die  auftretenden  Funktionaldeterminanten 
der  in  291  erwähnten  Donkinschen  Bezeichnuncr,  wonach  z.  B. 


so  wird 


dx 
du 

dy 

du 

dx 

cv 

dy 
dv 

d{x,  y) 
d{u,  v)' 


usw., 


p  =  - 


d{y,  z) 
c  {u ,  v) 
d{x,yy 

diu,  V) 


0.  =  - 


d{z,  x) 
diu,  v) 
d{x,  y) 
d{u,  v) 


Da  ferner  die  Jacobische  Determinante  der  Substitution  (3) 


J  = 


d(x,y) 
diu,  v) 


ist,  so  lautet  (2)  nach  vollzogener  Transformation  (291,  (24)): 

Zuerst  werde  diese  allgemeine  Formel  auf  den  Fall  semi- 
polarer Koordinaten  angewendet;  hier  sind 

X  =  r  cos  (p,        y  =  r  sin  9 

und  r,  (p  die   neuen  Variablen;   die  drei  Determinanten  haben 

die  Werte 

dz  I 


sm  9p  j 


dr 


dz 

r  cos  OD,  K— 

^    dtp 

dl 
dr' 


dz  C2     . 

—  r  ^r-  cos  OD  +  -„—  sm  op 
dr         ^        d(p         ^ 


cos  (p 


dz 

^— ,  — r  smqp 

cos  (p,      sin  gj 
—  r  sin  9?,  r  cos  g? 
ihre  Quadratsumme  ist 


dr 


d(p 


»•2  + 


VTrl+idlp)'^ 
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daher  gilt  in  diesem  Falle  die  Formel: 

An  zweiter  Stelle  nehmen  wir  an,  die  Fläche  sei  auf  räum- 
liche Polarkoordinaten  bezogen  und  habe  die  Gleichung 

(6)        _  r=^ae,cp)- 

dann  sind 

X  =  r  sin  0  cos  cp 

y  =  r  sin  6  sin  q) 

2  =  r  cos  6 

infolge  von  (6)  ebenso  wie  r  Funktionen  von  d  und  955  die  drei 
Funktionaldeterminanten  lauten  jetzt: 

f^  T  CT 

-^  sin  ö  sin  (p  +  r  cos  6  sin  cp,    „ ^  cos  6  —  r  sm  6 

dr    .     ^    .  .         •     n  dr  ^ 

T—  sm  V  sm  w  -\-  r  Bin  b  cos  od,  ^     cos  (^ 

=  —  r  ^^  sin  ö  cos  6  cos  95  +  r  ^  -  sin  gp  +  r^  sin^  6  cos  qp, 


ae 


d(p 


^rz,  cos  ö  —  r  sin  ö,  ^^  sin  ö  cos  w  -\-  r  cos  ö  cos  cp 

00  '      ^H  ' 


cos  6, 


dB 

dr    .     ^  •     0    • 

TT-  sm  0  cos  qp  —  r  sm  t;  sm  qp 

dcp  ^ 

dr 


=  —  r  ^^  sin  ö  COS  ö  sin  qp  —  r  ;5^  cos  qp  4-  r^  sin^  ö  sin  qp, 
-p^  sin  6  cos  qp  +  r  cos  ö  cos  qp,  ^  sin  ö  sin  qp  +  r  cos  6  sin  qp 


>—  sm  ö  cos  qp  —  r  sm  ö  sm  QP ,  ^ 
=--  r  A-^  sin^  6  +  r^  sin  ö  cos  ö: 
ihre  Quadratsumme  ist 


sin  ö  sin  qp  +  r  sin  ö  cos  qp 


Infolgedessen  gilt  für  räumliche  Polarkoordinateu  die  Formel: 
(7)  s=JJ]/[0'+r^ynH+^\-äeä,. 
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Für  eine  sphärische  Figur  vereinfacht  sie  sich  wesentlich; 
wenn  nämlich  r  =  a  konstant  ist,  so  wird 


(8) 


S  =  a^  1  j  sind  dß  dtp, 


Fig.  184. 


eine  Formel,  die  durch  geometrische  Betrachtung  unmittelbar 
gewonnen  werden  kann. 

321.  Zylinder- und  Rotationsflächen.  Die  Formel  (2) 
verliert,  wie  aus  dem  Gange  ihrer  Ableitung  hervorgeht,  Gel- 
tung bei  einer  zur  2- Achse  par- 
allelen Zylinder  fläche.  Handelt 
es  sich  um  die  Quadratur  des 
Stückes  ABDC  der  Zylinder- 
fläche 

(9)  cp{x,y)  =  0, 
(Fig.   184),    das    begrenzt    ist 
von  dem  Bogen  AB  der  Leit- 
kurve,   den  Mantellinien  AC, 
BD  und  der  Kurve  CD,  längs  welcher  (9)  durch  die  Fläche 

(10)  ^{x,  y,  z)  =  0 

geschnitten  wird,  so  denke  man  sich  den  Zylinder  in  eine  Ebene 
abgewickelt;  dann  liegt  die  Grundaufgabe  der  Quadratur  ebener 
Kurven  vor  mit  dem  Unterschiede,  daß  an  die  Stelle  der  Ab- 
szisse der  Bogen  von  AB  tritt:  hiernach  ist 


X 


(11) 


S 


=Jzds, 


darin  bedeutet  z  jene  Funktion  von  x,  welche  sich  aus  (9)  und 
(10)  durch  Elimination  von  y  ergibt. 

Einen  weiteren  wichtigen  Fall,  wo  die  Quadratur  mittels 
einer  einfachen  Integration  bewerkstelligt  werden  kann,  bieten 
die  Eotationsflächen  dar,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  einer 
von  zwei  Parallelkreisen  begrenzten  Zone  handelt. 

Ordnet  man  das  Koordinatensystem  derart  an,  daß  die  Ro- 
tationsachse mit  der  ^-Achse  zusammenfällt,  so  hat  die  Fläche 
eine  Gleichung  der  Form  (195,  2)) 

(12)  ^  =  /'(y^^+?); 
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hieraus  folgt 


,,     q  =  f'{}^^T7) 


y 


x^-\-y^ 


und  die  Eintragung  dieser  Werte  in  (2)  gibt 

fülirt  man  semipolare  Koordinaten  ein,  so  geht  dies  über  in 
S  =  f  fyi+TXry  -rdrdcp. 

Soll  nun  eine  von  zwei  Parallelkreisen  begrenzte  Zone  quadriert 
werden,  so  sind  die  Grenzen  von  r  feste  Zahlen  —  die  Radien 
jener  Parallelkreise,  —  die  von  cp  aber  0  und  2:7r;  letztere  In- 
tegration kann  also  unmittelbar  ausgeführt  werden  und  man  erhält 


S  =  27i  jyi  +f'{rfrdr- 


da  nunmehr  das  übrige  Integral  von  (p  nicht  abhängt,  so  kann 
man  darin  (p  =  0  setzen,  wodurch  r  =  x  wird,  und  findet  so 

J!lg.   löO. 

y 


als  endgültige  Formel  für  die  von  dem  Bogen  M^M^  des  Me- 
ridians (Fig.  185)  beschriebene  Zone 


^1 
8  =  2%  fyi+f'ixfxdx, 


oder,  weil  |/l  -f  f'{x)'^dx  das  Bogendifferential  ds  des  Meri- 
dians ist,  x^x^ 

(13)  S=27tfxds. 

Dementsprechend  beschreibt  der  Bogen  M^M^  der  um  die 
a;  Achse  rotierenden  Kurve  y  =  f{x)  (Fig.  186)  eine  Zone  von 
der  Größe  ^^x^ 

(14)  S  =  2nfyds. 
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Die  Ausdrücke  2%xds,  27tyds  bedeuten  bis  auf  Größen 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  die  von  dem  Bogenelemente 
MM'  im  ersten  und  zweiten  Falle  beschriebenen  Elementarzonen. 

Die  beiden  behandelten  Fälle  sind  nicht  die  einzigen,  wo 
zur  Quadrierung  einer  krummen  Fläche  eine  Integration  aus- 
reicht; dies  tritt  immer  ein,  wenn  die  Fläche  eine  Zerlesuno- 
in  Elemente  zuläßt,  die  sich  durch  einen  Differentialausdruck 
erster  Ordnung  darstellen  lassen.  » 

Anmerkung.    Das  Integral  jycls  in  (14)  hat  die  Bedeu- 

tung  des  statischen  Momentes  des  Bogens  MqM^  bezüglich  der 
a;- Achse,  kommt  also   auch   gleich  dem  Produkte   Ys  aus  der 
Ordinate   Y  des    Schwerpunktes   27  dieses   Bogens   und   seiner 
Länge  s.    Man  hat  demnach  auch 
(15)  S  =  27tYs. 

Darin  spricht  sich  ein  Aualogon  der  Gu Hinsehen  Regel  (316, 4)) 
aus;  es  ist  nämlich  die  von  dem  Bogen  s  heschriebene  Zone  gleich 
dem  Mantel  eines  geraden  Zylinders,  dessen  Basisumfang  s  ist 
und  dessen  Höhe  gleichliommt  dem  Umfang  des  Kreises,  den  der 
Schwerpunkt  des  Bogens  hei  der  Botation  beschreibt. 

322.  Quadraturen  mittels  einfacher  Integrale. 

1)  Quadratur  des  Botationsparaboloids.    Rotiert  die  Parabel 

y^  =  2px 
um  die  a;- Achse,  so  beschreibt  der  im  Scheitel  beginnende  und 
bei   dem   Punkte  mit  der  Abszisse  x   schließende  Bogen   eine 
Kalotte  von  der  Größe  (14) 

S  =  27cJy]/l-\-^dx 

0 

X 

S  =  2%  jy2px-\-p^dx 

0 

=  y^^[{2px+p'f-p']. 

2)  Quadratur  der  BotationseUipsoide.    Die  Ellipse 
beschreibt  bei  der  Drehung  um  die  a;- Achse  ein  oblonges,  bei 
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der  Drehung   um   die  i/- Achse   ein   abgeplattetes   Ellipsoid;    es 
sollen  deren  Gesamtoberliächen  bestimmt  werden. 

Dem  Bogendiffereutial  der  EUipse  kann  man  die  beiden 
Formen 

äs  =  - — ~ dx,     ds  =  - — 't:^ dy 

a^y  h^x  "^ 

verleihen,  je  nachdem  x  oder  y  als  unabhängige  Variable  gelten  soU. 
a)  Die  Oberfläche  des  oblongen  Ellipsoids  ist 

X  =  a  a 

S  =  27tfyds  =  ^fVa^y^  +  h^x^dx 

x=  —  a  —  a 

oder,  wenn  man  y  mittels  der  Ellipsengleichung  als  Funktion 

von  X  darstellt  und  die  relative  Exzentrizität  e  =  ~ einführt. 

a 

a 

S  =  — ^  /  ]/a^  —  t^x^  dx-, 

0 

mittels  der  Substitution  £X  =  an  ergibt  sich  schließlich  (235,2)): 


(A) 


S 


irdu 


=^2^ah[VY^?-h^^} 


ß)  Die  Oberfläche  des  abgeplatteten  Ellipsoids  (Sphäroids)  ist 

y  =b  b 

S  =  27tjxds  =  ^jyoFf^'l?dy; 

y=-b  -b 

drückt  man  x  durch  y  aus  und  benutzt  wieder  die  relative  Ex- 
zentrizität, so  kommt  zunächst 

h 

S^^'^lfVaHY+b'dy 

0 

und  mittels  der  Substitution  asy  =  h^u 

~b~ 

(B)  '  'J 
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Bei  dem  Grenzübergänge  lim  h  =  a,  lim  £  =  0  liefern  die 
Formeln  (A),  (B)  das  nämliche  Resultat,  nämlich  die  Oberfläche 
einer  Kugel  vom  Radius  a,  =  4:7ta^. 

3)  Quadratur  der  durch  Rotation  eines  Astes  der  Zyldoide 

X  =  a(u  —  sin  u) 

y  =  a(l  —  cosm) 
beschriebeneu  Fläche. 


Weil  ds  =  2a  sin  -   du  und  y  =  2a  sin^  ^,  so  ist 


S  =  8;ra^  /  siu^^  ^^  =  IQna^  1  sin^ ada  = 


64         „ 


Aus  der  bekannten  Länge  s  =  8a  (314,  2))  ergibt  sich  mit 

Benutzung  der  Formel  (15)   die   Ordinate   des    Schwerpunktes 

eines  Kurvenastes 

64 


3  4 

=  —  a. 


27t -Sa         3 

4)  Einen  durch  den  Zylinder 

a;2  +  ^2  =  i^2 

begrenzten  Gang  der  Wendelfläche 

z  =  h  Arctg  ^ 
zu  quadrieren. 

0  7/  7)  1" 

Mit  Hilfe  von  i)  = ^-t—^.»   <7  =    9^^     9  findet   man  den 

^  x^-\-y-'    ^        x'-\-y^ 

Kosinus   des   Neigungswinkels   der  Tangentialebene   gegen   die 

a:;^-Ebene 

1 

cos  y  = 


V'+j^ 


und  erkennt  daraus,  daß  er  nur  abhängt  von  dem  Abstände 
r  =  Yx^  -\-  y^  des  Punktes  von  der  ^- Achse.  Schneidet  man  also 
die  Wendelfläche  durch  zwei  koaxiale  Zylinder  von  den  Radien 
r  und  ;•  +  dr,  so  ist  der  ausgeschnittene  bandförmige  Streifen, 
der  sich  in  der  xy-Fihene  in  einen  Kreisring  von  der  Fläche 
27trdr  projiziert,  gleich 

^^^^  =  2;r]/PT7^r?r; 
cos  y  r  '  ? 
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daraus  folgt  die  Oberfläclie  des  ganzen  Ganges 


R 


0  0 

5)  Quadratur  der  Oberfläche  des  dreiachsigen  Ellipsoids 

(A)  5  +  |J  +  -eJ='l  {a>h>c). 

Aus  der  expliziten  Darstellung  von  £  ergeben  sich  die  Dif- 
ferentialquotienten 


2)  = 


X  y 

a  0 


und  hiermit 

-'[-(^)'-(f)'] 


cos^7 


^■'■(fr+«"-(n'+'"^'['-(^)'-( 


Der  geometrische  Ort  solcher  Punkte  des  Ellipsoids,  in  welchen 
die  Tangentialebene  gegen  die  a:?/- Ebene  unter  dem  Winkel  y 
geneigt  ist,  projiziert  sich  auf  die  a:y- Ebene  in  eine  Kurve, 
welche  durch  die  letztgeschriebene  Gleichung  dargestellt  ist,  wenn 
man  darin  ;^  als  konstant  auffaßt;  geordnet  lautet  diese  Gleichung: 

(B)    [l-«^eosV](|rH-[l-^'co.V](i;=sinV, 

gehört  somit  einer  Ellipse  an,  deren  Halbachsen 
a  sin  7  h  sin  y 


V 


-^- (^«  -|     /  Q^ (y^ 


w  ■  r  b 

sind  und  deren  Fläche  sonach  gleichkommt 

jtabain^Y 


(C)  u  =  -— 

wenn  man  sich  der  Abkürzungen 

(D)  !^^  =  «,     ^^  =  ß 

bedient. 
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Durch  eine  Folge  von  Ellipsen  (ß)  mit  wechselndem  y 
werde  das  Integrationsgehiet  -^  -\-  ^s  =  1  in  infinitesimale  ellip- 
tische Ringe  zerlegt;  diesen  entsprechen  auf  dem  Ellipsoid  band- 
förmige Streifen,  deren  allgemeiner  Ausdruck 

die 
cosy 

ist.  Da  y,  vom  Punkte  0/0/ c  anfangend  bis  zur  a:?/- Ebene,  das 
Intervall  0,  —  durchläuft,  so  ist  bei  Benutzung  von  y  als  In- 
tesfrationsvariable 


2 


S 


J  ( 


du 

cos  y 


Teilweise  Ausführung  der  Integration  gibt 


r  u 
Leos  y 


7t  2 

f-T- 


Sin  y 


COS"  y 


dy; 


setzt  man  für  u  den  Wert   aus  (C)   ein   und   transformiert  das 
Integral  durch  die  Substitution 


setzt 


a  cos  y  =  sin  qp, 

^  =  h 

das  zufolge  (D)  ein  echter  Bruch  ist,  so  wird 
nah{a'  —  sin-qp)  "' 


u  sin  qp  cos  qp  )/l  —  Tc^  sin*  qp 
' —  sin*qp)(Zqp 


+ 


tah  r    («'  — ^ 
a  J  sin"  9"^!  - 


Tc^  sin*qp_ 

Formt  man  nun  das  Integral,    das   für   sich   allein   weiter 
ausgeführt  werden  soll,  auf  Grund  der  Identität 

er—  sin^g?  =  a^(l  —  A'^sin^qp)  +  {cc^h^  —  1)  sin^^ 

um,  so  verwandelt  es  sich,  von  den  Grenzen  abgesehen,  in  die 
Summe 

J  sin>  "*"        V  V  |/l^^-*ßin*9' 


C Zuber,  Vorlesungen.     II.     3.  Aufl. 
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und  wenn  in  dem  ersten  Teile  partielle  Integration  zur  An- 
wendung gebracht  wird  mit  der  Zerlegung  yi  —  k^sm^(p,  -^- , 
so  hat  man  weiter 

—  fc^  cotg  cp  ]/l  —  l'^  sin^  q) 

k^cos^q)d(p  f  dcp 


r  k^  C08^  wdw  C 


yi  —  Ä;^sin^  qp 

das  erste   der  beiden  Integrale  zerfällt  weiter  durch   die  Um- 
formung 

h^  cos^  cp  =  h'^—\-{-l  —  h^  sin^  (p 

in  zwei  Integrale  und  der  ganze  Ausdruck  verwandelt  sich  in 


— .  a^  cotg  (pyi  —  li^  sin'  (p  —  {a^Jc^  —  a^)  f  ^ 

J  yi  —  Ä;*  sin*  qp 

-  «2  fyi -h' sin' (pd(p  +  (a^P  -  1)  l\ i^^ 

J  J  yi  — ^■^sin«9) 

=  —  a^  cotg  (f  ]/l  —  k^  sin^  qp 

J  ]/l  — Ä^sin^qp  J 

S 
Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  für  -    ein,  so  wird 

—  ==7taol 


«='  —  sm'  qp 


a  cotg  ^pyi  — A;^sin^93 


2  I  La  sin  qp  cos  qp  |/l  —  Zi^sin-qp 

arcsin«  arcsina 

0  0 

der  vom  Integralzeichen  freie  Ausdruck  nimmt  an  der  oberen 
Grenze  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  an,  sein  Grenzwert  für 

ry  2    __^     1  I  r/        1\  POS        (t) 

lim9)==0  ist  aber,  wie  aus  der  Umformung ^====^  sin  (p 

ßcosqpyl  —  Ä;*sin*qp 

ersichtlich,  =  0,    Demnach  ist  endgültig 
S  =  2;rrt6 


(E) 


arcsin« 


aic3in  a 


0  0 


Die  Oberfläche  des  allgemeinen  Ellipsoids  drückt  sich  also 
durch  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  aus.    Es 
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ist  leicht  zu  erweisen,  daß  die  Formel  (E)  für  h  =  c,  a  =  h  in 
die  Formeln  (A),  bzw.  (B)  von  Beispiel  2)  übergeht.*) 
Für  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbachsen 


b  =  —=  =  0-7559  a,         c  =  ^  =  Oöa 

■j/T  ^ 


2 


ergibt  sich  beispielsweise 

«  2    '  f^  4  '  2    ' 

die  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Formel  (E)  liefert 

ü     '^  ^  ^  0 

entnimmt  man  die  Integralwerte  den  Tabellen  in  281 ,  so  hat 
man  schließlich 

S  =  4jta2  (0-125  +  0-1091  •  1-2125  +  0-3273  •  0-9184} 
=  0-4256  .  4^a^- 

es  beträgt  also  die  Oberfläche  dieses  Ellipsoids  04256  von  der 
Oberfläche  der  mit  der  größten  Halbachse  beschriebenen  Kugel. 

323.  Komplanationen  mittels  doppelter  Integrale. 

1)  Den  Mantel  eines  geraden  elliptischen  Kegels  mit  den 
Basishalbachsen  a,  h  und  der  Höhe  c  zu  quadrieren. 

Verlegt  man  die  Spitze  in  den  Ursprung,  die  Höhe  in  die 
(positive)  0-Achse,  so  hat  die  Kegelfläche  die  Gleichung 


(fr+(i)-(T)^-o 


und  das  Integrationsgebiet  ist  durch  die  Ellipse 

(i)V(fr=i 

begrenzt.    Aus  der  expliziten  Darstellung  von  2  erhält  man 

X  1/ 

c—  c  -^- 

a  0 

P 


«l/(f)'+  (f)"      ^V{i)'+  (f)' 


*)  Der  der  vorgeführten  Lösung  zugrunde  liegende  Gedanke  stammt 
von  E.  Catalan  (Liouville  Journ.  IV.,  p.  323)  und  ist  weiter  ausgebildet 
worden  von  Lobatto  (ib.,  V.,  p.  115)  und  G.  L.  Dirichlet  (Vorlesungen, 
herausgeg.  von  G.  Arendt,  1904,  p.  257). 

20* 
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und  hiermit 


Vp'  +  a'  +  i- 


so  daß  sich  mit  den  Abkürzungen 


V 


'a^-\-  c^  /  X 


^  '^7  h  r 


ergibt: 


die   Integration   ausgedehnt   über   die  erwähnte  Ellipse.     Diese 
aber  verwandelt  sich  durch  die  projektive  Transformation 
X  y  

in  den  Kreis 

und  das  Integral  in 

ausgedehnt  über  eben  diesen  Kreis.  Einführung  semipolarer 
Koordinaten  gibt  endlich 

1  2;l 

S  =  ah  I  rdr  f  Ya^  cos^  <P  +  ß^  sin^  (p  d(p 

0  0 

2ä 

=  -^-—  /  ]/a^  aJ)  cos-  cp  -\-  ß^  ah  sin^  (p  dcp. 

0 

Nach  (314,  4),  (A)  stellt  das  Integral  für  sich  den  Umfang 
einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  aYah,  ßYab  dar,  es  hat 
sonach    ein  gerader  Zylinder  mit  dieser  Ellipse  als  Basis  und 

der  Höhe  ~—  denselben  Mantel  wie  der  Kegel.  " 

Die   vorliegende  Aufgabe   führt   also   auf  ein   elliptisches 
Integral  zweiter  Gattung. 

2)  Von   dem  Körper,  welchen  der  Zylinder 

x^  -\-  y^  =  ax 
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aus  der  Kugel 

^^  +  y^  +  ^^  =  a^ 
ausschneidet  (314,  7),  Fig.  176),  die  in  die  Kugeloberfläclie 
fallenden  Flächenteile  und  die  ganze  Oberfläche  zu  quadrieren. 
Die  Beibehaltung  rechtwinkliger  Koordinaten  erweist  sich 
hier  alsbald  als  unzweckmäßig.  In  semipolaren  Koordinaten 
lauten  die  beiden  Gleichungen: 


r  =  a  cos  (p 


z^Yv 


.2. 


in  Ausführung  der  Formel  320,  (5)  hat  man  also 

dz r  dz r. 

dr  ~       Ya^  —  f^ '    d(f>  ~ 

und  für  ein  Viertel   des   auf  der  Kugel   liegenden   Flächenteils 

71 

2  acosq 


2  a  cos  ip 

S  C -,      r    fär 

T 


'i 

=  aM  (1  —  sin  9))  d(f  =  a^  /^y  —  1  L 


so  daß 


5'=2a2(;r-2). 
Um   ferner   den    zylindrischen  Teil   der   Begrenzungsfläche 
zu  berechnen,  hat  man  sich  der  Formel  320,  (11)  zu  bedienen; 
dabei  ist  ds  das  Bogendifferential  des  Kreises 

r  =  a  cos  g?, 


also  ds  =  ]/r^  -|-  ^'^  ^9^  =  dd^p,  ferner  z  derjenige  Wert,  welcher 
aus  der  Verbindung  der  beiden  Grieichungen 


T  =  a  cos  9),       z  =  ]/a^—  r^ 
hervorgeht,   d.  i.  z  =  a  sin  (p.     Der  vierte   Teil  dieses  Mantels 
ist  sonach 


2 
a?  I  sin  q:'d(p 


M 

4 

0 
und 
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Fig.  187. 


Demnach  ist  schließlich  die  gesamte  Oberfläche  des  Körpers 
0==S  +  3I  =  27ca\ 

gleich  der  halben  Oberfläche  der  Kugel.*) 

3)  In  der  xy-^hene  eines  räumlichen  Koordinatensystems 

ist  eine  zu  OY  parallele  Gerade  LL'  (Fig.  187)  im  Abstände 

OA  =  a  gegeben;  die  aus  0  nach  dieser 
Geraden  gezogenen  Strahlen  OP  bilden 
die  Durchmesser  von  Kreisen,  deren 
Ebenen  durch  OZ  gehen.  Von  der 
Ortsfläche  dieser  Kreise  ist  jener  Teil 
zu  quadrieren,  der  zwischen  dem  klein- 
sten Kreise  OBÄ  und  dem  Kreise 
OMP  liegt. 
Um  die  Gleichung  der  Fläche  zu  finden,  beachte  man,  daß 

0N^-{-  N]\P=  ON-  OP; 


aus  ~^,-r  =  —  folgt   aber   OP  = 

ON^+NM^- 


ON,  folglich  ist  weiter 
~  ON^ 


und  dies  gibt  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichung: 

(x^  -]-  if  -\-  z^)x  =  a  {x^-  -f  y^) . 

Die  Quadratur  aber  gestaltet  sich  am  einfachsten  in  räum- 
lichen Polarkoordinaten-,  in  diesen  heißt  die  Gleichung  der  Fläche 

a  sinö 
r  = 

cos  g? 
In  Anwendung  der  Formel  320,  (7)  hat  man 


dr 

Je 


a  cos  ö 
cos  qp 


er 
dcp 


y[Q\,u.^e+m'^: 


a  sinö  sincp 
COS^qp 

3  r\  *       a  sin  6 
COS  ^  qp 


*)  Das  Problem  der  Berechnung  solcher  Ausschnitte  der  Kugelober- 
fläche, wie  sie  hier  betrachtet  worden  sind,  ist  zuerst  1692  von  Viviani, 
einem  Schüler  Galileis,  aufgestellt  worden.  Was  an  dem  Problem  haupt- 
sächlich interessierte,  ist  der  Umstand,  daß  der  verbleibende  Rest  der 
Halbkugelfläche  quadrierbar  ist  im  engeren  Sinne,  d.  h  darstellbar  durch 
ein  inhaltsgleiches  Quadrat  {iica^  —  6'=  4a"). 
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folglich  ist 

<p  rc  ip 

S=a'  T- r  /  sin^  6  de  =  "f'  r  ^4- ; 

J  COS^qp,/  2  ,7  cos'qp' 

0  0  0 

das  noch  erübrigende  Integral  gibt  bei  partieller  Integration 

r_d^_  _  tgqp  _  Tsin^^     _  tg^  _  r  d^     r^^ 

J  cos^qo         cos  qp       J  cos'^qp      ^         cos  qp      ,/   cos'^qp      J  cos  qp ' 

so  daß  (264) 

% 

"_A?_  =      ^gy       i    ±  7  to-  /"—  4-  -?"\  . 
cos^gj        2  cos  (p  "^   2        ^  \  4   "T   2  /  ) 


J 


0 
mithin  hat  man  schließlich 

4     Leos  qp    '         =>  \  4     '      2  /  J 

324.  Weitere  Beispiele.    Zu  komplanieren: 

a)  Eine  Zone  des  Rotationsparaboloids. 

b)  Eine  Zone  des  einschaligen  Rotationshyperboloids. 

c)  Eine  Zone  des  zweischaligen  Rotationshyperboloids. 


d)  Die  durch  Umdrehung  der  Kettenlinie  ^  =  -5- \e'^  -f- e 

um  die  x-,  beziehungsweise  um  die  y- Achse  beschriebene  Fläche. 

e)  Die  Fläche,  welche  ein  Ast  der  Zykloide  bei  der  Uni- 
di-ehuug  um  die  Scheiteltangente  beschreibt. 

f)  Die  Fläche,  welche  ein  Ast  der  Zykloide  bei  der  Um- 
drehung um  die  Symmetrieachse  erzeugt. 

g)  Den  im  ersten  Raumoktanten  liegenden  Teil  der  Fläche 
z^^  -f  {x  cos  K  +  1/  sin  ciY  —  o^  =  0  (Zylinderfläche). 

h)  Zu  zeigen,  daß  die  Quadratur  der  Flächen  2az  =  x^-\-y'^ 
und  az  =  xy  auf  ein  und  dasselbe  Integral  führt;  insbesondere 
den  Teil  zu  berechnen,  welcher  sich  in  den  Kreis  x'^  -\-  \ß  =  a^ 
projiziert. 

§  5.  Massen-,  Moment-  und  Schwerpunktbestinmningen. 
325.  Allgemeine  Betrachtung.  Bei  den  Anwendungen 
der  Tntecfralrechnung  auf  die  Mechanik  stellen  sich  Probleme 
ein,  die  sich  unter  der  folgenden  analytischen  Form  zusammen- 
fassen lassen:  Es  sei  K  ein  stetiges  geometrisches  Gebilde  — 
ein  Körper,  eine  Fläche,  eine  Linie  — ,  dK  ein  Element  (Dif- 
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ferential)  desselben,  qp  eine  stetige  Funktion  jener  Argumente, 
welche  die  Lage  von  dK  in  K  bestimmen-,  verlangt  wird  der 
Wert  des  über  das  Gebilde  K  erstreckten  Integrals  von  g)dK, 
also  von 

(1)  fcpdK. 

k 

Das  Integral  ist  ein  einfaches,  doppeltes,  dreifaches,  je 
nachdem  (p  eine  Funktion  von  ein,  zwei,  drei  Variablen  ist. 
Also  nicht  auf  die  Anzahl  der  Dimensionen  von  K  kommt  es 
dabei  an. 

Die  Bedeutung  des  Integrals  hängt  von  der  Bedeutunsj  des 
K  und  des  q)  ab.  Allgemein  kann  man  den  Wert  von  (1)  als 
das  Resultat  der  Integration  der  Funktion  <p  durch  das  Gebiet 
K  bezeichnen. 

Die  Aufzählung  einiger  besonderer  FäUe  wird  zeigen,  wie 
umfassend  die  analytische  Form  (1)  ist. 

a)  Bedeutet  K  einen  Körper,  dessen  Volumen  v  ist,  dK  also 
das  Volumdiflferential  dv,  (p  die  Dichtigkeit  einer  den  Körper 
erfüllenden  Masse  an  der  Stelle  des  Elements  dv*),  so  drückt 

(2)  I  cpdv  =  m 

V 

die  3Iasse  des  Körpers  aus. 

Bedeutet  K  eine  ebene  oder  krumme  Fläche,  deren  Inhalt  >S' 
sein  möge,  dK  also  das  Flächenelement  dS,  cp  die  Dichtigkeit 
ihrer  Belegung  mit  irgendeiner  Masse  an  der  Stelle  von  dS,  so  ist 

(3)  j  cpdS  =  m 

s 

die  Masse  der  ganzen  Belegung. 

Desgleichen  wird,  wenn  K  eine  ebene  oder  räumliche  Linie 
von  der  Länge  s  vorstellt,  die  mit  Masse  belegt  ist,  welcher 
an  der  Stelle  des  Elements  ds  die  Dichtigkeit  cp  zukommt, 

(4)  I  q)ds  =  m 

S  y 

die  Masse  der  „materiellen  Linie"  sein. 


*)  Aus  der  BegrifFsentwicklung  des  Integrals  ist  der  Sinn  dieser 
Redewendung  klar;  es  kann  für  <jp  die  Dichtigkeit  in  irgendeinem  Punkte 
des  Raumelements  dv  genommen  werden. 
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b)  Unter  denselben  Annahmen  über  K  wie  vorhin  bedeute 
(p  das  Produkt  aus  der  Dichtigkeit  q  der  Masse  an  der  Stelle 
von  (IK  und  dem  Abstände  d  dieser  Stelle  von  der  Ebene 
(der  Geraden,  dem  Punkte)  E,  so  daß  (p  =  ^ö;  dann  bedeutet 

fQÖdv  =  Jf^ 

V 

(5)  fQddS  =  Mj. 

s 

fgdds  =  Mj. 

s  ' 

das  statische  Moment  der  über  v,  beziehungsweise  S,  s  verteilten 
Masse  in  hezug  auf  E. 

Ist  Q  konstant,  die  Verteilung  der  Masse  also  gleichförmig 
(der  materielle  Körper,  die  Fläche,  die  Linie  homogen),  so  de- 
finiert man  die  mit  Weglassung  von  q  gebildeten  Integrale 

fddv,      födS,      fdds 

V  t>  s 

als  statische  Momente  der  rein  geometrischen  Gebilde  in  bezug 
auf  E. 

c)  Mit  denselben  Bezeichnungen  wie  vorhin  sei  (p  =  qö^^ 
die  hiermit  gebildeten  Integrale 

I QÖ^  dv  =  Jj^ 

(6)  fQd'dS  =  Jj. 

s 

j  QÖ^ds  =  Jj, 

bezeichnet  mau  als  Trägheitsmomente  des  materiellen  Körpers, 
der  Fläche,  der  Linie  in  bezug  auf  E.  Die  mit  Wegiassung 
von  (),  falls  es  konstant  ist,  gebildeten  Integrale 


fd'dv,     fd'dS,      fö^ds 


führen  ebenfalls  den  (ursprünglich  für  materielle  Gebilde  auf- 
gestellten) Namen  Trägheitsmoment  des  betreffenden  rein  geo- 
metrischen Gebildes. 
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Im  zweitnächsten  Paragraphen  wird  sich  Gelegenheit  geben, 
auf  die  Form  (1)  nochmals  hinzuweisen. 

326.  Schwerpunkt.  Wir  greifen  das  Integral 

(7)  ßdv  =  M^ 

V 

wieder  auf,  das  wir  als  das  statische  Moment  des  geometrischen 
Körpers  v*)  in  bezug  auf  E  definiert  haben,  worunter  wir  die 
Ebene 

(8)  I  cos  a  -\-  7}  cos  ß  -\-  t  cos  y  —  ^  =  0 

verstehen  woUen.  Ist  xjy/z  jener  Punkt  in  dv,  von  dem  aus 
wir  den  Abstand  ö  zählen,  so  ist  bei  entsprechender  Festsetzung 
über  das  Vorzeichen 


also 


d  =  X  cos  a  -{-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  p, 
M^  =  j  (x  cos  a  ^  y  cos  ß  -{-  z  cos  y  —  p)  dv 

=  cos  a  I xdv  -}-  cos  ß    ydv  -\-  cos  y  j zdv  —  pv 

V  V  V 

jxdv                     fydv                     jzdv 
=  V cos  a  -\-  ~ cos  ß  4- cos  y  —  f) 

setzt  man   die   von  der  Lage  der  Ebene  E  unabhängigen  Quo- 
tienten 

jxdv  (ydv  jzdv 

(9)  ^ =  X, =  Y.     ^ =  Z, 

so  ist  weiter 

M^  =  v{X.  cos  a  +  Fcos  ß  -\-  Z  cos  y  —  2^]'i 

der  Ausdruck  in  der  Klammer   bedeutet  aber  den  Abstand  z/ 
des  Punktes  X/Y/Z  von  E,  so  daß 

(10)  ilf^=^z/. 

Es  existiert  also  ein  Punkt  U  von  solcher  Art,  daß  das  in 
ihm  „konzentrierte"  Volumen  in  bezug  auf  jede  Ebene  dasselbe 


*)  Wir  benutzen,   ohne   eine  Unklarheit  fürchten  zu  müssen,  v  als 
Zeichen  sowohl  für  den  Körper,  als  auch  für  seinen  Inhalt. 
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statische  Moment  besitzt  wie  das  ausgedehnte  Volumen.  Er 
wird  als  der  Schiverpunld  des  geometrischen  Körpers  bezeichnet; 
seine  Koordinaten  sind  durch  (9)  bestimmt  *)  Die  Zähler  jener 
Ausdrücke  haben  die  Form  (7)  und  bedeuten  die  statischen  Mo- 
mente von  V  in  bezug  auf  die  Koordinatenebenen  yz,  2X,  xy. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  gilt  ebenso  für  eine  Fläche 
S  und  für  eine  Linie  s;  bei  diesen  treten  an  die  Stelle  von  (9) 
die  Gleichungen: 

fxdS  fydS  fzdS 

(11)      ^=V-'  ^=V-'  ^= 


s 


fxds  fyds  Jzdt 

(12)         x  =  ^— -,    r  =  ^--,    ^  =  ^— 


Handelt  es  sich  um  eine  ebene  Fläche  oder  Linie,  so  kann 
die  Betrachtung  in  der  betreffenden  Ebene  durchgeführt  und 
für  JE  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade  genommen  werden. 
Man  überzeugt  sich  dann  durch  eine  der  obigen  analoge  Ana- 
l3'se  von  der  Existenz  eines  Punktes  in  der  mehrerwähnten  Ebene 
von  solcher  Art,  daß  die  in  ihm  konzentrierte  Fläche,  beziehungs- 
weise  Linie,  in  bezug  auf  jede  Gerade  der  Ebene  dasselbe  sta- 
tische Moment  besitzt,  wie  die  ausgedehnte  Fläche,  Linie.  Die 
Koordinaten  X,  Y  dieses  Punktes,  der  als  Schwerpunkt  der 
Fläche,  der  Liuie  definiert  wird,  haben  denselben  Ausdruck  wie 
in  (11),  (12). 

Die  Ausdrücke  (9),  (11),  (12)  lassen  noch  eine  andere  Deu- 
tung zu,  wenn  man  die  Bezeichnung  des  Quotienten  aus  einem 
einfachen  bestimmten  Integrale  durch  das  Integrationsintervall 
als  Mittelwert  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  auf  die- 
sem Intervall  (270)  auch  auf  mehrfache  Integrale  ausdehnt.  Dar- 
nach sind  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  eines  Gebildes 
die  mittleren  Entfernungen  dieses  Gebildes  (d.  h.  der  in  ihm  ent- 
haltenen Punkte)  von  den  Koordinatenebenen,  beziehungsweise 
Koordinatenachsen. 


*)  Die  Ausdrucksweise  „in  einem  Punkte  konzentriertes  Volumen" 
geht  ebenso  wie  die  Bezeichnung  „Schwerpunkt"  auf  physikalische  Vor- 
stellungen zurück. 
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327.   Träglieitsmomente  und  Träglieitshalbmesser. 

Fig.  188  stelle  den  Umriß  eines  Körpers  auf  der  Zeichenebene 

als  Projektionsebene  und  0  die  Projektion  einer  zu  dieser  Ebene 

senkrechten  Aclise  vor.    Ist  dv  das  bei  M  liegende  Volumele- 

„.    ,„„  ment,    so   ist  das  Träqlieitsmoment 

des  Körpers  in  bezug  auf  die  Achse  0: 


(13)  J^  =fd''dv. 


Stellt  man  die  Frage,  in  wel- 
chem Abstände  von  der  Achse  das 
Volumen  v  konzentriert  werden 
müßte,  um  dasselbe  Trägheitsmo- 
ment zu  besitzen  wie  das  ausge- 
dehnte Volumen,  so  heißt  die  Strecke 
li^,  welche  hierauf  Antwort  gibt, 
der  TrägJieitsradius  (aus  dynamischen  Gründen  auch  Schwung- 
radius) des  Körpers  in  bezug  auf  die  Achse;  er  muß  also  der 
Gleichung  J^  =  vk^  genügen,  woraus  sich 


(14) 


k. 


ergibt.  Das  Volumen  kann  auf  einem  mit  0  koaxialen  Zylinder 
von  diesem  Radius  an  beliebiger  Stelle  konzentriert  oder  darauf 
irgendwie  verteilt  gedacht  werden. 

Es  seien  Ox,  Oy  die  Spuren  irgend  zweier  durch  0  ge- 
legten, zueinander  senkrechten  Ebenen,  y,  x  die  Abstände  des 
Punktes  31  von  diesen;  dann  folgt  aus  (13): 

(15)       J^  =f{^^  +  y'')(^v  =fxhJv  +ßfdv  =  J^  +  Jy 


Hiernach  ist  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  eine  Achse 
gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  in  bezug  auf  zwei 
durch  sie  und  senkrecht  zueinander  gelegte  Ebenen. 

Ist  E  die  Projektion  einer  zu  0  parallelen,  durch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  gelegten  Achse;  sind  Z,  X  ihre  Abstände 
von  den  Ebenen  Ox,  Oy,  a  der  Abstand  der  beiden  Achsen,  so 
steUt  sich  das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  E  wie  folgt  dar: 
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-fix'  +  if)dv  +  (Z2  4-  Y^)v  -  2xfxdv  -  2Yfydv 

also  mit  Rücksiclit  auf  (9)  und  (15): 

(16)  J'e=Jo  +  «'^  -  2(X'  +  Y')v  =  Jo-  a'v ; 
daraus  ergibt  sich  durch  den  Übergang  zu  Trägheitsradien: 

(17)  K-m-o^- 

Man  liest  daraus  unmittelbar  ab^  daß  unter  parallelen  Acbsen 
zu  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  das  kleinste  Trägheits- 
moment gehört,  und  daß  die  Kenntnis  dieses  einen  Trägheits- 
moments genügt,  um  es  für  jede  andere  dazu  parallele  Achse 
zu  bestimmen. 

Faßt  man  Fig.  190  als  ehene  Figur  auf,  so  behalten  alle 
voranstehenden  Gleichungen  Geltung;  nur  die  Bedeutung  der 
Größen  wird  eine  andere:  J^  wird  ein  polares,  J^,  J^  werden 
axiale  Trägheitsmomente  der  durch  die  Kurve  umschlossenen 
ebenen  Figur. 

Dieser  für  manche  Gebiete  der  Mechanik  wichtige  Fall 
möge  noch  um  einen  Schritt  weiter  geführt  werden.  Legt  man 
durch  0  außer  den  zueinander  senkrechten  Achsen  OX,  OY 
noch  eine  dritte  Achse  OA,  die  mit  OX  den  Winkel  a  ein- 
schließen möge,  so  daß  ihre  Gleichung 

I  sin  cc  —  7/  cos  ßj  =  0 

lautet,  so  drückt  deren  linke  Seite,  mit  den  Koordinaten  von 
Jf  geschrieben,  den  Abstand  des  Punktes  Jf  von  OA  aus  (vom 
Vorzeichen  kann  abgesehen  werden);  es  ist  somit 

J^  =  I  (x  sin  a  —  y  cos  ccydS 

=  sin^  a  1  x^dS  —  2  sin  a  cos  a  i  xydS  -j-  cos^  cc  j  y^dS 

ü  s  s 

(18)  =  Jy  sin^  ß  —  2  sin  a  cos  ajxydS  ^-  J^  cos^  a. 

s 

1  xydS  =-  D^y  heißt  das  Deviations-  (auch  Zentrifugal-)  Moment 
s 
von  S  in  bezug  auf  das  Achsenpaar  OX,  OY. 
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Es  gibt  ein,  aber  auch  nur  ein  rechtwinkliges  Achsenpaar, 
für  welches  dieses  Moment  den  Wert  0  hat;  denn  dreht  man 
XOY  um  einen  Winkel  (p,  so  ist  das  Deviationsmoment  in  be- 
zusf  auf  die  neuen  Achsen 


/( 


X  cos  (p  -]-  y  sin.  cp)  {—  x  sinfp  -\-  y  cos  (p)dS 

=  (J^—Jy)  cos  g)  sin  ^  +  (cos^  gp  —  sin^  (p)I>x,j 

und  dies  verschwindet  für  tg2(p  =  j  _j't  ,  also  tatsächlich  nur 

für  eine  Lage,  da  sich  die  beiden  Lösungen  nach  cp  um  -  unter- 
scheiden.   (Man  diskutiere  den  Fall  J^  =  J^. 

Die  Achsen,  zu  welchen  das  Deviationsmoment  0  gehört, 
nennt  man  die  Trägheitshauptachsen  der  Figur  S  im  Punkte  0; 
auf  sie  bezogen,  lautet  die  Gleichung  (18): 
J^  =  J^  cos^  a  -\-  Jy  sin^  a ; 

durch  Division  mit  S  ergibt  sich  daraus  die  Beziehung  zwischen 
den  Trägheitsradien  in  bezug  auf  die  Hauptachsen  und  eine  be- 
liebige dritte  Achse,  nämlich: 

(19)  h^  =  F  cos^  a  +  P  sin^  a . 

Diese  Relation  läßt  eine  einfache  geometrische  Deutung  zu. 
Konstruiert  man  nämlich  die  Ellipse 

(20)  ^  +  i-' 

und  führt  an  sie  eine  zu  OÄ  parallele  Tangente,   so  bestehen 
für  deren  Berührungspunkt  x^/yi  die  Gleichungen: 
k^  x^  cos  a  +  ^^  ?/i  sin  a  =  0 


Ä^  "^  i-'  ~    > 

y            .c 

aus  welchen  sich 

x\ 

Ic-  sin^a 

li'i  sin^a 

^ 

Z;^cos^o:  -f  Ä;^sin*D: 

^1 

^ 

Tc^  cos^a 

k\co?,^  a 

y\ 

X 

X 

K 

k\  cos^  a  -f  F  sin^  a 

^•2 

somit  weiter 

^           K          ^A 
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ergibt.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  drückt  aber  das  rezi- 
proke Quadrat  des  Abstandes  /)  jener  Tangente  vom  Ursprung 
aus;  folglich  ist  i?  =  Ä;^. 

Die  Ellipse  (20)  liefert  also  den  zu  einem  ihrer  Durch- 
messer gehörigen  Trägheitsradius,  indem  man  an  sie  eine  zu 
dem  Durchmesser  parallele  Tangente  legt  und  den  Abstand  bei- 
der Linien  mißt.  Man  nennt  diese  Ellipse  die  Trägheitsellipse 
von  S  für  den  Punkt  0  und  insbesondere  die  Zentralellipse, 
wenn  0  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfällt.  Zu  ihrer  kleinen 
Achse  gehört  also  das  größte,  zur  großen  Achse  das  kleinste 
Trägheitsmoment. 

328.  Beispiele.  Die  Auswahl  der  folgenden  Aufgaben  ist 
so  getroffen,  daß  daran  verschiedene  Methoden  der  Rechnung 
vorgeführt  werden  können. 

I.   ScJiwerpunMe  betreffend. 

1)  Den  Schwerpunkt  des  durch  die  Koordinatenlinien  von 
M(x/y)  begrenzten  Abschnittes  der  Parabel  y^  =  22)X  zu  be- 
stimmen. 

Man  wird  hier  von  den  Formeln 

xydx  -w-y^dx 

"V^  ^ y  ^       ^ 

S        '  S 

Gebrauch   machen;   die  Zähler  stellen   die  statischen  Momente 
in  bezug   auf  die  y-,  bzw.  die  ;r- Achse  vor,  wenn  die  Teilung 
in  Elemente  beidemal  durch  Ordinatenlinien  erfolgt. 
Die  Ausführung  gibt 

X 
3 


|/2p  Cx^' 


dx 

_  S 


p  I  xdx 


S  2S  4  ^• 

Durch  X  ist  auch  der  Schwerpunkt  des  durch  die  Doppelor- 
dinate abgeschnittenen  Segments  bestimmt. 

2)  Den  Schwerpunkt  jener  Fläche  zu  bestimmen,  welche 
von  der  Kurve  (y  —  xy  =  a'^  —  x^  und  der  Ordinatenachse  be- 
grenzt wird  und  rechts  von  dieser  liegt. 
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Da 


^-=2 


i/y^ 


9     7  JV  V 


so  ist,  wenn  man  die  Lösungen   der  Kurvengleichung  nach  y 
in  absteigender  Folge  y^,  y^  nennt 


Z  =  "- 


l x{y^  —  y>)d^        2  I xYa^  —  x^clx 


4a 
3ä 


yJ(2/i  —  2/2)  (Vi  +  2/2)  dx 


r= 


Ä 


4a 
3^ 


3)  Den  Schwerpunkt  des  Sektors  S  =  OÄB  (Fig.  189)  zu 
bestimmen,  Avenn  die  Linie  AB  in  Polarkoordinaten  darge- 
stellt ist. 

Der  Schwerpunkt  6  des  Elementes  031M'  =  dS=~r^d(p 

2 
kann  als  in  der  Entfernung  ^  r  von  0  und  mit  der  Amplitude  ip 

angenommen  werden;  seine  rechtwinkligen  Koordinaten  sind  also 

22.. 
mit  -—  r  cos  (p,  —  r  sin  qp  in  Rechnung  zu  stellen.  Infolgedessen  ist 


(21) 


1/ 


x  = 


l. 


Y  = 


r^  cos  cpdtf 


—   /  r'  sin  qpdqp 
3J 


S 


4)  Den  Schwerpunkt  eines  Blattes  der 
Kurve  r  =  a  cos  nq)  zu  bestimmen. 
Zieht  man  jenes  Blatt  in  Betracht,  welches  bei  Variation 
von  qp  zwischen  —  ^r—  und  -rr-  entsteht,  so  ergibt  sich  zunächst 
seine  Fläche: 


S 


Yj  cos^ 


ncpdcp 


4«   ■ 
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sodann  ist  weiter 


2n 


^  /  cos^  ncp  cos  (pdq)  =  -    /  (cos  8^9?  +  3  cos  ncp)  cos  q)d(p 


0 

2?s 


2n 


""  12  /  { 3  COS  (**  ~  1)  9^  +  3  cos  {n  4- 1)  qp  +  cos  (3n  —  1)  y 
-f-  cos  (3?i+  l)9p}(^qp 
a^  (  3  sin(M  —  l)qp        3  sin(H  -j-  1)  qp        sin(3w  —  l)qp 
""l2l^    n—1         ""  w  +  1  '  3w  — 1 

n 
sin(3w  -f  l)qp1^ra^ 

''         3n+  1       )o    ' 
nun  ist  _  _ 

sin  (w  +  1)9)  =  sin  wgp  cos^  +  cos  wqc  sin^, 
daher 

n 
j  sin  (w  +  1)  qp !      =  cos  -— : 

auf  dieselbe  Art  überzeugt  man  sieh,  daß 

n 

{sin(3n=Fl)gp)^"=-cos^; 

hiermit  ist  der  Wert  des  obigen  Ausdrucks 

a»  TT    f     3  3  1  1      I 

12  ^°^  Yn  \n  —  l  '^  «-f  1  ~  3w  — 1  ~  Sw  +  lJ 

=  ^^    («••'_  1)  (9  w^—iy  ^^^2^' 
während   der  Zähler   von   1^  verschwindet,  weil  sin  g?  eine  un- 
gerade Funktion  ist.    Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  sind 
demnach: 

16n^  cos  — — 

^  ^^  T~i TwTi — s 7^; —  ^t  J^    =  0. 

(w-  —  l)(9w*  —  \)Tt     ' 

5)  Den  Schwerpunkt  eines  Ellipsoidoktanten  zu  bestimmen. 

a"  "^   fc« 


Zerlegt  man  den   ersten  Oktanten  des  Ellipsoids  — ^  +  4t 


-i — i  =  1   durch  Schnitte  parallel  zur   ?/ir- Ebene   in  Elemente, 
so  hat  ein  solches  den  Inhalt 

dv  =  '    6c  (1 j  j  dx, 

C Zuber,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  21 
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und  da  v  =  —Ttahc,  so  ist  zufolge  (9) 

a 

0 

3 
vermöge    der    Symmetrie    der   Flächengleichung    ist    Y  =  ~h^ 

6)   Den  Schwerpunkt  eines  Oktanten  der  Kugeloberfläche 
zu  bestimmen. 

Ist  a  der  Radius   der  Kugel,    so  hat  man   in  räumlichen 
Polarkoordinaten  (320,  (8)) 

dS  =  a^  sin  ddddcp 
und  da  a;  =  rt  sin  6  cos  cp,  so  ist  zufolge  (11): 

7t  n 

¥  Y 

a'  /cos  qpcZqo  /sin-ö  (i0 


—  Tra* 

2 

ebenso  y=Z=  -,   so  daß  der  Schwerpunkt  vom  Mittelpunkt 

den   Abstand    „  ]/3   hat.     Noch  einfacher  durch  Zerlegung  in 
Zonen  parallel  der  ?/^-Ebene,  wonach 

a 

I  —  Ttaxdx 
J    2 
-vr       0  a 

7)  Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  durch  Zeich- 
nung gegebenen  Figur  können  die  in  312  für  die  mechanische 
Quadratur  entwickelten  Formeln  ebenfalls  verwendet  werden. 
Hat  man  sich  etwa  für  die  Simpsonsche  Regel  entschieden 
und  den  Inhalt  S  nach  der  dort  unter  (9)  angegebenen  Formel 
bestimmt,  so  hat  man  zur  Ermittelung  des  Schwerpunktes  die 
Ansätze: 
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U.  Trägheitsmomente  betreffend. 

1)  Das  zentrale  Trägheitsmoment  eines  Kreises  vom 
Radius  a  und  das  axiale  Trägheitsmoment  eines  Zylinders  von 
demselben  Radius  und  der  Köhe  h  zu  bestimmen. 

Bei  Zerlegung  des  Kreises  in  konzentrische  Kreisringe, 
des  Zylinders  in  koaxiale  Zylinderschalen  wird 

dS  =  27txdx         dv  =  2%lixdx, 
folglich  einerseits 


andererseits 


Jg=  27C  j  x^dx  =  -^, 

u 
a 

J=  2jr/i  /  x^dx  = 


1 

0 

in  beiden  Fällen  ist  der  Träojheitsradius  derselbe:  /;  =  --=• 

Aus  dem  zentralen  Trägheitsmoment  des  Kreises  ergibt 
sich  das  diametrale  nach  dem  Satze  (15),  da  alle  Durchmesser 
sich  gleich  verhalten,  nämlich  Ju  =  —  Jo=  r  '-,  t^er  Trägheits- 
radius ist  demnach  —• 

2)  Das  diametrale  Moment  einer  Kugel  vom  Radius  a  zu 
bestimmen. 

Zerlesft  man  die  Kugel  durch  Ebenen  normal  zur  Momenten- 
achse  in  Schichten  und  bezeichnet  mit  y  den  Radius,  mit  dx 
die  Höhe  einer  solchen,  so  ist  ihr  Trägheitsmoment  nach  (1) 
Tcy^dx  ■  •^;  folglich  das  Trägheitsmoment  der  Kugel 

a  a 

/=  ^jyhix  =  7t  f{a^  -  x'fdx  ^  ~  ^«', 


und 


7  9  8  r.         4:  o 


3)  Das  Trägheitsmoment  eines  Zylinders  vom  Halbmesser  a 
und  der  Höhe  h  in  bezug  auf  eine  die  Höhe  in  deren  Mittel- 
punkt normal  schneidende  Achse  zu  bestimmen. 

Man  zerlege  den  Zylinder  durch  Normalschnitte  in  Scheiben; 
ist  X  der  Abstand   einer  solchen   Scheibe  von  der  Momenten- 

21* 
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achse  und  dx  ihre  Dicke,  so  ist  nach  1)  und  unter  Benutzung 

des   Satzes  (17)   %a^dxi^  +  x'^\  ihr  Trägheitsmoment,    daher 

das  des  ganzen  Zylinders: 
h 
T 

J=  Tca^  /  (x  +  ^j  ^^  ^  12  ^''^^^(3«^  +  ^*^)> 

h 

mithin 

,0       a'       h^ 

^"  =  ¥  +  12' 
Die  letzte  Formel  gilt  für  jede  beliebige  Normalschnitt- 
form  des  Zylinders,  wenn  nur  ~,  das  hier  für  den  Kreis  gilt, 
ersetzt  wird  durch  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  des  Normal- 
schnittes. 

4)  Das  Trägheitsmoment  eines  Kegels  vom  Radius  a  und 
der  Höhe  h  in  bezug  auf  eine  zur  Höhenlinie  senkrechte 
Scheitelachse  zu  berechnen. 

Bei  analoger  Zerlegung,  und  wenn  y  den  Radius  des 
Schnittes  im  Abstände  x  vom  Scheitel  bedeutet,  ist  nach  dem 
gleichen  Prinzip   Tiy^dxi^  -\-  x^j  das  elementare  und 

h  h 

J^7tJy'[y^  +  x')dx  =  ^(£,^-l)Jx'dx^^^^aVi{a^-Jr^h') 

0  0 

das  totale  Trägheitsmoment,  folglich 

*^  - 1,  »^  + 1  '''■ 

5)  Das  Trägheitsmoment  eines  Rechtecks  mit  den  Seiten 
a,  6  in  bezug  auf  eine  Symmetrieachse,  in  bezug  auf  eine  Seite 
und  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  zu  bestimmen. 

Ist  die  Achse  parallel  zu  a,  so  ist 


J^  =  ajx'^dx  =  ^,     V  =12  ^^ 


-r        aft'    ,    a^b        ah  f   ^    ,    T^s.       ,  „       a* -}- 5' 
^3  =  T2^  +  12^  =  IT  («'  +  ^-).     h'  =  ~^^ 
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6)  Eine  ebene  Figur  S  rotiert  um  eine  in  ihrer  Ebene 
befindliche  Achse  XX'  durch  einen  Winkel  6.  Das  statische 
Moment  des  beschriebenen  Keils  in  bezug  auf  XX'  ist  zu 
ermitteln. 

Man  zerlege  den  Körper  durch  Zylinder  um  XX'  in 
Schalen;  ist  y  der  Radius,  dy  die  Dicke,  x  die  Länge  einer 
solchen  Schale,  so  ist  dyxdy  ihr  Volumen  und    y-  ^^^ 

J4=  djryxdy 

das  Moment,  wenn  r  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes  eines  Bogens  vom  Radius  y  und  dem 
Zentriwinkel  6  Yon    seinem  Mittelpunkte  bezeichnet;   das  Mo- 
ment dieses  Bogens  in  bezug  auf  OY  (Fig.  190)  ist  aber 


ß 


.     6 
ydg) -y  cos  q)  =  2y^  s'm  Y }       daher      r  =  2y 


d 


Mithin  hat  man 

M,  =  2  sin  ^fy'xdy  =  2  sin  |-  •  J^, 

d.  h.  das  gesuchte  statische  Moment  ist  gleich  dem  Trägheits- 
moment der  rotierenden  Figur  in  bezug  auf  XX'  multipliziert 

mit    2  sin  — • 

7)  Soll  das  Trägheitsmoment  einer  in  Zeichnung  vorliegen- 
den Figur  ermittelt  werden,  so  kann  hierzu  von  der  Simpson- 
schen  Regel  (312)  Gebrauch  gemacht  werden.  Man  hat  nämlich, 
wenn  die  Figur  auf  der  X-Achse  aufruht,  vermöge  5)  {J^)'- 

+  Hy,'  +  2/3'  +  •  •  •)] 

und  ohne  Rücksicht  auf  die  Gestalt  der  Figur: 

+  4.{x^^y^  +  x^^y^-^'--)^^. 
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§  6.  Die  Sätze  von  Green. 
329.  Kurven-,  Flächen-  und  Raumintegrale.  Zu- 
folge des  Hauptsatzes  der  Integralrechnung  läßt  sich  ein  ein- 
faches bestimmtes  Integral  unmittelbar  auswerten,  wenn  man 
eine  Funktion  angeben  kann,  deren  Ableitung  mit  der  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  übereinstimmt.  Bemerkenswert  ist  da- 
bei, daß  man  von  dieser  Funktion  nur  die  Randwerte,  d.  h.  die 
Werte  an  den  Grenzen  des  Integrationsgebiets  zu  kennen  braucht. 
Dieser  Gedanke  hat  eine  bedeutsame  Fortbildung  erfahren 
bei  Integralen,  die  sich  über  ein  zweifach  oder  dreifach  aus- 
gedehntes Gebiet  erstrecken.  Die  bezüglichen  Formeln  und 
Sätze  haben  für  einzelne  Teile  der  Mechanik  und  Physik,  so 
für  die  Potential theorie,  die  Theorie  der  Elektrizität  und  des 
Magnetismus,  große  Bedeutung  erlangt.  Sie  sollen  hier  im 
Zusammenhange  entwickelt  werden. 

In  298  ist  die  Umwandlung  eines  Flächenintegrals  in  ein 
Kurvenintegral  ausgeführt  worden;  die  dort  gefundenen  Re- 
sultate (6),  (7),  (8)  mögen  nun  in  abgeänderter  Gestalt  von 
neuem  aufgenommen  werden. 

Es  seien  X,  Y  zwei  in  dem  ebenen  Gebiete  P,  Fig.  191, 
eindeutige  und  stetige  Funktionen  von  x,  y^  auch  ihren  ersten 
partiellen  Ableitungen  soUen  dieselben  Eigenschaften  zukommen. 
Dann    ist,    wenn    der    gesamte   Rand   von  P    mit  5   bezeichnet 

und  an  den  dort  erörterten  Rich- 
tungsbestimmungen festgehalten 
wird,  entsprechend  den  eben  zitier- 
ten Formeln  (6)  und  (7): 

'dX 


Fig.  191. 


/ 

P 

f 


d_Y 

dy 


dP 


dP 


=Jxdy 

s 

-I 


Ydx. 


Nun  sei  t  die  in  der  positiven 
Randrichtung  gezogene  Tangente  im  Punkte  M,  if  die  innere 
Normale  zum  Rand  daselbst,  ds  das  in  der  positiven  Richtung 
anstoßende  Randelement  (BogendifFerential);  dann  hat  man  für 
die  Differentiale  der  Koordinaten  von  M  die  Ausdrücke: 
dx  =  ds  cos  {xt)j        dy  =  ds  sin  (xt). 
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Aus  den  Winkelrelationen 

(xt)  +  {tu)  +  (nx)  =  0 

{xy)  +  {y^)  +  (wa:)  =  0 

folgt,  da  (tn)  und  (xy)  je  -^  betragen, 

{xt)  =  (a;*?)  —  y 

(xt)  =  (yw) 

cos  (a:^)  =  cos  (yn),         sin  (a;^)  =  —  cos  (xn), 
mithin  ist 

dx  =  ds  cos  («/w),         dy  =  ~  ds  cos  (a;w). 

Nach  Einsetzung  dieser  Werte  heißen  die  obigen  Integral- 
formeln: 

(1)  I  ^dP^-  fx  cos  (xn)ds 


(2) 


J  ^dP==:-J  Y  cos  (yn)  ds, 


und  ihre  Summe  gibt: 

<^^)      f{^-^^^^)dP  =  -f[Xcos(xn)+Ycos(y>i)]ds. 

P  s 

Während  man  in  dem  Flächenintegral  links  den  Verlauf 

von  -^ ,  ^^  im  ganzen  Gebiet  P  braucht,  ist  in  dem  Kurven- 

dx'    dy  °  ' 

integral  rechts   nur  die  Kenntnis   des  Verlaufs   von   X,  Y  am 
Rande  erforderlich. 

Es  seien  ferner  X,  Y,  Z 
drei  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  in 
dem  Gebiet  R  eindeutige  und 
stetige  Funktionen  von  x,  y,  z, 
S  "die  gesamte  Begrenzung 
von  R.  Führt  man  in  dem 
Raumintegral 


Fig.  19-2. 


/ 


^dxdydz 
ex 
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die  Integration  nach  x,  also  längs  einer  den  Raum  durch- 
setzenden Transversale  3I^M^...  (Fig.  192)  parallel  zur  :r-Achse, 
aus,  so  kommt  man  zu  einem  Doppelintegral  mit  dem  Integranden 

(—  Xi  +  Xg )dydz, 

worin  X^,  Xg,  ...  die  Werte  von  X  an  den  Stellen  31^,  31^,  ... 
bedeuten. 

Zieht  man  in  den  Punkten  31^,  31^,  •  •  •  die  innere  Nor- 
male zur  Oberfläche  von  R,  so  ist  ihr  Winkel  mit  der  posi- 
tiven a:;- Richtung  in  den  Eintrittspunkten  ilfj,  .  .  .  spitz,  in  den 
Austrittspuukten  31^,  .  .  .  stumpf,  folglich  hat  man 

dy  dz  =  dS^  cos  {xn^  =  —  dS^  cos  (xn^)  =  •  •  -, 
wenn  die  Oberflächendifferentiale,  die  sich  in  das  Rechteck  dy  dz 
projizieren,  absolut  genommen  werden.     Daher  kann  für  jenen 
Integranden 

—  (X^  cos  (xnj)dS^  -f  Xg  cos  {xn^dS.2  +  •  •  •) 
und  für  das  Integral 

—  /X  cos  (xn)dS 

s 

geschrieben  werden,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  sich  nun  die 
Integration  über  alle  Oberflächenelemente,  also  über  die  ganze 
Oberfläche  S  von  it  zu  erstrecken  hat.  Hierdurch  ist  das  vor- 
gelegte Raumintegral  in  ein  Oberflächenintegral  um- 
gewandelt, was  in  der  Formel 

(3)  1  -^  dB  =  —  /  X  cos  {xn)dS 

K  s 

seinen  kurzen  Ausdruck  findet.     In  gleicher  Weise  findet  man 

f^dR  =  -  fr  cos  {yn)dS 


r^l  dR  =  -  Cz  cos  {zn)dS. 


Durch  Summierung  dieser  Formeln  ergibt  sich  die  weitere: 

j  (äf +  "27 +  11)^^^  ^  ~J  [Xcos(a;w)  +  Tcos  {yn) 

-\-  Zco^izrif^dS, 


eine  Fortbildung  von  (I)  für  den  Raum. 
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Zur  Illustration  der  Formeln  (I),  (II)  diene  folgendes 
Beispiel:  Setzt  man  X  =  x,  Y  =  y  und  bei  (II)  auch  noch 
Z  =  2,  so  ergibt  sich  zunächst 

2 1 dP  =  —  j[x  cos  {xn)  +  y  cos  {yn)'\(Js 

3 1 dB  =  —  f  [x  cos  (xn)  +  y  cos  (yn)  +  2  cos  (2n)]dS] 
jt  's 

die  linksstehenden  Integrale  bedeuten  P,  bzw.  ii;  — [xcos(xn) 
+  ?/  cos  (yti)]  stellt  die  Länge  ^  des  Lotes  aus  0  zur  Tangente 
an  s  im  Punkte  a;/?/-,  —  [x  cos  (a;w)  -j-  y  cos  («/*2)  +  ^f  cos  (^w)]  die 
Länge  des  Lotes  aus  0  zur  Tangentenebene  an  S  im  Punkte 
xjyjz  dar;  hiernach  ergeben  sich  zur  Berechnung  von  P  und 
P  die  Formeln: 


P 


=  ~fpds 

s 

=  ^JpdS, 


die  geometrisch  leicht  zu  verifizieren  sind. 

330.  Die  Sätze  von  Green.*)  Es  seien  ü,  V  zwei  auf 
dem  ebenen  Gebiet  P  mit  dem  Rande  s  eindeutig  definierte 
und  stetige  Funktionen  von  x,  y,  so  beschaffen,  daß  auch  den 
mit  ihnen  gebildeten  Funktionen 

die   gleichen   Eigenschaften    zukommen.     Führt    man   diese   in 
die  Formel  (I)  ein,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  nunmehr 

dx  "^  dy        dx  dx  '^  dy  dy'^      \dx^  "^  dy^J' 


*)  Die  im  vorigen  Artikel  angegebenen  Umformungen  von  Flächen- 
und  Raumintegralen  in  Linien-  und  Oberflächenintegrale  sind  schon 
1813  von  Gauß  in  einer  Abhandlung  gebraucht  worden;  ihre  syste- 
matische Anwendung  ist  aber  G.  Green  zu  verdanken  (Essay  on  the 
appücation  of  mathematical  analysis  to  the  theories  of  electricity  and 
magnetism,  1828,  deutsch  von  Wangerin  in  Ostwalds  Klassikerausgaben). 
Daher  werden  (I),  (11)  auch  als  Green  sehe  Formeln  bezeichnet. 
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SO  ergibt  sich  mit  der  Bezeichnung*) 

(4)  Z^2F=~-f^ 

die  nachstehende  Formel: 


-H 


cos  [xn)  -\-  -^  cos  {ijn)  las- 


.ex        ^  äy 

s 
es  ist  aber  (47,  (7)) 

-^~  cos  (xn)  -\-  -^-  cos  (yn)  =  -^r- 
dx  cy  ^"^    ^        ^n 

der  in  der  Richtung  der  inneren  Normale  gebildete  Differential- 
quotient von   V.     Hiernach  hat  man: 

P  s  P 

Sind    CT,  V  so  beschaffen,  daß  auch 

dx'  dy 

die   oben   bezüglich    X,  Y  vorausgesetzten   Eigenschaften   be- 
sitzen, so  führt  der  gleiche  Vorgang  zu  der  Formel: 

(IV)     r(|^|^+  l^|i>P=  -  fv'-^ds-  fvj,  UdF. 

^      ^   J  \dx  dx    '    cy  dy)  J        dn  J 

P  s  P 

Durch  diese  zwei  Formeln  ist  das  linksstehende  Flächen- 
integral auf  zwei  Arten  in  ein  Kurveuintegral  und  ein  anderes 
Flächenintegral    umgewandelt.     Dieses   letztere  entfällt,    wenn 
U,  V  den  Bedingungsgleichungen 
(5)  z/2f/=0,        z/2F=0 

genügen,    wie   dies   bei    manchen   Anwendungen,    z.  B.   in   der 
Potentialtheorie,  der  Fall  ist;  dann  hat  man  nämlich 

(V)    f(^^+?^mdP—  fryids  =  -  fufds. 

^    ^     J  \dx  dx        dy  dy)  J        dn  J        cn 

P  s  s 

t 

*)  Um  der  verschiedenen  Schreibweise  der  Greenschen  Sätze 
Rechnung  zu  tragen,  sei  bemerkt,  daß  für  diese  Funktion  auch  andere 
Zeichen,  so  ^  V,  —  V^  V  u.  a.  im  Gebrauch  sind.  Auch  wird  vielfach  statt 
der  inneren  Normale  die  äußere  genommen,  wodurch  sich  die  Vorzeichen 
anders  gestalten.  —  Das  oben  benutzte  Zeichen  z/j  F  stammt  von  Lame. 
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Aus  den  Formeln  (III),  (IV)  folgt  die  unter  allen  Um- 
ständen giltige  Gleichung: 

i  'p 

die  wiederum  bei  Bestand  der  Bedingungen  (5)  zu 

führt. 

Mit  der  x4.nnahme  U=  V  resultiert  des  weiteren  aus  (V) 
die  Formel 

P  s 

wobei   nicht   zu   übersehen   ist,    daß   bei   ihr  auch  die  Voraus- 
setzung z/2F=0  gilt. 

In  fast  wörtlicher  Wiederholung  der  obigen  Schlüsse  er- 
geben sich  durch  Anwendung  der  Formel  (II)  auf  die  Funk- 
tionen 

x-p-f,     r=j/ir,     z=u^ 

dx'  cy^  dz 

der    drei    Variablen   x,  y,  s    die    auf    den    Raum    bezüglichen 
öree» sehen  Sätze: 


(IIP) 


(IV*) 


J  \dx  dx       dy  cy       dz  dz )  J        dn 

R  s 

R 

J  \dx  ex   '    dy  dy       dz   dz  J  J        dn 

R  S 

-fv^,UdR, 


wo  nunmehr 

~  dx-"  ^  dy^  ~^  dz 


^iV        ?^V        d^V 


332  Zweiter  Teil.     Integral-Rechnung. 

ist,   und   die   analoge  Bedeutung   hat  A^  U.     Des  weiteren  bei 
(T)  A,U=0,         A,V=0: 

,/   \cx  ex       cy  dy       dz  dz)  J        dn 

J        dn        ' 
sodann  aus  dem  Zusammenhalte  von  (III*)  und  (IV*); 
(VI*)      J\u^-  f|^)  dS=J{VA,  U-  UzJ,V)dR, 

's  R 

und  hieraus  bei  Zutreffen  von  (7): 

(VIP)  J(j^|I_r|^)<fs  =  o. 

Endlich  resultiert  aus  (V*)  bei   U=V  (und  z/^  F=  0) 


§  7.    Das  Potential. 

331.  Begriff  der  Kräftefunktion  und  des  Potentials. 
Die  Physik  führt  gewisse  Erscheinungen  auf  Kräfte  zurück, 
welche  sie  zwischen  Punkten  als  wirkend  annimmt,  die  mit 
Agensmengen  (Massen,  Elektrizitäten,  Magnetismen)  begabt  sind. 

Liegt  ein  System  solcher  Punkte  oder  ein  mit  Agens  er- 
fülltes Kontinuum  vor,  so  übt  dasselbe  im  Grunde  dieser  An- 
nahme auf  einen  beweglich  gedachten,  mit  einer  bestimmten 
Agensmenge  begabten  Punkt  eine  Kraft  aus,  die  von  der  Lage 
des  Punktes  im  Räume  abhängen  wird.  Die  Gesamtheit  der 
Kräfte,  die  solcher  Art  von  dem  System  oder  dem  Kontinuum 
auf  den  veränderlichen  Punkt  ausgeübt  werden  können,  bildet 
das  Kraftfeld  des  Systems,  bzw.  des  Kontinuums.   ' 

Das  Kraftfeld  ist  als  gegeben  zu  betrachten,  wenn  sich 
für  jeden  Punkt  des  Raumes  die  Größe  und  Richtung  der 
Kraft  bestimmen  läßt,  die  auftritt,  falls  der  mit  einer  Agens- 
menge begabte  variable  Punkt  dahin  gebracht  wird. 
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Eine  solche  vollständige  Beschreibung  des  Kraftfeldes  wäre 
gegeben,  wenn  sich  eine  Funktion  der  Koordinaten  des  va- 
riablen Punktes  angeben  ließe,  deren  Ableitung  nach  irgend- 
einer Richtung  die  in  diese  Richtung  fallende  Komponente*) 
der  daselbst  wirkenden  Kraft  gibt.  Daß  Fälle  dieser  Art 
existieren,  ist  mehrfach  bemerkt  worden,  und  W.  li.  Hamilton 
gab  einer  solchen  Funktion  den  Namen  KräftefunJction. 

Sei  U(x,  y,  z)  ein  solche,  i2  die  Kraft,  welche  im  Punkte 
P{xlyjz)  auftritt,  R,  ihre  in  die  Richtung  (ä)  aus  P  fallende 
Komponente,  so  möge  das  Vorzeichen  von  U  so  festgesetzt 
werden,  daß 

ds  ^ 

ist.  Hat  man  die  Komponenten  für  drei  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Richtungen  (äJ,  (ß^,  [S^)  bestimmt,  so  ergibt  sich 
die  Gesamtkraft  R  geometrisch  durch  Leerung;  dreier  Ebenen, 
welche  die  betreffenden  Strahlen  in  den  Abständen  R,  ,  R,  ,  B 

"  1  S  2^'  S  2 

von  P  rechtwinklig  schneiden. 

Insbesondere  sind  demnach  die  partiellen  Ableitungen  von 
ü  nach  X,  y,  2  die  in  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen 
fallenden  Komponenten  X,  Y,  Z  von  R,  das  sich  aus  ihnen 
durch  Zusammensetzung  nach  dem  Kräfteparallelepiped  ergibt. 
Man  hat  also: 

d]J_  _  Y       _  ^"  _  Y       _  ^  —  y. 

dx  '  dy  '  dz  ' 


R  =  yx^+T^  +  z^ 

X  Y  Z 

cos  (xR)  =  -^,     cos  {yR)  =  ^,     cos  (zR)  =  -^  • 

Der  für  die  Naturforschung  wichtigste  Fall  von  Kräften, 
die  zu  einer  Kräftefunktion  führen,  besteht  in  den  (anziehen- 
den, abstoßenden)  Kräften,  welche  zwischen  punktförmigen 
Agensmengen  wirkend  dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  invers 
proportional  sind.  Das  Auftreten  solcher  Fernkräfte  ist  zuerst 
von  Newton**)  bei  Massen  nachgewiesen  worden;  d?s  von  ihm 
aufgestellte  Gravitationsgesetz  sagt  aus,  daß  zwei  punktförmige 


*)  Bei  rechtwinkliger  Zerlegung. 
**)  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica,  1686. 
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Massen  m,  n,  die  in  einem  Zeitpunkte  die  Entfernung  r  haben, 
einander  gegenseitig  anziehen  mit  einer  Kraft,  deren  Größe  durch 

br  ■ — ^ 
r' 

ausgedrückt  ist.  Ein  analoges  Gesetz  ist  vonCh.  A.  Coulomb*)  bei 
mit  Eleldrizitätsmengen  geladenen  Punkten  bezüglich  der  zwischen 
ihnen  auftretenden  (abstoßenden,  bzw.  anziehenden)  Kräfte  erkannt 
worden,  und  auch  die  magnetischen  Kräfte  (zwischen  gleichnami- 
gen, bzw.  ungleichnamigen  Magnetpolen)  befolgen  ein  solches.**) 

Daß  solchen  Kräften  eine  Kräftefunktion  in  dem  oben  er- 
wähnten Sinne  zukommt,  ist  von  J.  Lagrange  zuerst  bemerkt  wor- 
den, und  G.  Green  hat  ihr  den  Namen  Potentidlfanktion,  C.F.  Gauß 
den  kürzeren  Potential  gegeben,  der  sich  eingebürgert  hat.***) 

Der  Nachweis  möge  zuerst  für  ein  System  diskreter  Punkte 
M^,  M^,  .  .  .  mit  den  Massen  w?i,  m^,  .  .  .  geführt  werden;  in 
dem  variablen  Punkte  P  —  dem  Aufpiüikte  — ,  der  mit  keinem 
Punkte  des  Systems  zusammenfallen  soll,  befinde  sich  die  Masse  ft. 
Das  Ganze  werde  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  be- 
zogen und  es  habe  M-  die  Koordinaten  ^Jr]J^.,  P  die  Koordi- 
naten xjyjz.    Dann  wirkt  zwischen  M^  und  P  eine  Kraft 

worin  * 


*)  Histoire  et  Memoires  de  TAcademie  Rojale.     Paris  1785—1787. 

**)  Im  Ausdruck  des  Gravitationsgesetzes  hat  die  Konstante  G,  die. 
Gravitationskonstante,  die  Bedeutung  der  Anziehungskraft  zwischen  zwei 
um  die  Längeneinheit  voneinander  entfernten  Masseneinheiten;  ihr  Wert 
hängt  von  der  Wahl  dieser  Einheiten  ab.  Im  C-S-G^- System  beträgt 
sie  nach  der  experimentellen  Bestimmung  von  F.  Richarz  und  0.  Kri- 
gar-Menzel  (1898)  6,685.10—'*,  d.  h.  zwei  Massen  von  je  1  g  in  der  Ent- 
fernung von  1  cm  üben  aufeinander  eine  Anziehung  von  6,685.10-8  Dyn. 
Im  Coulomb  sehen  Gesetz  für  elektrische  Kräfte  hat  man  die  Einheit 
der  elektrischen  Ladungsmenge  so  definiert,  daß  die  Konstante  der 
Formel  1  wird,  nämlich  als  jene  Ladung,  welche  auf  eine  ihr  gleiche 
im  Abstand  von  1  cm  eine  abstoßende  Kraft  von  1  Djn/  ausübt.  In 
analoger  Weise  ist  die  Festsetzung  der  Polstärkeeinheit  im  Coulomb- 
schen  Gesetz  für  magnetische  Kräfte  erfolgt. 

***)  Manche  Autoren  machen  indessen  einen  Unterschied  zwischen 
Potential  und  Potentialfunktion.  Vgl.  R.  Clausius'  einschlägige  Schrift, 
E.  Bettis  Potential theorie. 
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uud  ihre  Komponenten  nach  den  Achsenrichtungen  sind: 
^  vii^li  x—'gi       ^  miji  tj  —  ri;       Q  mijL  z  —  tj _ 

Durch  Summieruncf  über  alle  Werte  des  Zeierers  i  ergeben 
sich  daraus  die  Komponenten  der  Gesamtanziehung: 

(1)  r=G^2""^- 

Man  erkennt  nun  unmittelbar,  daß  sie  sich  auch  als  die  ne- 
gativ genommenen  partiellen  Dilferentialquotienten  der  Funktion 

(2)  F=  ^."^^' 

darstellen  lassen,   weil  ^— ( —  )= ~  usw.    Diese  Funktion 

ist  somit  die  Kräftefunktion  des  Systems. 

Nun  liege  statt  eines  Systems  diskreter  Massenpunkte  ein 
stetig  mit  Masse  erfüllter  Raum,  ein  materieller  Körper  vor; 
seine  Masse  heiße  m,  sein  Volumen  v.  Man  zerlege  ihn  auf 
passende  Art  in  Elemente;  sei  dm  ein  solches,  l/i?/^  ein  ihm 
angehörender  Punkt  M, 

(3)  r=y{x-lf  +  {y-'rif+{z-tf 

sein  Abstand  vom  Aufpunkte  P(x/y/2),  der  außerhalb  des 
Körpers  liegen  soll:  dann  stellen  sich  die  Komponenten  der 
Anziehungskraft  durch 

{y  —  ri)dm 


(1*)  Y=G^J 

Z=Giij 


{z  —  i)dm 


dar,  und  die  Funktion,  als  deren  partielle  Ableitungen  nach 
X,  y,  z  sie  sich  ergeben,  hat  den  Ausdruck 

(2*)  y=  G^f^J", 

alle  Integrale  über  den  Raum  des  Körpers  ausgedehnt.  Ob 
es  ein-,  zwei-  oder  dreifache  Integrale  sind,  hängt  von  der 
Größenordnung  der  Elemente  ab. 
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Da  die  Ergebnisse  der  folgenden  allgemeinen  Unter- 
sucliungen  von  den  konstanten  Faktoren  unbeeinflußt  sind,  so 
sollen  diese  von  jetzt  ab  unterdrückt  werden,  so  daß  als  Po- 
tential der  Masse  m  fortab  die  Funktion 

(4)  7=/^ 

betrachtet  werden  wird.  Diese  Vereinfachung  darf  jedoch  nicht 
außer  acht  gelassen  werden,  wenn  es  sich  um  die  Lösung 
spezieller  Aufgaben  über  Massenanziehung  handelt. 

Was  das  Massendifferential  dm  betrifft,  so  bestimmt  sich 
dasselbe  als  Produkt  aus  dem  Volumdifferential  dv  mit  der  im 
Punkte  M  herrschenden  Masseudichtigkeit  q,  indem  mit  Rück- 
sicht auf  den  bei  der  Integration  vollzogenen  Grenzübergang 
angenommen  werden  kann,  diese  (im  allgemeinen  von  Punkt 
zu  Punkt  veränderliche)  Dichtigkeit  gelte  für  das  ganze  Raum- 
element dv. 

332.  Das  Potential  und  seine  Ableitungen  im 
Außenraum.  Die  Funktion  ,  über  welche  sich  das  Inte- 
gral  (4)  erstreckt,  ist  eindeutig,  stetig  und  endlich  für  solche 
Punkte  P,  die  von  allen  Punkten  der  Masse  m  eine  endliche 
Entfernung  besitzen,  also  für  alle  Punkte  des  Außenraumes, 
wie  nahe  sie  auch  an  die  Oberfläche  des  Körpers  heranrücken 
mögen.     Das  gleiche  gilt  von  allen  Ableitungen  von  — 

Daraus  schließt  man,  daß  das  Potential  V,  seine  Ableitungen 
X,  Y,  Z,  aber  auch  alle  höheren  Ableitungen  im  ganzen  Äußen- 
raum,  bis  beliebig  nahe  an  die  Oberflächeheran,  endlich  und  stetig  sind. 

Wir  wollen  insbesondere  noch  die  zweiten  Ableitungen 
näher  betrachten.     Aus 


^-  =  —  A  =  —  /  —3    dm 


und  den  beiden  weiteren  analogen  Ansätzen  folgt: 


a7* 


=/(-f.+^^'V«= 
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durcli  Addition  ergibt  sich  daraus  die  im  Außenraum  geltende 
Gleichung : 

^    ^  OX^  Clß  CZ'  ' 

welche  eine  zuerst  von  Laplace  bemerkte  Eigenschaft  jedes 
Potentials  ausdrückt  und  nach  ihm  die  Laplacesche  Gleicliung 
genannt  wird  (vgl.  hierzu  101,  330).  Sie  ist  nicht  bloß  für 
die  Gravitation,  sondern  auch  für  andere  Naturerscheinungen, 
wie  für  die  Temperaturverteilung  in  einem  Körper  ohne 
Wärmequellen  im  stationären  Zustande,  für  die  Verteilung 
stationärer  galvanischer  Ströme  in  einem  körperlichen  Leiter, 
charakteristisch. 

Ist  so  das  Verhalten  des  Potentials  und  seiner  Ableitungen 
bis  beliebig  nahe  an  die  Oberfläche  des  Körpers  heran  gekenn- 
zeichnet, so  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern,  wie  sich  diese 
Funktionen  im  Unendlicben  verhalten.  Heiße  L  die  Entfernung 
des  Aufpunktes  vom  Ursprung  des  Koordinatensystems,  dann  ist 


Lr=  I  -dm: 
r 


nähern 
wert  1,  folglich  ist 


mit  wachsendem  L  nähern  sich  alle  Verhältnisse  —  dem  Grenz- 

r 


lim  LV=  m, 

Z  =  ao 

V  wird  also  mit  unendlich  wachsendem  L  unendlich  klein  von 
der  Ordnung  ^-     Ferner  folgt  aus 


L^X=f^^^^P^dm, 


da   mit  wachsendem  L   alle  Verhältnisse  —  der  Grenze  1  und 

r 

alle  Verhältnisse dem  cos  a  sich  nähern,  wenn  cc/ß/y  die 

Richtungswinkel  von  L  sind,  daß 

lim  L^X  =  m  cos  a; 

X  =00 

X,  ebenso  Y  und  Z,  werden  also  mit  unbeschränkt  wachsendem 
L  unendlich   klein  von  der  Ordnung  ——  • 

Cz aber,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  22 
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Man  kann  diesen  Ergebnissen  mit  Rücksicht  darauf,  daß 
L  cos  a,  L  cos  ß,  L  cos  y  die  Koordinaten  des  Aufpuuktes  sind, 
auch  den  Ausdruck  geben,  daß 

2  aF     2  2F     2  dv 

bei  beständigem  Hin  ausrücken  des  Aufpunktes  gegen  endliche 
Gfenzen  konvergieren. 

333.  Das  Potential  und  seine  Ableitungen  im 
Innenraum.  Gelangt  der  Aufpunkt  P  in  das  Innere  des 
Körpers  oder  an  seine  Oberfläche,  so  werden  die  Integrale, 
welche  V  und  seine  Ableitungen  definieren,  uneigentliche  In- 
tegrale, weil  nun  die  Integration  sich  auch  auf  die  unmittel- 
bare  Umgebung  des  Aufpunktes  bezieht,  hier  aber  die  zu 
integrierenden  Funktionen,  d.  i. 

— ,     bzw.    — ^,    usw. -„-\ — ^ — ^ — -    usw. 

unendlich  groß  werden. 

Es  handelt  sich  da  zunächst  um  die  Frage,  ob  die  Inte- 
grale trotzdem  einen  Sinn  bewahren.     Dies  ist  tatsächlich  der 

dV    dV    cV 
Fall  bei  den  Integralen,  welche  V,  -?r-,   ^    ,  ^r^  definieren,  weil 

sie  sich  durch  eine  Koordinatentransformation  in  eigentliche 
Integrale  umwandeln  lassen.  Wählt  man  nämlich  den  Auf- 
punkt selbst  als  Mittelpunkt  von  Polarkoordinaten  in  einem 
zum  ursprünglichen  parallelen  Koordinatensystem,  so  wird: 

X  —  i,  =  r  sin  6  cos  (p 
11  —  r]  =  r  sin  6  sin  qp 

0)  . 

z  —  't,^  r  cos  B 

dv  =  r^  sin  6  drdddg); 

cV    dV    dV 
hiermit  aber  gehen   die  Integi-ale,  welche   F.  -^5— ,  -r—,  ^—  dar- 
ö  o        7  7  ^x'   dy'   dz 

stellen,  über  in 

(8)  J JJ 'q r  sin  ddr de  d(p 


(9) 


I  f  f  Q  sin*  6  cos  cp  dr  dOdcp 
f  f  f  Q  sin-  0  sin  (pdrdO  dq) 
I  f  I Q  sin  0  cos  OdrdOdcp, 
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und  da  sie  sich  nun  auf  eindeutige  stetige  Funktionen  beziehen, 
die  im  ganzen  Gebiete  endlich  bleiben,  so  kommen  ihnen  be- 
stimmte Werte  zu. 

Um  die  Frage  der  Stetiglceit  von  V  auch  für  den  Innen- 
raum  und  die  Oberfläche  zu  erledigen,  sei  die  folgende  Unter- 
suchung vorausgeschickt. 

Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  daß 


F=/4"<../4-" 


ist,  wenn  Qq  die  größte  im  Körper  auftretende  Dichtigkeit  ist. 
Aus  den  Relationen 


X 


cos  (xr)  =  —-^-    cos  (yr)  =  —;—    cos  (zr)  = 
folgt  weiter 

dcos(xr)  1         {x  —  §)*       d  cos  (yr)  1         (y  —  rjY 

H Z3 — }     — ^ —  = :r  + 


d  cos  (zr)  1     ,    (z — ty 

8l       ~  ~~r  "^         P 

und  daraus  durch  Addition 

T  =  ~  Y 1     dl      ^      dn      '      aT~ !' 

unter  Anwendung  der   Greenschen  Formel  (5),  314,   ist  also 

Jdv 1     r  \d  cos  {xr)       c  cos  {yr)       d  cos  {zr)  1    , 

=  Y  /  cos  (rn)dS; 

s 

dabei  bedeutet  fZÄ  das  Element  der  Oberfläche  des  Körpers, 
M  deren  innere  Normale  in  einem  Punkte  von  dS  und  r  die 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Aufpunkte.  Mithin 
ist  schließlich,  da  cos  (rn)  ein  echter  Bruch, 

(10)  |F|<~^;^' 

22* 
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Die  nämliche  Relation  gilt  auch  für  einen  inneren  Auf- 
punkt; denn,  umschließt  man  ihn  mit  einer  Kugel  vom  Ra- 
dius d,  so  ist  für  den  außerhalb  dieser  Kugel  befindlichen 
Körperteil,  dessen  Oberfläche  sich  nunmehr  aus  S  und  4jtö^ 
zusammensetzt, 

I  '^i  I  "^  2  ' 

da  diese  Beziehung  aufrecht  bleibt,  wie  klein  man  auch  d 
wählt,  so  gilt  auch  für  das  Potential  des  ganzen  Körpers  die 
Relation  (10). 

Nun  seien  P,  P'  zwei  Punkte  im  Innern  des  Körpers;  man 
umschließe  beide  mit  einer  Fläche  ö  und  teile  so  den  Körper 
in  einen  äußern  m^  und  den  von  dieser  Fläche  umschlossenen 
innern  m.^,  bezeichne  deren  Potentiale  iu  P  mit  7"^,  T'g,  in 
P'  mit  V^',  Fg';  dann  sind  die  Potentiale  des  ganzen  Körpers 
in  P  und  P': 

ihre  Differenz 

die  Differenz  Y^ —  Y^  kann  durch  fortgesetzte  Annäherung  von 
P'  an  P  beliebig  klein  gemacht  werden,  weil  das  Potential 
im  Außemaum  stetig  ist;  die  Differenz  Y{ — Y^  kann  durch 
Annäherung  der  Punkte  und  gleichzeitige  Zusammenziehung 
der  Fläche  6  beliebig  klein   gemacht  werden,  weil  sowohl  Y^ 

als  auch  Y^  dem  Betrage  nach  unter  -^  liegt.     Folglich    kann 

auch  Y' —  Y  beliebig  klein  gemacht  werden,  d.  h.  Y  ist  auch 
im  Innenraum  stetig.  Die  Betrachtung  gilt  auch,  wenn  P  auf 
der  Oberfläche  des  Körpers  angenommen  wird,  die  Stetigkeit 
besteht  also  auch  hier. 

Es  bleibt  aber  noch  eine  Frage  zu  erledigen,  die  dahin 
geht,  ob  nun  die  Integrale  (9)  noch  die  Ausdrücke  für  die 
Komponenten  darstellen;  denn  sie  sind  aus  Y  durch  Differentia- 
tion unter  dem  Integralzeichen  hervorgegangen,  eine  Operation, 
die  bei  uneigentliehen  Integralen  nicht  ohne  weiteres  statt- 
haft  ist. 
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Zu  diesem  Zwecke  führe  man  durch  P{x/y/z)  eine  Paral- 
lele zu  OX,  nehme  darauf  einen  zweiten  Punkt  P'^x'/y/z)  an 
und  bestimme  das  Potential  V  für  diesen  (Fig.  193).  Hat 
M(^/i]l^)  in  bezug  auf  P  und  ein  zu  X  YZ  paralleles  System  die 
räumlichen  Polarkoordinaten  l/d/(Pj  so  ist  das  Volumelement  in  M: 

(Ji)  =  p  sin  ddldddq)] 

schließt   ferner   PM   mit    OX   den 
Winkel  a  ein,  so  ist 

r  =  ]/^  +  (x'  —  xy  ~2l(x'  —  x)  cos  a 
=  yp  sin^*  a  +  {x  —  X  —  l  cos  aY, 
folglich  ist 

Q  P  sin  ddldddq) 


■-h 


r= 


X  —  l  cos  af 


"|/i*sia^o:-|-  [x 

Dieses  Integral  ist  nun  kein  uneigentliches  mehr,  weil  die 
Funktion  unter  dem  Integralzeichen  für  die  an  P  und  an  P' 
unendlich  nahen  Punkte  nicht  unendlich  wird.  Es  darf  daher 
die  Differentiation  nach  x  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt 
werden,  wodurch  erhalten  wird: 

'qI-{x'  —  X  —  l  cos  a)  sin  6  dl  dddcp 


dv_ 

dx 


— / 


dies  geht  aber  für  x'  ■■ 
zusammenfällt,  so  ist 


{  yP  sin*  a  -\-  {x  —  x  —  Z  cos  a)* }  ^  ' 

dV 


X  in  ^r—  über,  und  weil  dabei  l  mit  r 
ex  ' 


dx 


=  I  Q  sin  6  cos  adrdßdcp . 


Andererseits  war  der  ursprüngliche  Ausdruck  für  die  Kompo- 
nente X: 


X 


-/^ 


dv'^ 


er  verwandelt  sich  durch  Transformation   in  Polarkoordinaten, 

r 


=  cos  a  ist,  in 


wenn  man  beachtet,  daß 

X  =  —  /  ()  sin  6  cos  adrdddcp, 
somit  ist  auch  jetzt 

X 


dV 
dx' 


usw. 
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Fig.  194. 


Wenn   man    die  Transformation  (i)  auf  die  Integrale  (5) 

d^V    d^V    c^V 
anwendet,  welche  -t^—,,  ^t-s,  -^t^  ausdrücken,    so   bleiben    diese 

'  dx^^  dy  '   dz^  ' 

für  einen  Aufpunkt  im  Innern  auch  nach   der  Transformation 
uneigentliche  Integrale;  denn  es  wird  beispielsweise 

d^V        C    —  1  +  3  sin^  0  cos*  9)    .     ^,     ,^  , 
-^— ^  =  I  Q Sin  daraOaq). 

Dieses  singulare  Verhalten  Avird  alsbald  an  einem   besonderen 
Falle  Aufklärung  finden. 

334.  Potential  und  Anziehung  einer  Kugelschale 
und  einer  Vollkugel.  Zur  Illustration  der  bisher  gewonne- 
nen allgemeinen  Formeln  behandeln  wir  zunächst  die  wichtige 

Anf gäbe,  Potentialund  Anziehung 
einer  homogenen  Kugelschale  von 
sehr  Meiner  Dielte  in  einem  äußern 
und  einem  innern  AufpunM  zu 
bestimmen. 

Die  Schale  sei  von  zwei 
Kugeln  mit  den  Radien  a  und 
a  +  da  begrenzt  und  habe  die 
Dichtigkeit  q.  Zerlegt  man  sie 
durch  Kegelflächen  mit  dem  Scheitel  0  (Fig.  194)  und  der 
Achse  OP  in  Elemente,  und  haben  zwei  solche  benachbarten 
Kegelflächen  die  Öffnungswinkel  q)  und  cp  -j-  dq),  so  hat  das 
zwischenliegende  Element  das  Volumen 

dv  =  2Tta^  sin  (fdadcp 
und  seine  Punkte  sind  von  P  um  eine  Strecke  entfernt,  deren  Quadrat 

r^-  =  a^  -{- l^  —  2 al  cos  (p 
ist:  das  Potential  der  Schale  ist  hiernach 


„       9      ,      r sin  (pdcp 
V  =  ZTca-'Qda  I  — 2^^:. 


Aus  der   darüber  stehenden  Gleichimg  folgt  aber  durch  Diffe- 


rentiation: 


rdr  ==  al  sin  q)d(f^ 


macht   man  davon  Gebrauch  zur  Umformung  von   V,   so  wird 


F  = 


2naQda 


l 


'ßr. 
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Ist  der  Punkt  P  ein  äußerer,  so  sind  l  —  a,  l  -{-  a  die 
Grenzen  von  r,  daher 

,^^.  -p-       4«pa*da       Masse  der  Schale 

(11)  K=  j         =  -j 

Ist  P  ein  innerer  Punkt,  so  hat  r  die  Grenzen  a  —  l, 
a  -{-l\  daher  ist  dann 

(12)  V=AnQada. 

Die  Richtung  der  Gesamtanziehung  ist  hier  aus  der  Massen- 
verteilung unmittelbar  zu  erkennen,  sie  fällt  mit  PO  zu- 
sammen; man  findet  also  ihre  Größe  P  durch  Differentiation 
von  V  in  bezug  auf  l,  so  daß  für  einen  äußern  Punkt 

(11*)  jj  =  ^, 

für  einen  Innern 

(12*)  P  =  0. 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  in  folgendem  Satze  zusammen- 
fassen: Auf  einen  äußern  Punli  wirJct  die  Kugelsclidle  so,  als 
ob  ihre  Masse  im  3IiUelpunMe  leonzentriert  tuäre;  auf  einen 
innern  PunM  übt  sie  keine  Anziehung  aus,  weil  im  Innenraume 
das  Potential  konstant  ist. 

Dieser  Satz  überträgt  sich  unmittelbar  auch  auf  eine 
Kugelschale  von  endlicher  Dicke  und  selbst  auf  eine  Vollkugel, 
wenn  die  Dichticrkeit  der  Masse  nur  von  der  Entferuunff  vom 
Mittelpunkte  abhängig  ist,  Punkte  gleicher  Dichtigkeit  also 
nach  konzentrischen  Kugeln  geordnet  sind.  Im  FaUe  der  Voll- 
kugel reduziert  sich  der  Innenraum  auf  den  Mittelpunkt. 

Das  Potential  einer  homogenen  Kugel  vom  Radius  A  und 
der  Dichtigkeit  q  in  bezug  auf  einen  äußern  Punkt  ist  hiernach 

/■,o\  TT Masse  AngA^ 

und  die  Anziehung 

(14)  J^-'-^f- 

Um  die  entsprechenden  Größen  für  einen  innern  Punkt  P 
zu  bestimmen,  lege  man  durch  ihn  eine  konzentrische  Kugel- 
fläche und  beachte,   daß   für  die  dadurch  besrrenzte  VoUkugel 
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die  Gesetze  (13),  (14),  für  die  äußere  Schale  die  Gesetze  (12), 
(12*)  gelten;  hiernacli  ist 
( 


(15) 


und 

(16) 


i 


da 


3    +2^Q(Ä^-r^) 


=  2nQ{Ä'^-\^) 


R  =  "^f  +  0 


ijt  Q  l 


Durcli  neuerliche  Differentiation  von  H  nach  l  ergibt  sich 
die  zweite  Abteilung  von  V  in  der  Richtung  OP,  und  zwar 
ist  für  einen  Außenpunkt 

dB  CPV  87t  QÄ'' 


B'  = 


a^)  -  -  äi 

für  einen  Innenpunkt 

(18) 


dl 


dl- 

d^V 
'  ~dP 


SP 


Atcq 
3 


Die  Figuren  195,  196,  197  steUen  den  Verlauf  von  F,  R 
und  R'  (den  Beträgen  nach)  bei  veränderlichem  l  im  Kraft- 
felde einer  homogenen  Kugel  dar. 


a)  Die  den  Verlauf  von  V  darsteDende  Km've  besteht  aus 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  RG  und  einer  Parabel  CE,  die 
sich  in  einem  Punkte  C  vereinigen,  w^eil  die  zugehörigen  Glei- 
chungen (13),  (15)  für  l  =  A  denselben  Wert  V  liefern. 
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b)  Die  Kurve,  welche  den  Verlauf  von  II  zur  Anschauung 
bringt,  setzt  sich  aus  einer  Hyperbel  3.  Ordnung  B' C  und 
einer  Geraden  C  0  zusammen,  die  wieder  in  einem  Punkte  C 
zusammenhängen,  weil  die  zugeordneten  Gleichungen  (14),  (16) 
für  l  =  A  dasselbe  li  ergeben;  aus  demselben  Grunde  haben 
Hyperbel  und  Parabel  der  vorigen  Figur  in  C  eine  gemein- 
same Tangente. 

c)  Die  Kurve    der  H'  oder    der  ^^v   setzt    sich    aus    der 

Hyperbel  4.  Ordnung  B"  C"  und  aus  der  Geraden  E" F"  zu- 
sammen, die  außer  Zusammenhang  sind;  ihre  Gleichungen  sind 
(17)  und  (18). 

Die  Figuren  illustrieren  den  stetigen  Verlauf  von  V  und 
seiner  ersten  Ableitung  im  ganzen  Räume  und  den  stetigen 
Anschluß  von  außen  nach  innen;  sie  zeigen  aber  auch  die 
Unstetigkeit  der  im  allgemeinen  kontinuierlichen  zweiten  Ab- 
leitung bei  dem  Übergänge  von  außen  nach  innen. 

In  der  analytischen  Darstellung  besteht  bei  allen  drei  Größen 
eine  Unstetigkeit  insofern,  als  V  und  seine  Ableitungen  außen 
und   innen   durch   verschiedene   Funktionen    ausgedrückt    sind. 

335.  Komponenten  der  Anziehung  bei  einem  ho- 
mogenen Körper.  Bei  einem  homogenen  Körper  lassen  sich 
die  Komponenten  der  Anziehung  durch  Oberflächenintegrale  dar- 
stellen. Es  genügt,  dies  für  eine  Komponente,  z.  B.  X,  zu 
zeigen. 

Ihr  ursprünglicher  Ausdruck  ist  bei  konstanter  Dic'.tig- 
keit  und  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten: 


Nun  ist  aber,  da  r  =]/(^  — D^-f  (y  —  tj)'^ -|- (.e  -  ^f 


(v) 


X  —  5 

hiermit  schreibt  sich 


Hv) 


X  =  Q  f    -  ^  £-  d^ dl] dl] 
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nach   Formel  329,  (3)   läßt   sich    aber   das   Raumintegral   auf 
ein  Oberflächenintegral  zurückführen,  wodurcli 


(19) 


X 


/cos  {x n) 


dS 


erhalten    wird;    n    ist    die    innere    Normale    zum    Oberflächen- 
element dS. 

In  analoger  Weise  ergibt  sich: 

cos  {zn) 


dS. 


(19^         Y=-Qj'^^dS,     Z^-qJ 

Mit  Benutzung  dieser  Formeln  kann  die  Anziehung  einer 

homogenen   Kugel    in    folgender   Weise    direkt    bestimmt    und 

o  o  o 

daraus  ihr  Potential  abgeleitet  werden. 

Verlegt  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  deren  Radius  A 
sein  möge,  in  den  Ursprung,  den  Aufpunkt  P  in  die  positive 

^-Achse,  wobei  OF  =  l  (Fig.  198), 
und  wendet  Polarkoordiuaten  an,  so 
wird  (320) 

dS  =  J-"  sin  6d6d(p, 


ferner 


(^w) 


r  =  yÄ^P- 2 AI  cos  d; 
und  die  Gesamtanziehung,  die  im  vor- 
liegenden FaUe  mit  Z  gleichbedeutend 
ist,  hat  nach  (19*)  den  Ausdruck: 
sin  0  cos  dddd(p 


R^Q 


-/ 


Yä^-\-  V—  2  AI  cos  d 


Die  Integration  wird  über  die  ganze  Kugelfläche  S  erstreckt 
sein,  wenn  man  in  bezug  auf  (p  von  0  bis  2%,  in  bezug  auf 
6  von  0  bis  7t  integriert;  hiernach  ist  weiter 


R  =  27t^A 

partielle  Integration  mit 
cos  6  =  11, 


i. 


sin  0  cos  0d0 


]/J.*-f-Z-  — 2^Zcos0' 


sin  0  dQ 


|/^2-|_Z2_2^ZCOS0 


=  dv 
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gibt  endlich 

R  =  —^-^  { cos  d ]/^2^r^-2.4Tcoi~Ö 

Bei  der  Einführung  der  Grenzen  ist  zwischen  einem  äußeren 
und  einem  inneren  Aufpunkt  zu  unterscheiden  und  darauf  zu 
achten,  daß  die  Quadratwurzeln  jedesmal  mit  ihrem  absoluten 
Betrage  zu  nehmen  sind. 

Hiernach  ergibt  sich  für  P  außen  (ly-Ä): 

R  =  ^~[-{l  +  A)-{l-A) 

+  ^iW  +  Äy-(i-Äf]\  =  '^ 

in  Übereinstimmung  mit  (14);  für  P  innen  (l  <C  Ä): 


in  Übereinstimmung  mit  (16) 

Aus 
Aufpunkt 


dV 
Aus  -,    =  —  Ji  folgt  durch  Integration:  für  einen  äußern 


3      J  F  ^  ~Ü        ^  ^  ' 

und  weil  nach  332  lim  V=  Q,  so  ist  auch  C  =  0,  daher  end- 
gültig '=~ 

für  einen  Innern  Aufpunkt 


Y^-^-^Jldl=G'-^; 


diesmal  bedeutet   die   Konstante   C   das   Potential   der   Kugel 
im  Mittelpunkte,  es  ist  also 

A 


0 
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mitliin  hat  man 

Auch   diese  Ausdrücke   stimmen   mit   den   in    334   gefundenen 
überein. 

336.  Die  Poissonsche  Gleichung.  Anknüpfend  an  die 
letzte  Formel  sollen  die  zweiten  Ableitungen  von  V  für  einen 
Punkt  im  Innern  der  homogenen  Kugel  bestimmt  werden. 
Macht  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zum  Ursprünge,  wäh- 
rend der  Aufpunkt  eine  beliebige  Lage  gegen  das  Koordinaten- 
system hat,  so  ist 

l"  =  a-  -{-  p--{-  2- 
und 

Daraus  folgt 

AtcqZ 


dv 

dx 

4:7tgX 
3^  ' 

dv 

dy 

iTtQy 

3      ' 

dV 

dz 

d'v 

4:7tQ 

d'v 

47tQ 

d'v 

dx^ 

3    ' 

dy' 

3^' 

dz- 

es  haben  also  die  zweiten  Diflferentialquotienten  bestimmte 
Werte  und  ihre  Summe  ist 

(20)  aa:-^  +  ^^  +  äF  =  -^^^ 

im  Gegensatze  zur  Laplace sehen  Gleichung  (6),  welche  für 
einen  äußern  Punkt  bei  heliehiger  anziehender  Masse  ge- 
golten hat. 

Die  Gleichung  (20),  nach  ihrem  Urheber  die  Poissonsche 
Gleichung  genannt,  gilt  mit  entsprechender  Deutung  und  Ein- 
schränkung für  jeden  beliebigen  Körper. 

Es  sei  ein  beliebiger  nicht  homogener  Körper  und  inner- 
halb desselben  ein  Aufpunkt  P  gegeben;  dem  Ganzen  liege 
ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zugrunde.  Unter  der 
Voraussetzung,  daß  die  Dichtigkeit  in  der  Umgebung  von  P 
keine  Unstetigkeit  erleidet,  kann  man  sich  eine  so  kleine  den 
Punkt  P  einschließende  Kugel  ausgeschieden  denken,  daß  inner- 
halb derselben  die  Masse  als  homogen  und  mit  der  am  Punkte 
P  herrschenden  Dichtigkeit  o  begabt  angesehen  werden  kann. 
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Heißt  w?2  ^^^  Masse  dieser  Kugel,  m^  die  übrige,  m  die  ganze 
Masse,  so  gilt  für  die  Potentiale  Fg,  F^,  F  in  P  in  bezug  auf 
die  drei  unterschiedeneu  Massen  die  Gleichung: 

daher  auch 


d'v     bn^     d^v 


l  dx^         dy^         dz'  J        l  dx^    '     cy 

der  erste  Klammerausdruck  hat  den  Wert  0,  weil  P  in  bezug; 
auf  m^  außen  liegt;  der  zweite  Klammerausdruck  nach  dem 
eben  behandelten  speziellen  Falle  den  Wert  —  4jrp;  daher 
ist  auch 

Es  besteht  also  die  Poissonsche  Gleichung  auch  hier, 
ivenn  unter  q  die  am  AufpunMe  herrscliende  Dicht/gleit  ver- 
standen lüird. 

Im  Außenraume  gilt  die  Laplacesche  Gleichung  (6),  im 
Innenraume  die  Poissonsche  Gleichung  (20),  an  der  Trennungs- 
fläche keine  von  beiden;  letzteres  gilt  auch  von  Punkten  im 
Innern,  bei  deren  Überschreitung  die  Dichtigkeit  unstetig  sich 
ändert,  also  an  den  Trennungsflächen  ungleich  dichter  Massen- 
teile. Diese  Tatsachen  hängen  mit  der  an  einem  besonderen 
Falle  (334)  schon  erkannten  Unstetigkeit  der  zweiten  Ableitungen 
von  F  beim  Übergange  von  außen  nach  innen  und  mit  ihrem 
an  früherer  Stelle  (333,  Schluß)  schon  erwähnten  singulären 
Verhalten  zusammen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Laplacesche 
Gleichung  als  besonderer  FaU  der  Poissonschen  angesehen 
werden  kann,  insofern  an  einem  äußern  Punkte  die  Dichtig- 
keit der  anziehenden  Masse  =  0  ist. 

337.  Mechanische  Bedeutung  des  Potentials.  Dem 
Potential  kommt  eine  wichtige  mechanische  Bedeutung  zu,  die 
selbst  zum  Ausgangspunkt  der  Potentialtheorie  genommen 
werden   könnte.     Sie   ergibt   sich   durch   folgende  Betrachtimg. 

Die  Einheit  des  Agens,  hier  der  Masse,  in  Punktform  ge- 
dacht, bewege  sich  auf  einer  Bahnkurve  C  im  Kraftfelde  einer 
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andern  Agensmenge  vom  Punkte  P^  nach  einem  andern  Punkte 
P2  (Fig.  199,  S.  334).  Betrachten  wir  sie  au  einer  beliebigen 
Stelle  P,  so  erfährt  sie  hier  eine  bestimmte  Anziehung  P, 
deren  in  die  Tangente  der  Bahn  fallende  Komponente  P^  dar- 
gestellt ist  durch  den  negativen  Differentialquotienten  des  (durch 

die  Hinzufügung  der  Gravitations- 
konstante vervollständigten)  Poten- 
tials in  Richtung  der  Tangente,  die 
mit  jener  des  Bogenelements  zusam- 
menfällt, so  daß 


Fig.  199. 


P    =- 


dV 


demnach  ist  die  während  der  infini- 
tesimalen Verschiebung  von  P  nach 
P'  geleistete  mechanische  Arbeit 
Hßs  =  -dF. 

Daraus  ergibt  sich  die  auf  dem  endlichen  Wege  geleistete 
mechanische  Arbeit: 


(21) 


2t  =fB^ds  =  -fd  V  =  Fl  -  r.2 , 


wenn   V-^^,   V^   die  Potentiale   in  P^,  Pg    bedeuten.     Dies   gibt 
den  Satz: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  hei  der  Verschiehung  der 
Masseneinheit  von  einem  Punkte  des  Kraßfeldes  in  beliebiger 
Bahn  nach  einem  andern  PmiJde  geleistet  ivird,  ist  durch  die 
Potentialdiff'erens  der  beiden  Punkte  bestimmt. 

Läßt  man  insbesondere  die  Masseneinheit  aus  P  auf  irgend- 
einer Bahn   ins  Unendliche  fortrücken,    so   ist   die   zugehörige 

Arbeitsleistung 

M 

in 

weil  V  im  Unendlichen  Null  wird. 

Damit  erscheint  -das  Potential  selbst  als  eine  mechanische 
Arbeit  aufgefaßt,  als  diejenige,  welche  bei  der  Verschiebung 
der  Masseneinheit  aus  dem  Punkte  P,  wo  eben  das  Potential 
V  besteht,    ins    Unendliche    (auf   irgendeiner   Bahn)    geleistet 
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wird.  Daraus  folgt  auch  die  Benennung,  welche  dem  Potential 
der  Massenanziehung  zukommt;  im  C-S-G- System  ist  es  in 
Einheiten  der  mechanischen  Arbeit  (Erg)  ausgedrückt. 

338.  NiTeauflächen  und  Kraftlinien.  Zu  einer  an- 
schaulichen Beschreibung  eines  Kraftfeldes  führen  die  Niveau- 
fläcJten  und  die  Kraftlinien. 

Das  Potential  V  ist  eine  Funktion  der  Koordinaten  x,  y,  z 
des  Aufpunktes.  Legt  man  sich  die  Frage  nach  Punkten  des 
Raumes  vor,  in  welchen  das  Potential  einen  vorgeschriebenen 
Wert  C  (aus  den  überhaupt  möglichen  Werten)  besitzt,  so  ist 
die  Antwort  durch  den  Ansatz 

{^2)  r=  c 

gegeben,  dessen  geometrisches  Korrelat  eine  Fläche  ist.  Man 
nennt  eine  solche  Fläche,  in  deren  Punkten  das  Potential  einen 
und  denselben  Wert  hat,  eine-  äquipotentielle  FläcJie  oder,  nach 
A.  Clairaut*),  eine  Niveaufläche. 

Der  Gesamtheit  der  möglichen  Werte  von  C  entspricht 
eine  einfach  unendliche  Schar  von  Niveauüächen,  die  wegen 
der  Eindeutigkeit  der  Potentialfunktion  den  Raum  derart  er- 
füllt, daß  durch  jeden  Punkt  nur  eine  Fläche  geht. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Fläche  (22),  so  ist  in  jeder  von  ihm 
in  der  Fläche  ausgehenden  Richtung  [S) 

(23)  ^=0; 

die  in  die  Tangenten  der  Fläche  fallenden  Komponenten  der 
anziehenden  Kraft  sind  also  Null.  Daraus  folgt,  daß  die  an- 
ziehende   Kraft    li    selbst    zur    Niveaufläche    normal   ist,    daß 

infolgedessen 

dV 

(24)  ^--1^ 
gilt. 

Die  vorstehende  Gleichung  enthält  eine  wichtige,  die  La- 
gerang  der  Niveauflächen  betreflende  Eigenschaft.  Der  Normal- 
abstand dn  zweier  nahe  benachbarten  Niveauflächen,  an  ver- 
schiedenen Stellen  gemessen,  ist  nämlich  laut  dieser  Gleichung 


*)  Figure  de  la  terre,  1 743. 
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der  dort  herrschenden  Anziehungskraft  invers  proportional. 
Umgekehrt  kann  also  aus  der  Lagerung  zweier  benachbarten 
Niveauflächen  auf  den  Verlauf  der  Intensität  der  Anziehung 
längs  einer  derselben  geschlossen  werden:  je  näher  die  Niveau- 
flächen aneinander  rücken,  desto  größer  ist  die  dort  herrschende 
Anziehung. 

Eine  Linie,  welche  die  Schar  der  Niveauflächen  recht- 
winklig durchsetzt,  heißt  eine  Kraftlinie,  weil  sie  mit  ihrer 
Tangente  in  irgendeinem  Punkte  die  Richtung  der  daselbst 
herrschenden  Anziehungskraft  anzeigt. 

Ein  aus  dem  zweifach  unendlichen  System  der  Ki*aftlinien 
herausgehobenes   Bündel   wird    eine  Kraftröhre   genannt.     Ihr 

Querschnitt  mit  einer  Niveaufläche  soll  -r-  Flächeneinheiten  (cm^) 

betragen,  wenn  in  der  betreffenden  Niveaufläche  die  auf  die 
Masseneinheit  (g)  ausgeübte  Kraft  k  Krafteinheiten  (dyn)  be- 
trägt. Eine  so  bestimmte  Kraftröhre  wird  Einheitsröhre  ge- 
nannt und  als  Vertreter  einer  solchen  eine  in  ihr  verlaufende 
Kraftlinie  angesehen.  In  diesem  Sinne  spricht  man  von  einer 
Anzahl  der  Kraftlinien,  die  durch  ein  begrenztes  Stück  einer 
Niveaufläche  hindurchgehen,  als  einem  bildlichen  Ausdruck  für 
die  daselbst  herrschende  FeldstärJie. 


Fünfter  Abschnitt. 
Differentialgleicliuiigen. 

339.  Definition  und  Haupteinteilung  der  Diffe- 
rentialgleichungen. Jede  Gleichung  zwischen  einer  unab- 
hängigen Variablen  x,  einer  oder  mehreren  unbekannten  Funk- 
tionen y,  z,  .  .  .  von  X  und  ihren  Ableitungen  bis  zu  einer 
gewissen  Ordnung  heißt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichimg. 
Die  Ordnung  des  höchsten  Torkommenden  Differentialquotienten 
bestimmt  die   Ordnung  der  Diff'erentialgleicJamg. 

Die  allgemeine  Form  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung wter  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Funktion  g  ist 

/■(^;  y,  y,  y",  ■  ■  ■  y^"^)  =  o, 

und 

9>(.^,  y,  ^,  y\  ^1  =  0 

t{x,  y,  z,  y,  z)  =  0 

ist  ein  System  von   zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  zwei  unbekannten  Funktionen  y,  z. 

Jede  Gleichung  zwischen  mehreren  unabhängigen  Variablen 
X,  y,  .  .  .,  einer  oder  mehreren  Funktionen  z,u,  .  .  .  von  x,y, .  .  . 
und  ihren  Ableitungen  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  heißt 
eine  partielle  Diff'erentialgleichung.  Ihre  Ordnung  bestimmt  sich 
wie  vorhin. 

Die  allgemeine  Darstellung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Funktion  z 
schreibt  sich 

/•/  dz     dz\       r\ 

und  die  eines  Systems  von  zwei  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  zwei  unbekannten  Funktionen  z,  u  lautet: 

/  dzdzdudu\r. 

cp(x,  y,  ^,u,j^^,^j,  -^~,jy)=Q 


dz      dz      du     du\ 
ex'  dy'  dx'  cy) 

Czuber,  Vorlesungen.     II.    3.  Aufl.  23 


,  /  dz      dz      du     du\        p, 

j^lx,  y,  z,  u,  -7^,  3-,  ^-,  7^    =  0. 
-r  y  i  j:     }     '  cx'  dy     dx'  cyj 
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Die  Aufgabe,  welche  der  Analysis  einer  solchen  Gleichung 
oder  einem  System  derartiger  Gleichungen,  einem  Differential- 
system, gegenüber  erwächst,  besteht  im  engeren  Sinne  in  der 
Aufsuchung  aller  solchen  Funktionen  y,  2,  .  .  .  im  ersten,  bzw. 
z,  u,  .  .  .  im  zweiten  Falle,  welche  nebst  ihren  betreffenden 
Differentialquotienten  die  vorgelegten  Differentialgleichungen 
identisch,  d.  i.  für  alle  Werte  der  unabhängigen  Variablen  er- 
füllen. Im  weiteren  Sinne  richtet  sich  die  Aufgabe  dahin,  aus 
den  Differentialgleichuncren  selbst  Eigenschaften  der  durch  sie 
definierten  Funktionen  zu  gewinnen. 

Die  durch  die  obigen  Definitionen  gekennzeichnete  Schei- 
dung in  gewöhnliche  und  partielle  Differentialgleichungen  drückt 
sich  in  der  Theorie  und  Behandlung  der  Differentialgleichungen 
am  schärfsten  aus. 

Neben  den  gewöhnlichen  und  partiellen  spricht  man  auch 
von  totalen  Differentialgleichungen  und  Systemen  solcher.  Man 
versteht  unter  einer  totalen  Differentialgleichung  mit  den  Vari- 
ablen X,  y,  2,  .  .  .  eine  Gleichung,  die  zwischen  diesen  Variablen 
und  ihren  Differentialen  dx,  dy,  dz,  .  .  .  besteht  und  in  bezug 
auf  die  letzteren  homogen  ist  mit  einem  jjositiven  ganzen  Homo- 
genitätsgrade.    Hiernach  ist  beispielsweise 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0, 

worin  X,  Y,  Z  im  allgemeinen  Funktionen  von  x,  y,  z  be- 
deuten, eine  totale  Differentialgleichung  ersten  Grades; 

X^dx'-  -+-  Y^dt/  +  Z^dz'  =  0 

X^dx'  +  Y^dtf  +  Z,dz'^  =  0, 

wo  über  X^,  .  .  .  X^,  .  .  .  dasselbe  gilt,  was  vorhin  über  X,  .  .  . 
gesagt  wurde,  ein  System  von  zwei  totalen  Differentialgleichungen 
zweiten  Grades.  Hier  wird  zunächst  keine  Unterscheidung 
zwischen  unabhängigen  und  abhängigen  Variablen  getroffen, 
und  man  kann  die  Aufgabe,  die  durch  die  Gleichung  bzw.  die 
Gleichungen  gestellt  ist,  dahin  formulieren,  es  seien -alle  end- 
lichen Gleichungen  zwischen  den  Variableu  herzustellen,  die  durch 
Differentiation  nach  eventueller  algebraischer  Umformung  wieder 
zu  den  gegebenen  Differentialgleichungen  führen. 
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Die  vorstellenden  Definitionen  setzen  uns  in  den  Stand, 
Difi'erentialgleichungen  bestimmter  Art  rein  analytiscli  aufzu- 
stellen; es  ist  aber  nichts  darüber  gesagt,  welcher  Natur  die 
sachlichen  Fragen  sind,  die  zu  Differentialgleichungen  Anlaß 
geben.  Hierüber  genüge  an  dieser  Stelle  die  folgende  Bemerkung. 

Infinitesimale  Betraclitungen,  wie  sie  in  der  Geometrie,  in 
der  Mechanik  und  anderen  angewandten  Gebieten  angestellt 
werden,  führen  zu  Differentialgleichungen.  Es  erweist  sich  näm- 
lich häufig  als  durchführbar,  die  Eigenschaften  eines  geome- 
trischen Gebildes  anzugeben,  wenn  man  sich  auf  einen  sehr 
engen  Bereich  beschränkt,  oder  die  Gesetze  eines  zeitlichen 
Vorgangs  mathematisch  auszudrücken,  wenn  man  seinen  Ver- 
lauf während  einer  infinitesimalen  Zeitdauer  ins  Auge  faßt. 
Ist  dies  gelungen,  so  ist  das  betreffende  geometrische,  mecha- 
nische, physikalische,  statistische  o.  dgl.  Problem  auf  das  mathe- 
matische Gebiet  und  zwar  auf  das  Gebiet  der  Differential- 
gleichungen übertragen,  wo  nun  die  Aufgabe  gelöst  wird,  die 
Eigenschaften  des  geometrischen  Gebildes  in  seiner  ganzen 
räumlichen  Ausdehnung,  die  Gesetze  des  Vorgangs  in  seinem 
ganzen  zeitlichen  Verlauf  zu  erforschen.  Hierin  liegt  die  große 
Bedeutung  der  Diflferentialgleichuns;en  für  die  angewandten 
Gebiete. 

A.    Gewöhnliche  Differentialgleicliiingeii. 
§.  1.    Differentialgleichungen  erster  Ordnung.     Allgemeines. 
340.    Auffassung   und   Lösung   einer   Differential- 
gleichung erster  Ordnung.    Eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  hat  die  allgemeine  Form 

(1)  f{^,  y,  y')  =  0; 

wesentlich  ist  dabei  jedoch  nur  das  Auftreten  von  ?/';  x  oder 
y  oder  beide  zugleich   brauchen    nicht   explizite  vorzukommen. 

Die  Gleiclmng  lösen  Jteißt  alle  Funliionen  y  von  x  be- 
stimmen, tvelcJie  nebst  ihrem  Differentialquotienten  y  sie  iden- 
tisch befriedigen. 

Dieser  analytischen  Formulierung  der  Aufgabe  läßt  sich 
eine  geometrische  an  die  Seite  stellen.  Werden  x,  y  als 
(rechtwinklige)  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  aufgefaßt, 

23* 
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so  bedeutet  y  den  Richtungskoeffizieuten  der  Tangente  an  die 
den  Verlauf  vou  y  darstellende  Kurve  im  Punkte  x\y.  Die 
Gleicliung  (1)  lösen  heißt  dann  alle  Kurven  hestimmen,  deren 
PunJde  im  Vereine  mit  den  zugehörigen  Tangenten  die  Gleicliung 
hefriedigen. 

In  noch  anderer  Weise  kann  die  Gleichung  (1)  aufgefaßt  — 
gerade  diese  Auffassung  hat  sich   als   dem  tiefern  Verständnis 
der  Differentialgleichungen  sehr  förderlich  erwiesen  —  und  die 
j,.    200  Forderung   nach   ihrer  Lösung    ausgesprochen 

werden,  wenn  man  sich  des  Begriffs  ,,Linien- 
element"*)  bedient;  darunter  soll  der  Komplex 
aus  einem  Punkte  x/y  und  einer  durch  ihn 
gehenden  Geraden  (Fig.  200)  verstanden  wer- 
den**); bezeichnet  man  den  Richtungskoeffi- 
zienten der  letzteren  mit  y',  so  sind  xjyjy 
die  Koordinaten  des  Linienelementes;  der  Punkt  xjy  soll  ins- 
besondere sein  Träger  heißen. 

Angenommen,   die  Gleichung  (1)  lasse  sich    in  bezug  auf 
y  auflösen  und  gebe 
(2)  y=(p(x,y) 

derart,  daß  cp  eine  eindeutige  Funktion  ist;  dann  gehört  zu 
jedem  x/y  (der  ganzen  Ebene  oder  eines  Bereichs)  ein  Wert  «/', 
die  Gleichung  umfaßt  so  viele  Linienelemente,  als  es  Punkte 
in  der  Ebene  gibt;  mit  andern  Worten,  sie  definiert  ein  gicei- 
facJi  unendlielies  System  von  Linienelementen.  Die  Gleichung 
lösen  wird  also  nach  dem  Vorausgehenden  dahin  zu  deuten 
sein,  die  durch  sie  definierten  Linienelemente  auf  alle  möglichen 
Arten  in  einfach  unendliche  Scharen  ordnen  derart,  daß  die 
PunJctc  eine  Kurve  und  die  Geraden  die  Tangenten  dieser  Kurve 
in  den  zugeordneten  Punhten  bilden. 

Weil,  wie  die  Folge  lehren  wird,  die  Lösung  einer  Diffe- 
rentialgleichung  im  allgemeinen   die  Ausführung   von  Integra- 


*)  Die  Einführung  dieses  Begriffes  in  die  Geometrie  überhaupt  und 
in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  insbesondere  ist  Sophus  Lie 
(1870—1871)  zu  verdanken. 

**)  Es  handelt  sich  dabei  nach  der  Bedeutung  von  y'  um  eine  un- 
gerichtete Gerade,  vs^eil  zu  den  in  üblicher  Weise  gezählten  Winkeln 
beider  Richtungen  in  einer  Geraden  dieselbe  Tangens  gehört. 
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tionen  erfordert,  so  gebraucht  man  den  Ausdruck  „Integration 
einer  Differentialgleichung"  im  Sinue  ihrer  Lösung  und  nennt 
jede  Funktion  y  von  x  oder  jede  Gleichung  zwischen  x,  y, 
welche  der  Gleichung  (1)  genügt,  ein  Integral  derselben. 

341.    Integralkurven   und  allgemeine  Lösung.     Be- 
trachtet man  in  der  Differentialgleichung 

(1)  f{^,  y,  y)  =  0 

y  als  konstant,  so  stellt  sie  eine  Kurve  dar;  diese  verbindet 
die  Träger  von  Linienelementen  gleicher,  durch  den  besondern 
Wert  von  ij  gekennzeichneter  Ilichtung  (Fig.  201).  Läßt  man 
y'  alle  Werte  durchlaufen,  deren  es  vermöge  (1)  fähig  ist,  so 
beschreibt   die    Kurve   ein   einfach   unendliches   Kurvensvstem. 


Fig.  201. 


Y 


Von    diesem    Kurvensystem    ausgehend    kann    man    eine 
Lösung  der  Gleichung  (1)  wie  folgt  sich   konstruiert  denken. 

Es  sei 

r  r  r  ff 

y^i  y^^  y-27  •  •  -j  yty  y i+i^  ■  •  ■ 

eine  Reihe   in    kleinen  Intervallen   fortschreitender  Werte  von 
^';  die  ihnen  entsprechenden  Kurven  seien 

(^o');  Oa);  (2/2');  •  •  -J  (2//);  (y'i  +  i)?  ■  •  V 
(Fig.  202).*)  Von  einem  heliehigen  Punkte  M^  der  Kurve  (t/j,') 
auso-ehend  lege  man  durch  denselben  ein  Linienelement  der 
Richtung  y^]  durch  den  Punkt  M^,  in  welchem  die  Gerade 
dieses  Elementes  die  Kurve  (y/)  zunächst  schneidet,  ein  weiteres 
Linienelement  der  Richtung  y^\  durch  den  Punkt  Jf,,  in 
welchem  die  Gerade  dieses  Elements   die  Kurve  {y{)  zunächst 


*)  Die  Pfeile  bezeichnen  die  Richtung  des  Fortschreitens  von  einer 
Kurve  zur  benachbarten. 
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trifft,  ein  drittes  Linienelement  der  Richtung  y.^',  usw.  Das  auf 
diese  Weise  konstruierte  Polygon  nähert  sich  bei  Abnahme 
aller  Intervalle  («//,  yW\)  gegen  Null  einer  Kurve  als  Grenze, 
welche  mit  ihren  Punkten  und  den  Tangenten  in  denselben 
der  Gleichung  (1)  genügt,  folglich  eine  Lösung  dieser  Gleichung 
bildet.  Mit  Rücksicht  auf  die  Schlußbemerkung  des  vorigen 
Artikels  wird  eine  solche  Kurve  als  Integralkurve  der  genannten 
Gleichung  bezeichnet. 

Da  jeder  Punkt  der  Kurve  (y^)  zum  Ausgangspunkte  für 
eine  solche  Integralkurve  genommen  werden  kann,  so  gibt  es 
der  Integralkurven  ein  einfach  unendliches  System,  dessen 
Gleichung  die  Form 

(2)  F{x,y,C)  =  0 

haben  wird;  der  veränderliche  Parameter  C,  dessen  Eiuzelwerte 
die  einzelnen  Integralkurven  oder  die  Partilculorintegrale  indivi- 
dualisieren, heißt  die  willhürliche  {auch  Integrations-)  Konstante 
und  die  Gleichung  (2)  das  allgemeine  oder  vollständige  Integral 
der  Gleichung  (1);  sie  stellt  die  allgemeinste  Beziehung  zwischen 
X  und  y  vor,  welche  mit  der  Differentialgleichung  (1)  im  Ein- 
klänge steht. 

Umgekehrt,  ist  ein  einfach  unendliches  Kurvensystem  durch 
die  Gleichung 

(3)  Fix,  y,a)  =  0 

mit  dem  veränderlichen  Parameter  a  gegeben,  so  existiert  eine 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  dem  Systeme  ent- 
spricht. Sie  wird  dadurch  erhalten,  daß  man  aus  (3)  durch 
Differentiation  in  bezug  auf  x  die  weitere  Gleichung 

ableitet  und  zwischen  beiden  den  Parameter  a  eliminiert;  das 
Resultat  dieser  Elimination,  von  der  allgemeinen  Form 

(5)  f{^,  y,  y)  =  0, 

ist  die  besagte  Differentialgleichung.  Sie  drückt  die  Beziehung 
aus,  welcher  alle  Linienelemente  des  Kurvensystems  (3)  Genüge 
leisten,  und  heißt  die  Differentialgleichung  dieses  Kurvensystems. 
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Daraus  ergibt  sich  die  wichtige  Tatsache,  daß  ein  einfach 
unendliches  Kurvenstjstcm  analytisch  in  zweifacher  Weise  charaJc- 
terisiert  werden  Jcann:  durch  eine  endliche  Gleichung  zwischen 
den  Variablen  x,  y  und  einem  veränderlichen  Parameter  und 
durch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  denselben 
zwei  Variablen. 

342.  Integrationskonstante.  Anfangsbedingung. 
Unter  der  Voraussetzung,  daß 

(2)  y  =  (p(x,  y) 

durch  eine  eindeutige  Funktion  von  x,  y  dargestellt  ist,  geht 
durch  jeden  Punkt  des  Bereichs  von  tp  nur  ein  Linienelement, 
also  auch  nur  eine  Integralkurve.  Mithin  muß  das  allgemeine 
Integral  F{:c,  y,  C)  =  0,  nach  der  Konstanten  aufgelöst,  auch 
zu  einer  eindeutigen  Funktion  von  x,  y  führen: 

(6)  C=i^{x,y). 

Längs  einer  Integralkurve  behält  C  denselben  Wert  bei;  von 
Kurve  zu  Kurve  ändert  es  ihn. 

Will  man  jene  Integralkurve  haben,  die  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  ^0/2/0  hindurchgeht,  so  hat  man  G  den  be- 
sonderen Wert 

Co  =  ^(^0.  ^0) 
ffesfeben  und  hat  in 


o""o 


Cq  =  ^(x,  y) 


die  verlangte  Kurve.  Man  nennt  die  Bedingung,  durch  welche 
aus  dem  allgemeinen  ein  partikuläres  Integral  herausgehoben 
wird,  seine  Anfangsbedingung. 

Ist  C3  das  Zeichen  für  irgendeine  eindeutige  Funktion  und 
wendet  man  den  ihr  entsprechenden  Prozeß  auf  (6)  an,  so  ent- 
steht 

die  linke  Seite  hat  einen  bestimmten  Wert  C,  die  i-echte  stellt 
wieder  eine  eindeutige  Funktion  i{x,  y)  von  x,  y  dar, 

(7)  C'  =  x{x,y) 

ist  eine  andere  Form  des  allgemeinen  Integrals. 

Daß  dem  so  ist,  kann  wie  folgt  bewiesen  werden. 
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Da   nach  Voraussetzung  (6)  das    allgemeine  Integral   von 
(2)  ist,  muß  sich  aus 

(8)  0  =  -?^  +  t^  1/' 
^  ^  ex        cy  ^ 

zu  jedem  xjy  derselbe  Wert  von  y'  ergeben  wie  aus  (2).    Aus 
(7)  folgt  aber 

(9)  0  =  ||  +  |i/; 


darin  ist 


dx       oy 


ex        da  dip 
dx       dil)  dx 

dx        da  dl}) 
dy       dip  dy ' 

daher  führt  auch  (9)  bei  jedem  xly  zu  demselben  Wert  von 
y    wie  (6),  also  auch  wie  (2). 

In  diesem  Vorgang  liegt  die  Möglichkeit,  das  allgemeine 
Integral  einer  Differentialgleichung  in  den  verschiedensten  Formen 
darzustellen;  man  wird  im  allgemeinen  nach  der  einfachsten 
suchen.  In  diesem  Bestreben  schreibt  man  schon  die  Kon- 
stante in  einer  passenden  Weise,  als  Funktion  einer  willkür- 
lichen Zahl,  an.  Zahlreiche  Beispiele  hierzu  werden  sich  später 
ergeben. 

343.  Aufgaben  über  Kurvensysteme.  Bei  der  Lösung 
von  Aufgaben,  welche  Kurvensysteme  betreffen,  wird  bald  von 
der  endlichen,  bald  von  der  Differentialgleichung  mit  Vorteil 
Gebrauch  zu  machen  sein.  Zur  Illustration  mögen  die  folgen- 
den Beispiele  dienen. 

Beispiel  1.  Durch  die  Gleichungen 
y  —  h  =  m(x  —  a) 
y  —  h'  =  m'(x  —  a), 

wenn  darin  m,  m  als  veränderliche  Parameter  gelten,  sind 
zwei  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  ajh,  a jH  be- 
stimmt. Besteht  zwischen  den  Parametern  die  in  bezug  auf 
beide  lineare  (oder  bilineare)  Gleichung 

amm  -f  ^m  -f  ym'  -f  d  =  0, 

so  sind  dadurch  die  Strahlen  beider  Büschel  in  gecrenseitig 
eindeutige  Zuordnung  gesetzt,  und  der  Ort  der  Schnittpunkte 
zugeordneter  Strahlen   oder  das  Ers:eugnis  der  leiden  Büschel 
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ergibt  sich  durch  Elimination  von  m,  tu  zwischen  obigen  drei 
Gleichungen;  das  Ergebnis  dieser  Elimination  ist  die  Gleichung 
zweiten  Grades  in  oc,  y. 

<y  -b)(y-  V)  +  ß{x-  a)  (y-b)  +  y{x-a){y-  V) 
+  8[x  —  d)  {x  —  d)  ==  0. 

Das  Erzeugnis  ziveier  projektiven  Strahlenbüschel*)  ist  also  eine 
Kegelschnittslinie. 

Beispiel  2.    Es  ist  der  Ort  der  Punkte  zu  bestimmen,  in 
welchen  die  Kreise  des  Kreisbüschels 

(10)  x^  j^^f-2ßy=a^ 

—  veränderlicher  Parameter  /3  —  von  den  Geraden  des  Strahlen- 
büschels 

(11)  y  —  c  =  7n  (x  —  b) 

—  veränderlicher  Parameter  7n  —  A)  rechtwinklig  geschnitten, 
B)  berührt  werden. 

Eliminiert  man  zwischen  der  Gleichung  (10)  und  der  daraus 
hervorgehenden 

x  +  yy  —  ßy'  =  0 

den  Parameter  ß,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung 

(12)  {x'-f-a'^)y'  =  2xy 

des  Kreisbüschels.    Auf  demselben  Wege  ergibt  sich  aus  (11)  und 

dx 
die  Differentialgleichung  des  Strahlenbüschels: 

(13)  y-c  =  ll{x-h)- 

zur  Unterscheidung  sind  in  (12)  imd  (13)  für  den  Differential- 
quotienten verschiedene  Symbole  gebraucht  worden. 

Im    Sinne   der  Forderung  A)  ist   der  Ort   solcher  Punkte 
zu  bestimmen,  in  welchen 


*)  Das  Wesen  der  Projektivität  zweier  Gebilde  erster  Stufe  (Punkt- 
reihen, Strahlenbüschel  usw.)  besteht  in  der  gegenseitig  eindeutigen 
Zuordnung  ihrer  Elemente. 
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ist;  seine  Gleichung  ergibt  sich  durch  Elimination  von  y    und 

-p  zwischen  dieser  und  den  Gleichungen  (12),  (13);  sie  lautet: 

{x^  +  y^^x  —  h{x^  —  y^)  —  2cxy  —  a^x  +  a^h  =  0. 

Die    Forderung   B)   verlangt    den    Ort    von    Punkten,    in 

welchen 

,  ^  dy 

die  Elimination  von  y,  ■—-  führt  jetzt  zu 

{x^  +  y^)y  +  c  {x'  -  y')  -  2hxy  +  ahj  -  a^c  =  0. 

Die  verlangten  geometrischen  Orte*)  sind  also  Kurven 
dritter  Ordnung,  welche  wegen  des  gleichartigen  Baues  ihrer 
Gleichungen  ähnliche  Eigenschaften  besitzen. 

344.  Form  des  allgemeinen  Integrals  bei  ver- 
schiedenen Formen  der  Differentialgleichung.  Es  ist 
im  voraus  einleuchtend,  daß  zwischen  der  Struktur  einer 
Differentialgleichung  und  derjenigen  ihres  allgemeinen  Integrals 
ein  Zusammenhang  bestehen  wird.  Bevor  wir  diesen  Zusammen- 
hang in  einer  Anzahl  wichtiger  Fälle  feststellen,  wollen  wir 
einen  hiermit  zusammenhängenden  Begriff  entwickeln. 

Es  sei 

(14)  Fix,  y,C)  =  0 

ein  einfach  unendliches  Kurvensystem;  auf  dasselbe  werde  die 
Transformation  (64,  II) 

(15)  X  =  (p{xi,  yi,  a),        y  =  i^{x^,  y^,  a) 

mit  dem  veränderlichen  Parameter  a  angewendet.  Verwandelt 
sich  dabei  die  Gleichung  (14)  in  eine  gleichartig  gebaute  mit 
den  Variablen  x^,  y^,  nämlich  in 

(16)  F{x„y„  C,)  =  0, 

so  bedeutet  dies,  daß  durch  die  Transformation  (15)  jede  Kurve 
von    (14)   in    eine    bestimmte    andere    desselben   Systems    ver- 

*)  Die  Ortsburven  können  auch  als  Erzeugnisse  des  vorgelegten 
Kreisbüschels  mit  zwei  projektiven  Strahleubüscheln  dargestellt  werden, 
die  erste  mit  dem  Durchmesserbüschel  aus  dem  Punkte  b/c,  die  zweite 
mit  dem  Polarenbüschel,  welches  dem  genannten  Punkte  in  bezug  auf 
das  Kreisbüschel  entspricht. 
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wandelt  worden  ist;  es  wird  im  allgemeinen  C^  eine  Funktion 
von  C  und  a  sein.  Wir  wollen  dann  sagen,  das  Kurvensystem 
(14)  gehe  bei  der  Transformation  (15)  in  sich  selbst  über  oder 
bleibe  invariant. 

Ist 
(17)  f{x,  y,  y)  =  0 

die  zu  (14)  gehörige  Differentialgleichung,  so  kann  die  zu 
(16)  gehörige  auf  zweifache  Weise  gewonnen  werden;  einmal 
durch  Anwendung  der  Transformation  (15)  auf  (17),  oder  aber 
durch  Differentiation  von  (16)  nach  x^  und  Elimination  von  C^; 
da  aber  (16)  mit  (14)  bis  auf  die  Bezeichnungen  völlig  über- 
einstimmt, so  wird  auch  die  neue  Differentialgleichung  mit 
jener  (17)  übereinstimmen,  also  lauten  müssen 


(18) 


f{xi,  Vu  yi')  =  ö- 


Es  ändert  hiernach  eine  Transformation,  welche  ein  Kurven- 
system invariant  läßt,  auch  die  Form  seiner  Differentialgleichung 
nicht,  anders  gesagt,  sie  läßt  auch  diese  invariant. 

Gelingt  es  also,  zu  einer  gegebenen  Differentialgleichung 
eine  Transformation  zu  finden,  bei  welcher  sie  invariant  bleibt, 
so  führt  diese  selbe  Transformation  auch  das  System  der  In- 
tegralkurven in  sich  selbst  über.  Wie  daraus 
auf  die  Form  dieses  Integrals  geschlossen  wer- 
den kann,  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

Beispiel  1.    Die  Differentialgleichung 

(19)  f{x,  y)  =  0, 

in  welcher  y  explizit  nicht  vorkommt,  definiert 
ein  System  von  Linienelementen  von  solcher  Beschaffenheit,  daß 
die  Träger  paralleler  Elemente  auf  Geraden  parallel  der  y-Achse 
lie  en  (Fig.  203). 

Daraus  ist  der  Schluß  zu  ziehen,  daß  ihr  allgemeines 
Integral  bei  allen  Translationen  parallel  zur  y-Kchse  invariant 
bleibt  und  daher  die  Form  hat: 


(20) 


Fix,  2/  +  C)  =  0. 
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In  der  Tat,  die  genannten  Translationen  sind  durch 

(21)  x  =  x^,        y  =  yi-\-  a 
bestimmt;  durch  sie  verwandelt  sich  (20)  in 

F(x^,  Vi  +  C^)  =  0,     wobei     C^=  C  +  a 

und  (19),  weil  dx  =  dx^,  dy  =  dy^,  also  ^  =  ?/'  =  ^|i  =  y{ 
ist,  in 

Beispiel  2.     Gleiche  Überlegungen  führen  dazu,    daß  eine 
Differentialgleichung 

(22)  f{y,  y)  =  0, 

in  welcher  x  nicht  erscheint,  ein  Integral  von  der  Form 

(23)  ^  Fix  +C,y)==0 

hat,  welches  bei  aUen  Translationen  parallel  zur  j?- Achse: 

(24)  x  =  x^  +  a,       y  =  yi 
unverändert  bleibt. 

Seispiel  3.     Die  Differentialgleichung 

(25)  f{y  -  Ix,  y)  =  0, 

in  welcher  h  eine  Konstante  bedeutet,  definiert  ein  System  von 

Linienelementen,   in  welchem   die   Träger   paralleler  Elemente 

auf  Geraden    vom    Richtungskoeffizienten  Je  liegen   (Fig.  204). 

.^    „„,  Ihr  Intes-ral  bleibt   daher   bei  allen  Transla- 

Fig.  204.  o 

tionen  in  der  durch  k  bezeichneten  Richtung 
unverändert,  hat  somit  die  Form 

(26)  F{x+  C,y  +  hC)=^0. 
Derlei  Translationen  sind  durch 

(27)  x  =  x^+  a,     y  =^yj^  +  ka 
bestimmt;    hierdurch  aber  verwandelt   sich  (26)    tatsächlich  in 

F{x,  +  C„  y,  +  kC,)  =  0     mit     C,  =  G+a 
und  (25)  in 

(28)  /"(^i  -  ^*^i,  2/i')  =  0- 

Beispiel  4.  Die  Differentialgleichung 

r29)  f{x,  I)  =  0 
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ändert  sich  nicht,  wenn  mau  auf  sie  die  Transformationen 

(30)  x  =  x^,         y  =  ay^, 

welche  als  affine  Transformationen  orthogonal  zur  a:- Achse  be- 
zeichnet werden,  anwendet  (Fig.  205).  Mithin  hat  ihr  allge- 
meines Integral  die  Form 

(31)  F{x,  Cy)  =  0. 

Beispiel  5.    Man   überzeugt   sich    in    gleicher  Weise,    daß 
die  Differentialgleichung 

(32)  f{y,  xy')  =  0 

bei  den  affineu  Transformationen  orthogonal  zur  ^- Achse: 

(33)  X  =  ax^,         y  =  yi 

unverändert  bleibt  und  daher  ein  Integral  von  der  Form 

F(Cx,  y)  =  0 
besitzt. 

Beispiel  6.    Eine  Differentialgleichung  von  der  Gestalt 

(34)  ■  ,/^fii) 

wird  eine  homogene  Differentialgleichung  genannt.     Sie  definiert 

Fig.  205.  Fig.  206. 

Y  /  /  Y 


ein  System  von  Linienelemeuten  solcher  Art,  daß  die  Träger 
paralleler  Elemente  auf  Geraden  durch  den  Ursprung  liegen 
(Fig.  206). 

Daraus  schließt  man,  daß  das  System  der  Integralkurven 
bei  perspeJäivischer  Transformation  aus  dem  Ursprünge,  d.  h. 
bei  proportionalen  Veränderungen  aller  Strahlen  aus  dem  Ur- 
sprünge unverändert  bleibt,  daß  mithin  das  allgemeine  Integral 
den  Bau 
(35)  F{x,  y)  +  C0{x,  y)  ==  0 

haben  müsse,  worin  F,  0  homogene  Funktionen  bedeuten. 
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Tatsächlich  verwandeln  die  perspektivischen  Transforma- 
tionen 

(36)  X  =■  ax^,         y  =  ay^ 

die  Gleichung  (34)  in 

und  auf  (35)  angewendet,  geben  sie,  wenn  jPvom  Homogenitäts- 
grade r,  0  vom  Grade  s  ist,  nach  56 

F{x,,  y,)  +  C,0{x„  y,)  =  0     mit     C,  =  a^-'C. 

§  2.    Integrationsmethoden  für  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

345.  Trennung  der  Variablen.  Einen  Ausdruck  X(ia;, 
wo  X.  Funktion  von  x  allein  ist,  nennt  man  ein  exaktes 
Differential  in  x. 

Wenn  die  Glieder  einer  Differentialgleichung  exakte 
Differentiale  sind,  so  sagt  man,  die  Variablen  seien  getrennt; 
die  Integration  der  Gleichung  kann  dann  unmittelbar  vollzogen 
werden. 

Hat  nämlich  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  ersten  Grades  (in  bezug  auf  y),  nachdem  man  sie  auf  eine 
totale  Differentialgleichung  zurückgeführt,  die  Form 

(1)  Xdx  +  Ydy  =  0, 
so  folgt  aus  ihr  unmittelbar 

(2)  fxdx  -hfrdy  =  G; 

diese  endliche  Gleichung  bildet  das  allgemeine  Integral  der 
vorausgehenden.  Dabei  wird  die  Lösung  als  vollzogen  be- 
trachtet, gleichgültig,  ob  es  möglich  ist,  die  Integrale  durch 
die  elementaren  Funktionen  in  endlicher  Form  darzustellen 
oder  nicht.*) 


*)  Die  ältere  Auffassung  des  Integrationsproblems  verlangte  eine 
Lösung  in  der  Form  einer  endlichen  Verbindung  der  elementaren 
Funktionen;  erst  später  erfuhr  die  Auffassung  eine  Erweiterung  dahin, 
daß  die  Lösung  auch  unbestimmte  Integrale  enthalten  dürfe  (Lösung 
durch  Quadraturen). 
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In   man  eil  en   Fällen   gelingt   die    Trennung   der  Variablen 
durch  einen  einfachen  Rechnungsprozeß,  wie  z.  B.  in  dem  Falle 

X^Y^dx  +  X.^Y^dy  =  0, 
wo  man  nach  Multiplikation  mit   ^  ^^  erhält 

-^  dx  -\-  ~  dy  =  0 . 

^2  ^2 

In  anderen  Fällen  muß  zu  besonderen  Hilfsmitteln  gegriffen 
werden,  die  man  unter  dem  Namen  der  Methode  der  Trennung 
der  Variablen  zusammenfaßt*).  Unter  diesen  Hilfsmitteln  ist 
die  Einführung  neuer  Variablen  das  wichtigste. 

346.    Beispiele.     1)  Die  Differentialgleichung 
lautet  nach  Trennung  der  Variablen 


dx  dy 

und  gibt  zunächst 

arctga:  +  arctgi'/  =  C. 

Von  dieser  transzendenten  Form  kann  man  leicht  zu  einer 
algebraischen  Form  übergehen,  wenn  mau  die  linke  Bogen- 
summe  durch  einen  Bogen  ersetzt  und  für  G  schreibt  arctg  c; 
es  ist  dann 

arctg  -z — ^—  =  arctg  c, 
^  1  —  x%j  °   ' 

und  daraus  folgt 

x-{-y 


=  c. 


l—xy 
Auch  bei  den  Differentialgleichungen 

dx        X  '  dx       yY—  x^ 

ergibt    sich    das    Integral    zunächst    in    transzendenter    Form, 
nämlich 

l  ~  =  C,     aresin  x  +  aresin  y  =  6'; 


*)  Dieser  Weg  zur  Lösung  ist  von  Johann  Bernoulli  zuerst  aus- 
drücklich hervorgehoben  worden  (Acta  eruditorum,  1694). 
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man    kann    aber    auf   ähnlichem   Wege    zu    den    algebraischen 
Gleichungen 

y  =  ex,         x]/!  —  %/"  +  «/]/i  —  x^  =  c 
übergehen. 

2)   Die    Bahn    eines   Punktes    zu    bestimmen,    dessen    Be- 
wegungsrichtung  in  jedem  Augenblicke   senkrecht   ist  zu  dem 
nach  einem  festen  Punkte  0  geführten  Strahle 
(Fig.  207). 

Weil  tgoD  =  —  und  tga  =  j-,   so   lautet 


Fig.  207. 


<xp 


die  Differentialgleichung  der  Bahnkurven 


-^  y  -j^  -f  1  =  0 

X  dx 
und  nach  Trennung  der  Variablen 

xdx  +  ydy  =  0; 
demnach  ist  die  Gleichung  der  Bahnkurven  selbst 

^2  ^  ^2  _  Q 

3)  Mit  Beziehung  auf  die  frühere  Figur  sei  die  Bahn- 
kurve eines  Punktes  zu  bestimmen,  dessen  Bewegungsrichtung 
in  jedem  Augenblicke  so  beschaffen  ist,  daß  ip  und  a  komple- 
mentäre  Winkel  sind. 

Aus  der  Differentialgleichung 

dy        X 
dx        y 
folgt 

als  Gleichung  der  Bahnkurven. 

4)  Die  Kurven  mit  konstanter  Subnormale  a)  im  recht- 
winkligen, b)  im  polaren  Systeme  zu  bestimmen. 

a)  Aus  der  bezüglichen  Differentialgleichung 

dy 

ydi-'' 

ergibt  sich 

if  =  2ax  +  C. 

b)  Im  anderen  Falle  ist 

dr 
d(p 
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die  Differentialgleichung  und 

r  =  aq)  -\-  C 

die  Gleichung  der  Kurven  selbst. 

Die  erste  Eigenschaft  kommt  also  kongruenten,  zur  ic- Achse 
symmetrischen  Parabeln,  die  zweite  archimedischen  Spiralen  zu. 

5)  Um  die  Differentialgleichung 

(1  -{-  xy)ydx  -f  (1  —  xy)xdy  =  0, 

bei  welcher  die  Trennung  der  Variablen  unmittelbar  nicht 
vollzogen  werden  kann,  zu  integrieren,  führe  man  an  Stelle 
von  X,  y  neue  Variablen  z,  u  wie  folgt  ein: 

xy  =  3 

X 

—  =  u: 

y 

daraus  ergibt  sich 

xdy  +  ydx  =  dz 

ydx  —  xdy  =  y^du 

=  —  du 

u 

und  die  Gleichung  lautet  nunmehr 

dz  -{ du  =  0\ 

hier  lassen  sich  die  Variablen  trennen  und  die  Integration  gibt 

lu  —  IG  =  ~: 

z  ' 

kehrt  man  zu  den  ursprünglichen  Variablen  zurück,  so  kommt 
man  endgültig  zu  dem  allgemeinen  Integral 

X  =  Cyey. 

6)  Zu  integrieren  die  Gleichungen: 

a)  (1  +  x^ydx  +  (1  —  y)xdy  =  0; 

(Lösung:  l{xy)  -\-  x  —  y  =  G). 

b)  ^y  =  ^^y' 

^  dx       xy  (1  -f  x'^)  5 

(Lösung:  (1  +  x'')  (1  +  y^)  =  Gx'). 
c)  y^dx  i- (xy  —  l)dy  =  0- 

(Lösung:  y  =  Ge'^;  man  benutze  als  Variable  y  und  xy  =  v). 

Gz  üb  er:  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  24 
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34:7.  Homogene  Differentialgleichungen.  In  344,  6) 
wurde  bereits  eine  homogene  Difif'erentialgleieliung  als  eine  solche 
definiert,  welche  y'  als  Funktion  von  -  bestimmt,  und  gezeigt, 
daß  ihr  Integralkurvensystem  bei  den  perspektivischen  Trans- 
formationen aus  dem  Ursprünge  unverändert  bleibt.  Eine 
solche  Gleichung  entspringt  aus  der  allgemeineren  Form 
(1)  q){x,y)dx-\-i){x,y)dy  =  0, 

in    welcher    (p{x,  y),  tl^ix,  y)    homogene    Funktionen    gleichen 
Grades  vorstellen.     Ist  n  dieser  Grad,  so  ist 

(f{x,y)  =  x'^cp(\,  -|),     i^{x,y)=^x'^i,{\,  |-)  ; 

daher  lautet  (1)  nach  Unterdrückung  des  Faktors  a;": 

cp(l,l)dx+xl.(\,l)dy=^0. 

Führt   man  x  und  —  =  w  als  Variable    ein*)?    so   kommt 

man  vermöge  der  Beziehung 

dy  =  udx  -\-  xdii 
zu  der  neuen  Form 

95(1,  u)dx  +  i>(l,  u){udx  -\-  xdu)  =  0, 

in  welcher  sich  die  Variableu  trennen  lassen  wie  folgt: 

da;  ''/'(l»  u)du         __  p. 

X         qp(l,  t<) -j- M  1/^(1,  z()  ' 

die  Integration  ergibt  dann 

Hat  also  die  Gleichung  die  Gestalt 

(3)  y-f{^, 

SO  lautet  die  Lösung 


(4)  Ix  -Jj 


du  Pf 


f{u) 

Nach    vollzogener   Integration    ist    u    wieder    durch      -  zu 
ersetzen. 


*)  Diese  Substitution  wird  schon  1714  in  einer  Abhandluog  von 
Gabriello  Manfredi  angegeben.  Der  Name  „homogene  Differential- 
gleichung" erscheint  zum  erstenmal  1726  in  einer  Abhandlung  Johann 
Bernoullis. 
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348.    Beispiele.     1)  Die  Differentialgleichung 

(ax  +  hy)dx  -\-  (ax  +  Vy)dy  =  0 

läßt  Lösung  in  endlicher  Form  zu.  Denn  nach  (2)  ist  ihr 
Integral 

und  die  vorgeschriebene  Integration  ist  nach  den  für  die  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  ausgebildeten  Methoden  aus- 
führbar. 

Auf  den  obigen  Fall  läßt  sich  die  allgemeinere  Gleichung 

{ax  +  hy  +  c)dx  -[-  (a  x  -\-  Vy  +  c)dy  =  0 

zurückführen,  indem  man 

aj  =  ^0  +  ^;      y  =  yo  +  v 

setzt  und  die  Konstanten  Xq,  y^  derart  bestimmt,  daß 

a^o  +  ^«/o  +  c  =  0 

a\+  6^0+  <^'=0 

wird;  denn  in  den  neuen  Variablen  |,  t]  lautet  dann  die 
Gleichung  so  wie  vorhin.  Der  Sinn  dieser  Transformation  ist 
der,  daß  das  Kurvensystem  jetzt  nicht  in  bezug  auf  den  Ur- 
sprung, sondern  in  bezug  auf  den  Punkt  x^/yQ  perspektivische 
Umformung  zuläßt. 

Eine  derartige  Bestimmung  von  Xq,  y^  ist  aber  nur  mög- 
lich, wenn 

ah 

,.,   ==  ah'  —  ab  4=  0 
a  0 

ist;  findet  hingegen  --- =  ~- (==  Jt)  statt,  so  kann  für  die  obige 
Gleichung 

{ax  -\-  hy  -\-  c)dx  -f  [li{ax  +  hy)  -f-  c'^dy  =  0 

geschrieben  werden,  und  führt  man  jetzt  x  und  ax  -\-  hy  =  v 
als  Variable  ein,  so  ist  die  Trennung  möglich;  man  hat 
nämlich 

h{v  -\-  c)dx  -f  ijiv  +  c'){dv  —  adx)  =  0 
und  hieraus 

^^  j {kv-^c')dv ^ 

(&  —  alc)v-^hc  —  ac 

24* 
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2)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,    bei  welchen   die  Ur- 
sprungsordinate der  Tangente  eine  homogene  lineare  Funktion 
der  Koordinaten  des  Berührungspunktes  ist. 
Die  Dififerentialgleichung 

y  —  xy  =  ax  -f  hy 
dieser  Kurven  kann  auf  die  Form 

[ax  -\-  {b  —  \)y^^dx  +  xdy  =  0 

gebracht  werden,  welche  im  vorangehenden  Beispiele  behandelt 
worden  ist.     Das  allgemeine  Integral 


Ix  +  I  — r^—  =  Ic 
'  J  a-\-  bu 


in  seiner  endgültigen  Gestalt 

x''-\ax  +  by)  =  C 

bestimmt  bei  rationalem  h  ein  System  algebraischer  Kurven. 
Wenn  insbesondere  ax  -\-hy  =  x -{-y,  ist  es  das  Parallelstrahlen- 

büschel 

X  +  y=  C, 

bei  ax  -\-hy  ^^y  —  X  das  Parallelstrahlenbüschel 

y  —  x=C; 

bei  ax  -\-  hy  =  X  —  y  hat  man 

X  —  y  ==  Cx^f 

also  ein  Büschel  durch  den  Ursprung  gehender  Parabeln,  deren 
Achsen  der  «/-Achse  parallel  sind  und  deren  Brennpunkte  in 
der  a;-Achse  liegen. 

3)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  die  Tan- 
gente mit  der  Abszissenachse  einen  doppelt  so  großen  Winkel 
bildet,  als  der  aus  dem  Ursprünge  nach  dem  Berührungspunkte 
gezogene  Strahl. 

Mit  Bezugnahme   auf  Fig.  207    soll   also   a  =  2(p,    somit 

4.  2  tg  (p 

^  1  —  tg^  qp 

d.    h. 


X 


-(!)' 


Fünfter  Abschnitt.     Differentialgleichungen.  373 

sein.     Die  Einführung  von    —  =  m  gibt 

udx  -\-  xdu  =  '         E  dx\ 

und  trennt  man  die  Variablen,  so  ist  weiter 

(1  —  u^)du       dx^ 

die  Integration  vollzieht  sich  unmittelbar,  nachdem  man  1  —  ir 
durch   1  -f-  11^  —  2u^  ersetzt  hat,  und  gibt 

lu-l{l  ■i-u^)-\-lC=lx- 

durch  Übergang  zu  den  Zahlen  und  Restitution  des  Wertes 
für  u  ergibt  sich  schließlich 

x'-{-y'-=  Cy. 

Die  gesuchten  Linien  bilden  also  ein  die  r^-Achse  im  Ursprung 
berührendes  Kreisbüschel. 

4)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  der  Ab- 
schnitt der  Tangente  auf  der  Ordinatenachse  gleich  ist  dem 
nach  dem  Berührungspunkte  aus  dem  Ursprünge  geführten 
Leitstrahle. 

Die  Differentialgleichung  der  verlangten  Kurven  kann  un- 
mittelbar hingeschrieben  werden;  sie  lautet: 

y-xy'  =yx'+tf; 
daraus  folgt 


y 


'=f-i/n-f; 


y 


und  mit    ^  =  u  weiter 

X 

du 


woraus 

dx  du       ^ 

und  in  weiterer  Folge 

Ix  +  i{u  -\-yi^^)  =  ic 
x{u -\-yv-\^u^)  ^  c 

y-\-Vx^^V~'^C', 
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nach  Beseitigung  der  Irrationalität  hat  man 

x^  =  -2Cy  ^C^ 
und   erkennt,   daß    die  verlangten   Kurven   konfokale   Parabeln 
sind,  deren  gemeinsamer  Brennpunkt  der  Ursprung  und  deren 
Achse  die  ?/-Achse  ist. 

5)  Zu  lösen  die  folgenden  Aufgaben: 

^)  {^y  +  lOxJrfic  -|-  {by  4-  'lx)dy  =  0; 

(Lösung:  {y  +  x^iy -\- ^xf  =  C). 

b)  {2x—y+l)dx-^{2y  —  x-l)dy==0-^ 

(Lösung:  x'^  —  xy  -{-  y'^  -\-  x  —  y  =  C). 

c)  Kurven  zu  bestimmen,  deren  Subtangente  gleich  ist  der 
Summe  der  Koordinaten  des  Berührungspunktes. 

\Lösung:  y  —  < 

d)  Bezeichnet  man  die  Achsenabschnitte  der  Tangente  und 
Normale  mit  t^,  t  •  n^,  n  ,  so  sind  Kurven  mit  folgenden  Eigen- 
schaften zu  bestimmen: 

«)  t^  +  n^  =  2{x  +  y). 

(Lösung:  x^  +  ^xy  —  ^"  =  G). 
ß)  ix  -  %  =  «  +  !/• 

(Lösung:  l(2y^  -\-  xy  +  x^)  =  —r.  arctg  -&^  -f  G). 

\  y?  xyi  ) 

y)  ^y  +  'w..  =  ^-^- 

(Lösung:  l{vi^  —  xy  -{-  2 x^)  =  --  arctg  -     _    -\-  C\. 

349,  Exakte  Differentialgleichungen.  Wenn  eine 
Dififerentialorleichung  erster  Ordnung  in  der  Form  einer  totalen 
Differentialgleichung  gegeben  oder  auf  solche  gebracht  ist: 

(1)  31{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0, 

so  kann  es  sein,    daß   ihre   linke  Seite    das  exakte  Differential 
einer  noch  unbekannten  Funktion  u(x,  y)  ist;  für  (1)  kann  dann 

du  =  0 
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geschrieben  werden,  woraus  das  allgemeine  Integral 

(2)  n{x,y)  =  C 

folgt. 

Ob  dem  so  sei,  läßt  sieb  durch  Differentiation  entscheiden, 
und  trifft  die  Voraussetzung  zu,  so  kann  die  unbekannte  Funk- 
tion durch  Quadraturen  hergestellt  werden. 

In  der  Tat  ist  Mdx  -\-  Ndy  das  totale  Differential  von  u 
nur  dann,  wenn 

—  =  Tlf      ^  =  y 

dx  ''     dy       '^  ' 

dann  aber  muß 

^  ^  dy         ex 

sein,  weil  beide  Seiten  dasselbe,   nämlich  -^    ^— ,  bedeuten. 
'  '  dxoy 

Somit  ist  (1)  nur  dann  eine  „exakte  Differentialgleichung", 

wenn  (3)  erfüUt  ist. 

Man  findet  dann  aus  >^—  =  J/ 
ex 


-f^Idx  +  T; 


dabei  wird  die  Integration  an  M  nur  in  bezug  auf  x  aus- 
geführt, als  ob  y  konstant  wäre,  weshalb  auch  die  Integrations- 
konstante Y  im  allgemeinen  als  Funktion  Ton  y  vorausgesetzt 
werden  muß;   durch  Differentiation  ergibt  sich  daraus 

~dfMdx      dY 
du  =  Mdx  -I-  Ndy  =  3Idx  -f    ^^^ h  ^    i 

mithin  ist 

dj  Mdx       d  Y 


(^y, 


N  = 


und  schließlich 
also  hat  man 


dy  dy 


//  dfMdx\ 

u  =J  [Mdx  +  [N -  -^^^)dy\. 

Geht  man  von  7^  =  N  aus.  so  ergibt  sich  durch  ein  ana- 

cy  '  ° 

loges  Verfahren 
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Die    divergierenden    Teile    beider    Darstellungen    stimmen 
sachlich  wegen  (3)  miteinander  überein;  denn  es  ist 

/-^ dx  =  I   I  ^T—  dxdy. 
dx  J  J    ex  ^ 

Nach    erfolgter    Ausrechnung    von    u    ist    das    allgemeine 
Integral  gemäß  der  Vorschrift  (2)  anzusetzen. 

350.     Beispiele.     1)  Die  Differentialgleichung 

x{x  +  2y)dx  +  \x^  —  y^)dy  =  0 


ist  exakt,  weil 


d[x{x  +  2y)]  _^^_d{x'-y^ 


dy  dx 

Nun  ist 


/ 


x(x  +  2y)dx  =  ^  -h  xhj 


3 


/' 


(x"-  —  y^)  dy  =  x^y 


dfxix  -\-2y)dx 


=  x' 


demnach 
oder 


/ 


c  fx{x-\-2y)dx 

— s dii  =  x^y. 

cy  ' 

^  -V  x'^y  —  --  =  konst. 


x"^  +  ^x^y  —  y^  =  C 
das  allgemeine  Integral. 
2)  Die  Gleichung 

x{x^  +  ^^)dx  +  ?/(r  +  ^x^)dy  =  0 
erfüllt  gleichfalls  die  Bedingung  einer  exakten  DifiFerential- 
gleichung.  Sondert  man  Glieder  von  der  Form  Xdx,  Ydy, 
die  exakte  Differentiale  sind,  ab,  so  muß  dann  notwendig  der 
erübrigende  Teil  die  Bedingung  wieder  erfüllen;  in  der  Tat 
ist  dies  bei 

x^dx  +  y^dy  +  ?>{xy^dx  +  x'^ydij)  =  0  ^ 

der    Fall.      Und    da    man    hier    die    Funktion,    von    welcher 
xy^dx  +  x^ydy  das  Differential  ist,  unmittelbar  erkennt  —  es 
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^x^xßj  —  SO  kann  man   das   allgemeine  Integral   so- 
fort hinstellen: 

— —^-  -\-  -^  x^y^  =  konst. 


2 


oder 


^*  +  ^  +  ^x^f  =  C 

3)  Die  Gleichung  ^{x?  ■\-  y^  -\-'ix^dx  -\-  '2ye'dy  =  ^  zu 
integrieren  (Lösung:  {x^  -\-  y^)e'  =  C)  und  die  Gleichung  348, 
5  b)  als  exakte  zu  behandeln. 

351.  Der  integrierende  Faktor.  Wenn  die  Differential- 
gleichung 

(1)  3Idx+  Ndy=^0 

die  Bedingunff  ^^-  =  -^5—  nicht   erfüllt,   so  muß   doch   ihr  all- 
^     °    dy        ox  ' 

gemeines  Integral,  dem  man  die  Gestalt 

(2)  w  =  C 

geben  kann,  so  beschaffen  sein,  daß  die  Gleichung 

(3)  Pj^  +  U'^y-'^ 

mit  (1)  dem  Wesen  nach  übereinstimmt,  d.  h.  daß  beide  für 
jede  Wertverbindung  x/y  denselben  Wert  für  —  ergeben, 
also  ein  und  dasselbe  System  von  Linienelementen  definieren. 
Dies  ist  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  linke  Seite  in  (3)  sich 
von  der  linken  Seite  in  (1)  nur  um  einen  nicht  identisch,  d.  h. 
für  alle  Wertverbindungen  von  x,  y  verschwindenden  Faktor 
unterscheidet,  so  daß 
(4)  ^{Mdx  -f  Ndy)  =  ^^  dx  -{-  j-  dy  =  du. 

Ein  solcher  Faktor  i-c,  welcher  die  linke  Seite  von  (1)  in 
ein  exaktes  Differential  verwandelt,  wird  ein  integrierender  Faktor 
der  Gleichung  (1)  genannt,  weil  nach  Auffindung  eines  solchen 
die  Gleichung  nach  dem  in  349  entwickelten  Vorgange  integriert 
werden  kann. 

Neben  ^  ist  aber  jeder  Ausdruck  von  der  Form  iitpiu), 
was  auch  qp  für  eine  Funktion  sein  möge,  aber  auch  nur  ein 
solcher,  integrierender  Faktor  von  (1),  weil,  vermöge  (4),  auch 

yi(p{ii){Mdx -\- Ndij)  ^  (p{u)du 
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ein   exaktes   Differential   ist;    durch    seine   Integration    entsteht 
eine  Funktion   '^{u),  und  die  Gleichung 

(5)  0{u)=  G 

ist  ebenso  das  Integral  von  (1)  wie 

u  =  C.*) 

Sind  also  zwei  wesentlich  verschiedene,  d.  h.  nicht  bloß 
durch  einen  konstanten  Faktor  sich  unterscheidende  integrie- 
rende Faktoren  einer  Differentialgleichung  bekannt,  so  möge  der 
eine  mit  ju-  bezeichnet  werden,  dann  ist  der  andere  mit  fi(p{ii) 
anzusetzen;  ihr  Quotient  cp{u),  einer  willkürlichen  Konstanten 
gleichgesetzt,  gibt  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  (5)  Mit- 
hin hat  die  Kenntnis  zweier  integrierenden  Faktoren  einer 
Differentialgleichung  die  Kenntnis  ihres  allgemeinen  Integrals 
zur  Folge. 

Als  eine  Methode  von  großer  Anwendbarkeit  kann  die 
Integration  mittels  des  integrierenden  Faktors  nicht  bezeichnet 
werden**),  denn  die  Aufgabe,  zu  einer  vorgelegten  Differential- 
gleichung einen  integrierenden  Faktor  zu  bestimmen,  ist  in 
der  Regel  ein  schwierigeres  Problem  als  die  Integration  der 
Gleichung  selbst  Dem  Art.  349  zufolge  hat  nämlich  der 
integrierende  Faktor  der  Bedingung 

dy  dx    ' 

also  der  partiellen  Differentialgleichung 

d\i       jt^dfi  (dM       dN^ 


dx  oy  Xüy        ox  j 


dy       ^\dy 

zu  genügen;  und  die  Lösung  einer  solchen  führt,  wie  an 
späterer  Stelle  (403)  gezeigt  werden  wird,  auf  zwei  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  zurück. 


*)  Vgl.  hierzu  342. 

**)  Man  bringt  die  Methode  vorzugsweise  mit  dem  Namen  L.  Eulers 
in  Verbindung  und  nennt  sie  nach  ihm  auch  Methode  des  Eiderschen 
Multiplikators,  weil  er  die  zugrunde  liegende  Idee  am  eingehendsten 
verfolgt  hat  (1760).  Doch  findet  sich  eine  Andeutung  davon  schon  bei 
Johann  Beruoulli,  und  A.  Clairaut  hat  (1739)  von  dem  Verfahren 
in  bewußter  AVeise  Gebrauch  gemacht. 
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352.    Beispiele.    1)  Die  Differentialgleichung 

ydx  —  xdy  =  0 

ist   nicht    exakt;    es    ist    aber    leicht,    integrierende    Faktoren 
für    sie    anzugeben.     Ein    solcher   ist    schon  — ,  weil    er    die 

Trennung  der  Variablen  bewerkstelligt  und  die  linke  Seite  in 

X  11 

das  Differential  von  l —  verwandelt;  aber  auch  — v  und     ,   sind 
y  y^  x' 

integrierende  Faktoren,  weil  sie  die  linke  Seite  in  das  Differential 

von  — ,  bzw.  von  —  —  verwandeln. 

y '  X 

Jede  zwei  der  drei  Faktoren 

1        1        1 
xy^    y^'    ab- 
geben zum  Quotienten  eine  Funktion  von  — ,  weshalb 

X 

das  allgemeine  Integral  jener  Gleichung  in  seiner  einfachsten 
Form  ist. 

2)  Auch  die  Differentialgleichung 

{y  —  x)dy -\- ydx  =  0 

ist  nicht  exakt;  sondert  man  von  dem  exakten  Teile  ydy  den 
nicht  exakten  ydx  —  xdy  ab,   so   kann  für  diesen  allein  jeder 

der  vorhin  angegebenen  Faktoren  — ,  -~i,  ^  verwendet  werden; 

xy     X      y 

für   die   ganze  Gleichung   aber   nur  der  letzte,   weil   er  von  y 
allein  abhängt;  er  verwandelt  die  linke  Seite  in  das  Differential 

von  hl  -\ ,  mithin  ist 

^      y  ' 

ly  +    ^   =  C 

^      y 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

3)  Um  einen  allgemeinen  Fall  vorzuführen,  soll  gezeigt 
werden,  daß  sich  zu  jeder  homogenen  Differentialgleichung  ein 
integrierender  Faktor  unmittelbar  angeben  läßt. 
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Sei 

Mdx  +  Ndy  =  0 

eine   homogene  Differentialgleichung  (347);   da  identisch  gilt: 

Mdx  +  Ndy 


so  ist 


■j-,,      s         1   Mx  —  Ny  j-,  y 


Mx-]-Ny  2        ^    ^^         2   3Ix-\-Ny         a;  ' 

]\£x Nv 

weil  nun  Zähler   und  Nenner   des  Bruches   ~i,f—^~-jJ^-  homogen 

sind  von    gleichem  Grade,    so    läßt    er   sich    als  Funktion   von 

—  =  M  darstellen,  so  daß 

X 

Mdx-\-Ndy  _   1^     ,  .      .  _      ,.  du , 
Mx-\-Ny     ~   2   ^''^^y^        ^'W    ,,  , 

mithin  verwandelt  der  Faktor  -^^^    r^i^r-    die    linke    Seite    der 

Mx  -\-  J\  y 

Differentialgleichung  in  ein  Aggregat  exakter  Differentiale,  ist 
also  ein  integrierender  Faktor  derselben. 

Der  Faktor  wird  illusorisch,  wenn  31  x  +  Ny  =  0.  Man 
erledige  diesen  Sonderfall. 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung  homogen  und  exakt,   so  hat 

sie    neben    dem    integrierenden    Faktor    ^^^ — , — ^—    auch    den 

~  M  X  -\-  J\  y 

Faktor  1,  folglich  ist  dann  Mx  +  Ny  =  C  ihr  Integral.  Dies 
trifft  beispielsweise  bei  der  Gleichung 

{ax  +  ßy)dx  +  (ßx  +  yy)dy  =  0 
zu,  ihr  Integral  ist  somit 

ax^  -f  2ßxy  +  yy^  =  C. 

Die  Gleichung  {xy -\-y^)dx  —  (x^  —  xy)dy  =  Q  mittels  eines 
integrierenden  Faktors  zu  integrieren. 

353.  Lineare  Differentialgleichungen.  Eine  Diffe- 
rentialgleichung, welche  in  bezug  auf  die  zu  bestimmende 
Funktion  und  ihren  Differentialquotienten  vom  ersten  Grade 
ist  und  auch  das  Produkt  der  beiden  nicht  enthält,  heißt  eine 
lineare  Differentialgleichung.    Ihre  allgemeine  Form  ist  demnach 

(1)  t  +  ^y-Q- 

wenn  P,  Q  Funktionen  von  x  aUein  bezeichnen. 
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Nach  Multiplikation  mit  dx  ist  der  Teil  Qdx  ein  exaktes 
Differential;  der  nicht  exakte  Teil 

dy  +  Pydx 

hat    aber    auofenscheinlich    den    integrierenden   Faktor  — ,  weil 

durch  dessen  Anwendung  die  Variablen  getrennt  werden  und 
der  Ausdruck  sich  in  das  exakte  Differential  von 

ly  -\-  j  Pdx 
verwandelt;  die  Differentialgleichung 

dy  4-  Pydx  =  0 
wird  also  durch 

-fPdx 

y  =  e 
befi-iedigt;  ihr  integrierender  Faktor 

1  [Pdx 

~  =  e^ 
y 

ist,    da  er  nur  von  x  abhängt,    auch  ein  Faktor   der   ganzen 
Gleichung. 

Durch  seine  Anwendung  verwandelt  sich  (1)  in 

und  daraus  folgt  das  allgemeine  Integral 

(2)  y  =  e-^''''''[C'i-fQe^'''"'dx}. 

Ohne  auf  den  integrierenden  Faktor  einzugehen,  kann 
man  dieses  Resultat  auch  auf  folgende  Weise  entwickeln.  Be- 
trachtet man  y  als  Produkt  zweier  unbekannten  Funktionen  u,  v 

von  X*),  setzt  also 

y  =  uv, 
woraus 

dii       du       ,        dv 

dx       dx  ax' 

so  lautet  die  Gleichung 

/du    ,     Tk    \       .        dv 


/du    ,     x>    \       .        "^        rt 


*)  Der   dieser  Substitution    zugrunde   liegende  Gedanke  ist  zuerst 
von  Jobann  Bernoulli  (1697)  angegeben  worden. 
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sie  reduziert  sich  auf 

(3)  "ll=«. 

wenn  man  u  derart  bestimmt,  daß 

^  +  Pm  =  0; 
dx  ' 

daraus  folgt  durch  Trennung  der  Variablen 

du 


u 


+  Pdx  =  0 


und  durch  Integration 

lu  -\-fPilx  =  0, 
woraus 

Mit  dieser  Bestimmung  aber  lautet  (3) 

dv  =  Qe^^'^'^dx, 
woraus 

v=^C+fQj'''"dx. 
Demnach  ist 

y  =  uv  =  e  ''        [C-{-jQe-'       dx^ 
wie  oben. 

Wie  aus  den  Ausführungen  in  342  im  voraus  zu  erwarten 
war,  ist  das  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  linear 
in  bezug  auf  die  Konstante.  Umgekehrt:  Zu  einem  Integral, 
das  in  bezug  auf  die  Konstante  linear  ist,  also  die  Form 

y  =  Ccp  -\-t 
hat,  gehört  eine  lineare  Differentialgleichung.     Denn  eliminiert 
man  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

y'  =  Ccp'  4-  t' 
die  Konstante,  so  ergibt  sich 

y  —t     (f 

y  —  ijj'    (p' 


0 


und  ausgeführt 


y'^Py^Q, 


wenn  P  =  —  ~   und    Q  =  ~ —  gesetzt  wird. 

cp  ^  (p  ^ 
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354.    Beispiele.     1)  Die  lineare  Gleichung 
-^  =  ax  +  hy  +  c 
hat  den  integrierenden  Faktor 

—  [b  dx  —  b  X 

e  ''       =  e       ; 
multipliziert  man  sie  mit  demselben,  so  erkennt  man  in 

f^  — &!/)e-*^=  {ax  +  c)e-*-' 

die   linke  Seite   sogleich   als   das  Differential  von   ?/e~*-^;    mit- 
hin ist 

ye-^^  =  C  +J(ax  +  c^e-'^-'dx 

und  nach  Ausführung  der  Integration 

,,.  __  r'^*^       abx  -\-a  -{-  bc 

oder    in    anderer   Anordnung,    wenn    man    für    l)^C   wieder    C 
schreibt, 

ahx  +  h^-ij  +  «  +  &c  =  Ce*-^ 

das  allgemeine  Integral. 

2)  Bringt  man  die  Gleichung 


auf  die  Form 


dy  ,    i 

^  +  tg  1/  =  :r  sec  2/ 

cos  ?/  ^  +  sin  y  =  x, 


so  erkennt  man  in  ihr  eine  lineare  Differentialgleichung,  aber 
nicht  in  bezug  auf  y,  sondern  in  bezug  auf  sin  y  als  abhängige 
Variable;  man  kann  sie  nämlich  schreiben 

(Z(sin  y)    , 

-^ — —  +  sm  11  =  X\ 
ax  ^  ^ 

als  solche  hat  sie  den  integrierenden  Faktor  e^'^''  =  e'  und 
gibt  bei  dessen  Anwendung 

e^  siny  =  C  -\- j xe'dx, 
woraus  schließlich 

sin  y  =  X  —  1  -\-  Ce~^. 
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3)  Die  sogenannte  Beruoullische  Differentialgleichung*) 

kann  auch  nicht  unmittelbar  als  eine  lineare  angesprochen 
werden;  bringt  man  sie  aber  in  die  Gestalt 

so   findet  mau,    daß    sie   linear   ist  in  bezug  auf  ~ als  ab- 

hängige  Variable,  indem  sie  geschrieben  werden  kann 

ä  ^'"" 

dx        '    ^  ^       1  —  w        ^ 

Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (2)  ist  also 

ihr  allgemeines  Integral. 

Als  Beispiel  diene  die  Gleichung 

dy 1 . 

dx       xy-{-x^y^'' 

nicht  in  dieser,  aber  in  der  reziproken  Gestalt 

-1 yx  =  li'^x^ 

dy        ^  ^ 

stellt  sie  sich  als  eine  Bernoullische  Gleichung  mit  der  ab- 
hängigen Variablen  x  dar  und  gibt  nach  dem  erklärten  Vor- 
gange das  Integral 

x-^  =  -e    2  \C+J  i/e^dy], 

in  endgültiger  Form 

1  ^^ 

4)  Die  Riccatische  Differentialgleichung.  Im  An- 
schlüsse an  die  Bemerkung,  die  über  das  Auftreten  der  Kon- 
stanten in  dem  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung 
gemacht  worden  ist,   stellen  wir  uns   die  Frage  nach  der  all- 


*)  Von  Jakob  Bernoulli  1695  zur  Lösung  gestellt. 
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gemeinen  Form    jener  DifFereutialgleicliung,    deren  Integral  in 
bezug  auf  die  Konstante  linear  gebrochen  ist,  also  lautet: 

Schreibt  man  die  Gleichung  in  der  Gestalt 

G{^xy  —  ^)  +  i\y  —  t  =  0 

und  differentiiert,  wodurch 

G{(p\y  +  9^12/'—  g'')  +  ^\y  +  i\y—i''=  0 

entsteht,  so  ergibt   die  Elimination  von  C: 

IfPiy-ff  i'iy-4^  i_Q 

¥i.y  +  ^iy'—¥    t[y  +  tiy' —  i^' \ 

und  die  Ausführung  der  Determinante  liefert: 

(5)  y'=Py'+Qy  +  B, 

worin 

lediglich  Funktionen  von  a;  sind. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (5)  nennt  man  nach  dem 
Urheber  eine  Biccatische  Differentialgleichung.  Ihre  Lösung  läßt 
sich  im  allgemeinen  nicht  auf  Quadraturen  zurückführen. 

Kennt  man  aber  ein  partikuläres  Integral,  d.  h.  eine  Funk- 
tion ?j  von  X,  die  ihr  genügt,  so  daß 

(6)  ri'=Fn'-\-Qr,  +  R, 

dann   läßt   sich   die  Gleichung   auf  eine   Bernoullische   redu- 
zieren und  somit  durch  Quadraturen  lösen;  denn  setzt  man 

y  =  ')]  -\-  s,     woraus     y  =  rf  -\-  z, 
so  wird  aus  (5) 

V  +  /  =  Prf  -\-Qyi  +  R  +  P{2r}Z  +  ^2)  +  Q^^ 
also  mit  Rücksicht  auf  (6) 

/-{2Prj-{-  Q)0=  Pz'^ 

und  das  ist  eine  BernouUische  Gleichung  mit  der  unbekannten 
Funktion  z. 

Gz  üb  er:  Torleaungen.    II.    3.  Aufl.  25 
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5)  Zu  lösen  die  Differentialgleiciiuiigen : 
a)  ay  -\-  hy  ^  c  sin  ax] 


c 


(Lösung:  y  =  Ce    «  +  -  sin  {ax  —  ß),  wenn 

ß  =  arctg  "^  j  . 

b)  y'  cos  X  -\-  y  sin  X  =  1 ; 
(Lösung:  y  =  sin  x  -{-  C  cos  x). 

c)  ^i/y—  ay^^x-j-  1'^ 

(Lösung:  y^  =  Oe'*^ ^ A  • 

355.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zweiten  und  höheren  Grades.  Von  allgemeinerem  Charakter 
sind  die  Differentialgleichungen  von  der  Form  f{x,  y,  y')  =  0, 
die  nicht  eine  eindeutige  Lösung  nach  y'  zulassen.  Unter  diesen 
interessieren  hauptsächlich  diejenigen,  die  in  bezug  auf  y'  alge- 
braisch sind,  aber  von  höherem  als  dem  ersten  Grade. 

Der  einfachste  Fall  ist  der  einer  Differentialg-leichung 
erster  Ordnung   zweiten   Grades;   ihre   allgemeine   Form   lautet 

(1)  Ly''  +  2My'-\-N=0- 

L,  M,  N  sollen  eindeutige  Funktionen  von  x,  y  sein. 

Eine  solche  Gleichung  definiert  ein  System  von  Linien- 
elementen von  solcher  Zusammensetzung,  daß  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  im  allgemeinen  —  soweit  sich  nämlich  reelle  Werte 
für  y'  ergeben  —  0wei  Elemente  hindurchgehen,  deren  Rich- 
tungskoeffizienten sich  nach  Einsetzung  der  Koordinaten  des 
gemeinsamen  Trägers   in  (1)   und  Auflösung   nach  y'  ergeben. 

Dies  hat  zur  Folge,  daß  durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
innerhalb  des  Reellitätsbereichs  von  y'  zwei  Integi-alkurveu 
hindurchgehen,  mit  andern  Worten,  daß  das  System  der  Integral- 
kurven die  Ebene  zweifach  bedeckt.  Dabei  sind  aber  zwei  ver- 
schiedene Fälle  denkbar.  Entweder  sind  es  zwei  Kurven  eines 
einheitlichen  Systems,  die  sich  in  dem  Punkte  schneiden,  oder 
es  schneidet  sich  eine  Kurve  eines  Systems  mit  einer  Kurve 
eines  andern  Systems,  indem  das  Integralsystem  aus  zwei  ein- 
fach unendlichen  Scharen  besteht. 
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Wir  besprechen  zuerst  den  zweiten  Fall,  der  die  Aus- 
nahme bildet.  Wenn  nämlich  (1),  nach  y  aufgelöst,  rationale 
Wurzeln  liefert,  wenn  also  i(f^  — ZiVals  vollständiges  Quadrat 
sich  darstellen  läßt,  dann  zerfällt  die  Gleichung  (1)  in  zwei 
Gleichungen  erster  Ordnung  ersten  Grades;  jeder  derselben 
entspricht  ein  die  Ebene  einfach  bedeckendes  einfach  unend- 
liches Kurvensystem  und  die  Vereinigung  beider  Systeme  ist 
das  Integi-al  der  Gleichung  (1). 

So  gibt  beispielsweise  die  Gleichung 

x\j\r-  ^r  {x^  -  f)y' -a:y  =  0 
die  allgemeine  Auflösung  nach  y': 


./  =  _  ^'  ~  y'  I  1 /(^'  —  yy  1  1  _  _  ^'  —  y^  ,  ^'  +  y' 

-^  2xy     —V       4:X^y^     "^  2xy     —      2xy     ' 

zerfällt  also  in  die  beiden  Gleichungen 
'       y  '  X 

welche  nach  Trennung  der  Variablen  und  Integration  ergeben: 

y  =  Cx,      x^  +  y^=  C; 

das  erste  dieser  Resultate  bestimmt  ein  Strahlenbüschel 
aus  dem  Ursprünge,  das  zweite  eine  Schar  konzentrischer 
Kreise  um  denselben.  Beide  können  in  der  einen  Gleichungf 
(y  —  Cx)  {x^  -{-  y^  —  C)  =  0  zusammengefaßt  werden.  In  jedem 
Punkte  der  Ebene  schneidet  sich  eine  Linie  des  ersten  Systems 
mit  einer  des  zweiten  unter  rechtem  Winkel;  letzteres  war  auch 
schon  aus  der  DiflFerentialgleichung  zu  erschließen,  die  in  der 
Form 

^  g,y  O 

zeigt,  daß  in  jedem  Punkte  y'^-  y.2  =  —  1  ist.  Eine  Ausnahme- 
rolle spielt  nur  der  Punkt  O/'O,  durch  welchen  alle  Geraden 
des  Büschels  gehen. 

In    dem    andern  Falle,   wo   M^  —  LN  kein   vollständiges 
Quadrat  ist,  heißen  die  Lösungen  von  (1): 


—  M-\-yM'—LN  ,  _  —  M  —  \/M'-  —  LN 

L        '   y  ~        L        ' 

25* 
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jede  davon  kann  beide  vertreten,  wenn  man  die  Quadratwurzel 
als  zweideutiges  Symbol  auffaßt,  und  nur,  wenn  man  über  das 
Voi'zeichen  der  Quadratwurzel  eine  bestimmte  Festsetzung 
macht,  bildet  jede  Lösung  für  sich  eine  Differentialgleichung 
ersten  Grades.  Daraus  folgt,  daß  auch  das  Integral  einer  der 
Gleichungen  das  vollständige  Integral  bildet,  wenn  man  den 
darin  vorkommenden  Symbolen  die  volle  Allgemeinheit  bei- 
legt. In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  läßt  sich  die 
Totalität  der  Lösungen  in  bezug  auf  die  Integrationskonstante 
so  ordnen,  daß  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 

(2)  PC  -\-2QCi-B==0 

ergibt,  deren  Koeffizienten  eindeutige  Funktionen  von  x,  y  sind. 
Im  ersten  Falle  ist  auch  das  Gleichungstrinom  von  (2)  rational 
zerlegbar,  im  andern  Falle  ist  eine  solche  Zerlegung  nicht 
möglich. 

Da  durch  jeden  Punkt,  in  welchem  durch  (1)  zwei  reelle 
Richtungen  bestimmt  sind,  auch  zwei  reelle  Kurven  von  (2) 
sich  schneiden,  mit  anderen  Worten,  da  (1)  und  (2)  gleich- 
zeitig reelle,  bzw.  komplexe  Lösungen  ergeben  müssen,  so  sind 
die  Diskriminanten  M^—LN,  Q'^  —  FR  stets  gleich  be- 
zeichnet und  verschwinden  auch  gleichzeitig,  falls  sie  über- 
haupt Null  werden. 

Als  ein  einfaches  erläuterndes  Beispiel  diene  die  Gleichung 

sie  gibt 

nach  Trennung  der  Variablen 

dy    ,    dx       rx 

-^4-  _  =0; 

Vy     Vx 
die  Integration  liefert  weiter 

Vy±Vx  =  ±yd', 
nach  Fortschaffung  der  zweideutigen  Symbole  ergibt  sich 

(x-yy~2C{xi-y)-\-C'  =  0, 

und  dies  hat  tatsächlich  die  Form  (2).  Weil  die  Glieder- 
gruppe zweiten  Grades  ein  vollständiges  Quadrat  bildet,  so  sind 
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die  Inteffralkiirven  Parabeln:  sie  berühren  beide  Koordinaten- 
achsen  in  gleicher  Entfernung  (=  C)  vom  Ursprünge.  Jede 
Gleichung,  wie  Yy  -{-Yx  =yC  mit  bestimmten  Zeichen  der 
Wurzeln,  stellt  nur  bestimmte  Abschnitte  der  Parabeln  dar. 

Auch  bei  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  M-ten 
Grades  kommt  es  darauf  an,  ob  es  unter  den  Auflösungen 
nach  y'  auch  rationale  Lösungen  gibt  oder  ob  alle  Lösungen 
irrational  (im  weiteren  Sinne)  sind;  im  ersten  Falle  zerfällt 
das  Integralsystem  in  mehrere  Kurvenscharen,  im  zweiten  ist 
es  nur  eine  die  Ebene  im  allgemeinen  «-fach  bedeckende 
Kurvenschar. 

356,    Beispiele.     1)  Die  Gleichung 

gibt  die  Auflösung 

1 

y  = 


und  das  Integral 

y-hlC=lix-{-Yx^Tl)- 

schreibt  man  dafür 

und  schafft  die  Quadratwurzel  weg,  so  erscheint  das  allgemeine 
Integral  in  der  Gestalt  (2),  nämlich 

C^e'-y-2Cxey-  1=0. 

2)  Es    sind  Kurven   zu   bestimmen,   deren  begrenzte  Tan- 
gente konstant  und  =  a  ist. 

Die  Differentialgleichung  jeder  solchen  Kurve  lautet: 

y 


^y 
und  gibt 


^      V<^-y' 


trennt  man  die  Variablen  und  integriert,  so  erhält  man  zunächst 
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der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeiclieii  läßt  folgende  Umfor- 
mung zu: 

l/a^— 2/^^  a-dy  ydy 


y        ^     y\/a^-y' 


d  — 

__     „  y  ydy 


daher  ist  weiter 


K(f)- 


Ya^—y^ 


^  +  c=-«7(^+]/(^y-i)+y^?37. 

und  schließlich 

Es  ist  dies  ein  System  von  Kurven,  das  bei  Translationen 
parallel  zur  ic- Achse  unverändert  bleibt,  wie  dies  auch  schon 
aus  der  Differentialgleichung  hätte  erschlossen  werden  können 
(343,  2)).  Jede  dieser  Kurven  heißt  eine  TraMorie^)  oder  Zug- 
linie der  Geraden,  weil  sie  durch  das  freie  Ende  eines  Fadens 
von  der  Länge  a  beschrieben  wird,  wenn  man  ihn  in  horizon- 
taler Ebene  so  dahinzieht,  daß  ein  am  andern  Ende  befindlicher 
schwerer  Punkt  eine  Gerade  beschreibt. 

In  parametrischer  Darstellung,  wenn  man  den  Winkel  der 
Tangente  mit  der  a;- Achse  als  Hilsfvariable  u  einführt,  schreibt 
sich  die  (7  =  0  entsprechende  Kurve: 

X  =  a  (cos  u  -]-  Hg  .  j ,         y  =  a  sin  u.       (0  <  u  <  ti) 

Über  die  Beziehung  der  Traktorie  zur  Kettenlinie  vgl. 
man  216,  IL 

3)  Eine  Kurve  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  über  einer 
beliebigen  Strecke  der  Abszissenachse  ruhende  Fläche  propor- 
tional ist   dem   in  dieselbe  Strecke   sich   projizierenden  Bogen. 

Es  hat  also  die  Kurve  der  Gleichung 


X  X 

jydx  =  /.-  fyi'-fY^dx 


*)  Der  Name   rührt  von  Huygens   her,    die   erste  Anregung  zur 
Untersuchung  der  Kurve  gab  C.  Perrault  zu  Ende  des  17,  Jahrh. 
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zu  genügen,  wenn  a  eine  beliebige  aber  feste  Zahl  und  Ic  den 
Proportionalitätsfaktor  bedeutet.  Durcb  Differentiation  nach  der 
oberen  Grenze  ergibt  sich 

daraus  

und  weiter  durch  Trennung  der  Variablen  und  Integration: 


mithin  ist 


daher  schließlich 


/ t: X  +  c 


Es  ist  dies  eine  Schar  von  Kettenlinien,  welche  bei  Verschie- 
bung längs  der  Abszissenachse,  die  zugleich  ihre  Grundlinie  ist, 
unverändert  bleibt. 

4)  Eine  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  der  von  zwei  be- 
liebigen Radienvektoren  begrenzte  Sektor  proportional  ist  dem 
dazwischenlieofenden  Bogen. 

Man  hat  zu   dieser  Bestimmung   die  Differentialgleichung 

—  1  r^dfp  =  li  I  Yr^  +  r"^  d(p 

und  findet  auf  ähnlichem  Wege  wie  vorhin  zunächst 

2  k 
(p  —  c  =  arccos  — , 

woraus  sich  durch  Umkehrung 

2k 


cos  (qp  —  c) 

ergibt.  Führt  man  an  Stelle  der  Polarkoordinaten  rechtwinklige 
ein,  so  entsteht  die  Gleichung 

X  cos  c  -\-  y  sin  c  —  2k  -=  0, 
woraus  hervorgeht,   daß  alle  Geraden,  welche  vom  Ursprünge 
oder  Pol  den  Abstand  2  h  besitzen,  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügen. 
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5)  Die  asymptotischen  Linien  des  hyperbolischen  Paraboloids 

2  a       ib 


zu  bestimmen. 

In  220  ist  nachgewiesen  worden,  daß  die  iC^-Projektionen 
der    asymptotischen   Linien    einer   Fläche    charakterisiert    sind 
durch  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zweiten  Grades: 
rdx^  -f  2sdxdy  +  tdiß=  0, 

m  welcher  r  =  ^—^ ,  5=5-0"-,  t  =  ö^y  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  lautet  diese  Differentialgleichung 

^dx''-dAß=0 

und  zerfäUt  in  die  beiden: 

dij  —  y  —  äx  =  0,      dtj  +  ]/—  dx  =  0, 
deren  Integrale 

die  beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  bestimmen.  Wie  im 
Zusammenhalte  mit  der  Flächengleichung  zu  erkennen,  sind  die 
asymptotischen  Linien  selbst  auch  Gerade  und  fallen   mit  den 
beiden  Scharen  der  Erzeugenden  der  Fläche  zusammen. 
6)  Zu  lösen  die  folgenden  Aufgaben: 

a)  x^-y'^  +  ^xyy  +  2y^  =  0; 
(Lösung:  {xy  +  C)  {x^y  +  C)  =  0). 

b)  Die  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  die  Summe  aus 
Subtangente  und  Subnormale  der  doppelten  Abszisse  des  Kur- 
venpunktes gleichkommt  (und  allgemeiner:  bei  welchen  t  -\-  n 
=  2kx  ist). 

c)  Die  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  das  Produkt  der 
Achsenabschnitte  der  Tangente  konstant  ist. 

357.  Spezielle  Gleichungsformen.  Wenn  in  einer  Dif- 
ferentialgleichung eine  der  Variablen  nicht  explizit  vorkommt 
oder  wenn  beide  fehlen,  ferner,  wenn  der  Differentialgleichung 
eine  der  Formen  x  ==  cp{y,  y),  y  =  '4){x,  y)  gegeben  werden 
kann,  führen  besondere  Verfahren  zum  Ziele.  Darunter  ist  der 
Vorgang  bemerkenswert,  daß  man  die  Gleichung  vorher  diffe- 
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rentiiert,  um  so  den  Weg  zur  Integration  vorzubereiten.  Auch 
die  Einführung  von  y'  als  Hilfsvariable  gehört  zu  den  hier  an- 
gewendeten Mitteln,  wie  die  folgenden  Ausführungen  zeigen 
werden. 

I.  Eine   DiflFerentialgleichung,    die    (außer  Konstanten)   y' 
allein  enthält,  also  die  allgemeine  Form 

(1)  f(y)  =  0 

besitzt,  definiert  Linienelemente,  deren  Richtungskoeffizienten 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind;  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  so  viele  Linienelemente,  als  es  reelle  Wurzeln 
gibt.  Ist  a  eine  solche,  so  ist  jede  Gerade  y  =  ax  -\-  C  eine 
Integralkurve  der  Gleichung;  man  kann  also  die  Gesamtheit 
der  Lösungen  durch 

(2)  ^(^^)-0 

darstellen. 

IL  Enthält  die  Gleichung  y  nicht,  lautet  sie  also 

so    bedarf  der   Fall,    wo    sie   sich    in   bezug   auf  p   lösen   läßt, 
keiner  weiteren  Erläuterung.     Kann   sie  hingegen   nur   nach  x 
gelöst,  also  in  die  Form 
(3*)  X  =  gpfj)) 

gebracht  werden,  so  differentiiere  man  sie  und  ersetze  dx  durch 
das  gleichwertige  — ^;  dadurch  entsteht 
dy-=p(p'(p)dp 
und  durch  Integration  weiter 

(4)  y+G=jprp'{p)dp. 

Ist  die  Integration  vollzogen,  so  hat  man  in  (3*)  und  (4)  eine 
parametrische  Darstellung  der  Integralkurven.  Läßt  sich  p  eli- 
minieren, so  kann  man  dem  Integral  auch  die  Form  F{x,y,C) 
=  0  geben. 

III.  Erscheint  a;  in  der  Gleichung  nicht  explizit,  so  suche  man 

(J>)  f{y,  p)  =  0, 

wenn  es  sich  nicht  nach  p  leicht  auflösen  läßt,  nach  y  zu  lösen: 

(5*)  y  =  ^(j9), 
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diiferentiiere  und  ersetze  dy  durch  das  gleichwertige  ^6? ;r;  nach 
Trennung  der  Variablen  und  Integi-ation  erhält  man  dann 


(6)  x-\-C==J^ 


{p)dp 


P 
und  hat  schließlich  zwischen  (5*),  (6)  2^  zu  eliminieren. 

IV.  Einen  ähnlichen  Weg  kann  man  einschlagen,  wenn 
eine  Differentialgleichung,  die  beide  Variablen  enthält,  wie 

(7)  fi^,  y,  p)  =  0, 

nach  einer  davon  sich  auflösen  läßt.    Aus  dieser  Lösung 
(7*)  X  =  (f(y,  p)    bzw.    y  =  i>{x,  p) 

ergibt  sich  durch  Differentiation 

(8)  ^  =  l"-  dy  +  '^  dp  bzw.  pdx  =  ^£dx  +  l^  dp- 

in  beiden  Fällen  hat  man  es  mit  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zu  tun;  ist  ihr  Integral  gefunden,  das  die  all- 
gemeine Form 

(9)  0{y,  p,  C)  =  0    bzw.    W{x,  p,  C)  =  0 

haben  wird,  so  bleibt  noch  die  Elimination  von  p  zwischen 
(7*)  und  (9)  zu  vollziehen  übrig,  wenn  es  nicht  vorteilhafter 
ist,  die  parametrische  Darstellung  durch  Vermittlung  von  p 
beizubehalten. 

358.  Beispiele.  1)  Eine  Kurve  zu  finden,  von  der  ein 
beliebiger  Bogen  bei  der  Rotation  um  die  a?- Achse  eine  Ober- 
fläche beschreibt,  die  der  unter  dem  Bogen  befindlichen  Fläche 
proportional  ist. 

Die  Kurve  hat  also  die  Bedingung 

X  X 

2  7C  (  y  ds  =^li  (  y  dx 

a  a 

oder  die  Gleichung 

2'xyds  =  Tiydx 

zu  erfüllen.    Diese   wird,   außer  durch  y  =  0,  befriedigt  durch 

woraus  sich 

2« 


l/i+C^-T 
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als   allgemeines   Integral   ergibt.     Hiernach   bilden   die   beiden 
Systeme  paralleler  Geraden: 


y 


=  ±.]/^-l  +  C 


die   Lösung    der    Aufgabe;    sie    sind    nur    dann    reell,    wenn 
\'k\>2%. 

2)  Um  die  Gleichung 

3y  =  2i)3  +  3p2 

zu  integrieren,  differentiiere  man  sie;  man  erhält  nach  Unter- 
drückung des  Faktors  ?>p 

dx  =  2{j>^  l)dp 
und  durch  Integration 

X  -\-  c  =p>^  -\-  2p. 

Eliminiert  man   zwischen  dieser  und  der  gegebenen  Glei- 
chung zuerst  j)^,  so  entsteht 

p'  -  2pix  -f-  c)  +  33/  =  0; 
Elimination  von  j)^  zwischen  den  beiden  letzten  Gleichungen  gibt 

2p{x  +  ci-  1)  =  X  +  c  -i-3ij, 
woraus 

^         2{x-\-c-\-iy 

setzt  man  dies  in  die  drittvorhergehende  Gleichung  und  ordnet 
nach  X  -{-  c,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral 

4:{x  -f  cy+  3(a;  -f  cf-  lS{x  +  c)y  -  9^2_  i2y  =  o. 

3)  Um  die  Gleichung 

^-\-2xy  =  x''  +  i/ 
zu  integrieren,  löse  man  sie  nach  y  auf;  man  erhält 

y  =  X  -i-Yp, 

daraus  durch  Diflferentiation 

pdx  =  dx  H ^ 

2yp 

und  durch  Trennung  der  Variablen 

dx  = ~ — r-,: 

2(p-l)V^' 
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folglich  ist 

2   yp  +  1 

daraus,  wenn  e^^^  c  gesetzt  wird 

Vl-l 

Vp  + 1 


ce^ 


und 


1/-        l  +  ce'" 
1  —  ce 


setzt  man  dies  in  die  aufgelöste  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich 
das  allgemeine  Integral 

,     l  +  ce'^ 
1  —  ce 

359.  Die  in  x,  y  linearen  Differentialgleichungen. 
Zu  den  Differentialgleichungen,  welche  nach  voraufgegangener 
Differentiation  integriert  werden  können,  gehört  auch  die  in 
X,  y  lineare  Differentialgleichung'-^-) 

Eine  solche  Differentialgleichung;  definiert  ein  Svstera  von 
Linienelementen  solcher  Art,  daß  die  Träger  paralleler  Elemente 
auf  Geraden  liegen  (Fig.  208);  denn  für  jeden  besondern  Weii 
von  p  stellt  (1)  eine  Gerade  dar  vom  Richtungskoeffizienten  (p{p) 
j,.    2jjg  und  vom  Achsenabschnitte  f{p).    Im  all- 

gemeinen ist  die  Richtung   der  Linienele- 
mente von  jener  der  Geraden  verschieden, 
auf  welcher  die  Träger  liegen;  fallen  aber 
beide  Richtungen  zusammen,  ist  also 
(2)  cp{p)=p, 

-X  so  ist  die  betreffende  Gerade  auch  eine 
Litegralkurve  der  Gleichung  (1).  Es  hat 
also  die  Gleichung  (1)  unter  ihren  Integrällinien  so  viele  Gerade, 
als  die  Gleichung  (2)  reelle  Wurzeln  besitzt;  ist  c  eine  solche, 
so   ist  y  =  x^{c) -\- f{c)   eine   Integrallinie. 


*)  Von  J.  d'Alembert  1748  zuerst  behandelt  und  auch  nach  ihm 
benannt. 
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Zum  Zwecke  der  Gewinnung  des  allgemeinen  Integrals 
differentiiere  man  die  Gleichung  (1)  und  ersetze  drj  durch  pdx] 
dadurch  entsteht 

pdx  =  cp{p)dx  -f-  \x(p\p)  -\-  f'{p)]dp. 
Dies,  auf  die  Form 


dp       p  —  (p{p)  p  —  (p(p) 

gebracht,  bildet  aber  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  der 
unabhängigen  Variablen  p  und  der  abhängigen  X]  ist  diese  ge- 
löst und 
(4)  F(x,  p,  C)  =  0 

ihr  allgemeines  Integral,  so  bleibt  noch  die  Elimination  von  p 
zwischen  (4)  und  (1)  übrig. 

Bemerkenswert  ist,  daß  die  Gleichung  (3)  gerade  für  die 
aus  (2)  resultierenden  Lösungen  illusorisch  wird,  daß  also  die 
Gleichung  (4)    nur   mit  Ausschluß    dieser  Werte   Geltung   hat. 

Beispiel.    Die  Differentialgleichung 

tj2f'+2xp-ij  =  0, 
in  der  Form 

2p 


y      1  _^- 

geschrieben,   führt  bei   der  eben  erklärten  Behandlung  auf  die 
lineare  Differentialgleichung 

dx  2x  ^ 

dp  "*"  ^r— 1?^)  ^    ' 

in  welcher  sich  aber  die  Variablen  unmittelbar  trennen  lassen; 
man  erhält  danach  durch  Integration 


p^x 


C. 


i-p'- 

Eliminiert  man  zwischen  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung 
p,  so  ergibt  sich 


oder  mit  C  =  ~ 


i/  =  2cx  +  c'' 

als   allgemeines  Integral,   das   ein  System  konfokaler  Parabeln 
um  den  Ursprung  als  gemeinsamen  Brennpunkt  darstellt. 
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Da  p  =  0  die  einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung 


1  —  p^ 

ist,  so  befindet  sich  unter  den  Integralliuien  eine  und  nur  eine 
Gerade:  y  =  0. 

360.  Die  Clairautsche  Differentialgleichung.  Ein 
besonderer  Fall  der  in  x,  y  linearen  Dilferentialgleichuug  ist 
die  Clairautsche  Gleichung*) 

(5)  y-xp  +  f{p)] 

wie  man  aus  der  Vergleichung  mit  der  allgemeinen  Form  (1) 

erkennt,  ist  hier  die  Bedingung  (2)   identisch  erfüllt;  es  sind 

^.    „  „  also  auch  alle  durch  (5)  für  verschie- 

Fig.  209.  ^    ^ 

dene  Werte  von  p  bestimmten  Geraden 

Integralkurven   von  (5),   folglich   das 

Geradensystem 

(6)  y=^Cx  +  aC) 

zugleich  das  allgemeine  Integral  (Fig. 

209). 

Hat  das  Geradensystem  eine  Ein- 
hüllende, so  ist  diese  gleichfalls  Inte- 
gralkurve; denn  ihre  Tangenten  mit  den  Berührungspunkten 
bilden  Linieuelemente,  die  zu  den  durch  (5)  definierten  Elementen 
gehören.  Man  erhält  die  Einhüllende,  indem  man  (6)  in  bezug 
auf  C  differentiiert  und  zwischen  der  so  entstandenen  Gleichung 

(7)  0=^x^f{C)    . 

und  der  Gleichung  (6)  C  eliminiert. 

Zu  diesen  Resultaten  gelangt  man  auf  analytischem  Wege 
in  folgender  Weise.  Wird  (5)  differentiiert  und  chj  durch  pdx 
ersetzt,  so  ergibt  sich 

pdx  =  pdx  -f  [^  +  f\py\dp, 
also 

\x  +  f'{p)]dp  =  0. 

*)  Eine  Gleichung  dieser  Form  hat  A.  Clairaut  zum  ersteniiial 
gelöst  in  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1734  (Histoire  de  l'Acad.  de 
Sc.  de  Paris). 
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Dies  zerfällt  aber  in  die  beiden  Gleicliungen: 

dp  =  0, 

x-\-f\p)  =  0; 

die  erste  hat  p  =  C  zur  Folge  und  führt  auf  das  allgemeine  Inte- 
gral (6);  aber  auch  durch  Elimination  von  p>  zwischen  der 
zweiten  dieser  Gleichungen  und  (5)  ergibt  sich  eine  Lösung; 
diese  fällt  jedoch  zusammen  mit  jener  Gleichung,  welche  aus 
(6)  und  (7)  durch  Elimination  von  C  resultiert  und  die  Ein- 
hüllende des  durch  die  allgemeine  Lösung  vorgestellten  Geraden- 
systems bestimmt. 

Die  Clairautsche  Gleichung  bildet  den  analytischen  Aus- 
druck für  eine  Tangenteneigenschaft  einer  ebenen  Kurve,  welche 
sich  nur  auf  die  Richtung  der  Tangente  und  nicht  auch  auf 
die  Lage  des  Berührungspunktes  in  ihr  bezieht.  Ist  nämlich 
den  Tangenten  einer  Kurve  eine  Bedingung  auferlegt,  so  wird 
sich  diese  im  allgemeinen  analytisch  in  der  Weise  darstellen 
lassen,  daß  der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  Ordinatenachse 
einer  Funktion  der  Koordinaten  ihres  Berührungspunktes  und 
ihres  Richtungskoeffizienten  gleichzukommen  hat.  Dieser  Ab- 
schnitt hat  aber  vermöge  der  Gleichung 

V  -  y  ==  p(l  -  ^) 

der  Tangente  den  Ausdruck  y  —  px-^  folglich  kann 

y-px^f{x,y,p) 

als  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Tangenteneigenschaft  ange- 
sehen werden.  Hängt  nun  die  Tangenteneigenschaft  nur  von 
der  Richtung  der  Tangente  ab,  so  nimmt  die  Gleichung  die 
einfachere  Form 

y-px  =  f{p) 

an,  d.  h.  sie  wird  eine  Clairautsche  Gleichung  (5) 

Wird  z.  B.  nach  der  Kurve  gefragt,  bei  welcher  die  Taugente 
mit  dem  aus  dem  Ursprünge  nach  dem  Berührungspunkte  ge- 
zogenen Strahl  einen  konstanten  Winkel  d  einschließt,  so  handelt 
es   sich  um   eine  Tangenteneigenschaft,  bei  welcher  die  Lage 
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des  Bei-ührungspunktes   in   der  Tangente   von  Einfluß    ist;   die 
Bedincruno;  der  Aufgabe  liefert  den  Ansatz 

y 


—p 

^  =  tQß  =  Je, 


X 


und  daraus  folgt 

d.  h.  der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  Ordinatenacbse  ist 
von  X,  y  und  p  abhängig. 

Stellt  man  hingegen  die  Frage  nach  einer  Kurve,  deren 
Tangenten  vom  Ursprünge  einen  gegebenen  Abstand  a  haben, 
so  ist  dies  eine  Tangenteneigenschaft,  bei  der  es  auf  die  Lage 
des  Berührungspunktes  in  der  Tangente  nicht  ankommt;  mittels 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Tangente 
ri  =  pl  +  y  —  xp 
drückt  sich  die  Bedingung  des  Problems  durch 

y  —  px 
-|/y+i 
aus  und  gibt 

y—px  =  aYf^, 

d.  h.  für  den  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  Ordinatenachse 
einen  von  p  allein  abhängigen  Wert. 

361.  Beispiele.  1)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  welchen 
die  Eigenschaft  zukommt,  daß  die  von  zwei  gegebenen  festen 
Punkten  auf  ihre  Tangenten  gefällten  Lote  a)  eine  konstante 
Summe  s;  b)  eine  konstante  Differenz  (J;  c)  ein  konstantes  Pro- 
dukt J5;  d)  ein  konstantes  Verhältnis  l  bilden. 

Ordnet  man  das  Koordinatensystem  so  an,  daß  die  Abszissen- 
achse durch  die  gegebenen  festen  Punkte  geht  und  der  Ursprung 
die  Entfernung  2c  dieser  Punkte  halbiert,  dann  haben  die  von 
den  Punkten  c/0  und  —  c/0  auf  die  Tangente 

eines   Punktes    x/y    der    gesuchten    Kurve    gefällten    Lote    die 

Längen:  ^ 

y — px-\-cp  y  —  px  —  cp 
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a)  Ai 


y—P^  +  cp        y  —  px  —  cp 

1  7^:        =      =  S 


Vp'+i     '     Vp'-j-i 

folgt  die  Clairautsclie  Gleichung 

y  =  px+--yp^+  1; 
außer  den  Geraden  des  Systems 

genügt  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auch  dessen  Einhüllende, 
welche    sich    durch   Elimination   von   C 
zwischen  dieser  Gleichung  und 

0  =  rr  + 


2 1/(7*  +  1 
ergibt;  es  ist  dies  der  Kreis  (Fig.  210) 

9       1  9  " 

^'  +  r  =  Y'  r 

b)  Die  zweite  Frage  führt  zu  der  Differentialgleichung 
2cjp 


Vp^+^ 


-S, 


aus  der  p  =  + 


Yic^  —  S 

y  =  ± 


_;  das  allgemeine  Integral 


x  +  C 


V4c«  — d^ 
stellt  zwei  Systeme  paralleler  Geraden  dar,  die  reell  sind,  wenn 

c)  Die  auf  den  dritten  Fall  bezügliche  Differentialgleichung 
{y  —  xp)^  —  c-p-_  -r, 

p^+1 

hat  auch  die  Clairautsche  Form,  indem 


y=-xp  +  y{c'  +  B)p'  +  B 

ist;  das  allgemeine  Integral  besteht  aus  Geraden,  den  Tangenten 
der  gesuchten  Kurve;  diese  selbst  wird  durch  Elimination  von 
2)  zwischen  der  letzten  Gleichung  und 

{c'  +  B)p 


0  =  x  + 


y{c^^B)p'-^B 


C  z  u  b  e  r  ,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl. 
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gefunden.    Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nacli  x,  y  gibt: 


^__         {c'+B)p 


y 


B 


und  daraus  folgt  ohne  weiteres 


c*  +  B    '     B 

Die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  festen 
Punkten  als  Brennpunkten,  je  nachdem  B  positiv  oder  negativ 
(und  gleichzeitig  c^  +  i?  >  0)  ist. 

d)  Die  dem  vierten  Falle  entsprechende  Gleichung 

y  —  px-\-cp  ^  ^ 

y  —  px  —  cp 

ist  eine  Clairautsche,  wie  man  aus  der  nach  y  aufgelösten  Form 

■       X4- 1 

y  =  Xp^  ^-L^  cp 

erkennt;  ihr  allgemeines  Integral 

X  +  1 


y 


C{.  +  \+\c) 


repräsentiert  ein  Strahlenbüschel  mit  dem  Zentrum  —     _     cjO, 

und  dieses  Zentrum,  das  die  Strecke  zwischen  den  festen  Punkten 
y-  äußerlich  oder  innerlich  teilt,  je  nachdem  X 

^'^-  ^^^-  positiv  oder  negativ  ist,    bildet  zugleich  die 

Einhüllende  des   Integralsystems   (Fig.  211). 
2)  Es    sind   die    Krümmungslinien    des 
dreiachsigen  EUipsoids 

^'  _i_  l!  4.  i*  =  1 

„2   -1-     52   -t-     g2 

zu  bestimmen. 
In  Artikel  218   ist   die   Diiferentialgleichung,   welche  die 
Projektion  der  Krümmungslinien  einer  Fläche  auf  der  a;?/-Ebene 
charakterisiert,  gefunden  worden;  sie  lautet: 

[(1  +p^)s  -pqr]dx^  -  [(1  +  q^)r  -  (1  +  p'^)t]dxdy 

-Kl-i-q')s-pqt]df^=^0; 
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darin  sind  p,  g;  r,  s,  t  die  Differential quotienten  erster  und 
zweiter  Ordnung  von  z.  Im  vorliegenden  Falle  ergeben  sie  sich 
aus  den  Gleichungen: 


X 

+ 

zp  ^ 
c- 

=  0 

y 

+ 

zq 

=  0 

1 

+ 

zr 

zs 
c- 

=  0 
=  0 

1 

+''^ 

^  c" 

+ 

zt 

=  0 

und  haben 

die 

Werte 

P  = 

- 

e  = 

c* 

h' 

1 

'■  z 

Setzt  man  diese  in  die  obige  Differentialgleichung  ein,  so  er- 
gibt sich  nach  entsprechender  Reduktion: 


a^  —  c^  n 


und  nachdem  man  durch  5 —  dividiert   und    zur   Abkürzung 

gesetzt  hat,  weiter 

Führt  man  an  Stelle  von  x.  y  neue  Variable  X,   Y  ein, 
indem  man  setzt 

x^  =  X     dY  ^  -p 

y^  =  Y      d^  ~ 
so  entsteht  zunächst 

ÄXP'  +  {X  -  ÄY -  B)P  -  r  =  o, 

26* 
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daraus  durch  Zusammenfassung 

iÄP+  i)(xp-  r)-BP  =  ü 

und  schließlich  die  Clairautsche  Gleichung 

Ihr  allgemeines  Integral 

giht,  wenn  man  auf  die  ursprünglichen  Variablen  zurückgeht, 
die  allgemeine  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe: 

Die  Krümmungslinien  projizieren  sich  demnach  auf  der  xy- 
Ebene  in  ein  System  von  koaxialen  Kegelschnittlinien,  und 
zwar  die  eine  Schar  in  Ellipsen  (C  <  0),  die  andere  Schar  in 
Hyperbeln  (O>0). 

3)  Die  Kurve  zu  finden,  bei  der  die  Summe  der  Achsen- 
abschnitte der  Tangente  konstant  ist. 

4)  Die  Kurve  zu  bestimmen,  bei  welcher  das  Produkt  der 
Achsenabschnitte  der  Tangente  konstant  ist. 

5)  Es  soll  jene  Kurve  bestimmt  werden,  bei  welcher  der 
durch  die  Koordinatenachsen  auf  der  Taugente  gebildete  Ab- 
schnitt konstant  ist. 

§  3.     Singulare  Lösungen  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 
362.   Singulare  Linienelemente  und  singulare  Lö- 
sungen.   Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
(1)  f  {x,  y,  y)  =  0, 

die  y'  als  eindeutige  Funktion  von  x,  y  bestimmt,  ordnet  jedem 
Punkte  der  Ebene  als  Träger  nur  ein  Linienelement  zu;  alle 
zulässigen  Punkte  zeigen  also  gleiches  Verhalten,  durch  jeden 
von  ihnen  geht  nur  eine  Integralkurve,  das  System  der  pai'ti- 
kuläreu  Lösungen  bedeckt  die  Ebene  einfach.  Das  ist  insbe- 
sondere bei  einer  algebraischen  Differentialgleichung,  d.  i.  bei 
einer  Gleichung  der  Form 
(1*)  A,y'  -f  J,  =  0 
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der  Fall,  in  der  Ä^,  A^  ganze  rationale  Funktionen  von  x,  y 
bedeuten;  eine  solche  Gleichung  vnAGhi  jeden  Punkt  der  ä; «/-Ebene 
zum  Träger  eines  Linienelements.*) 

Anders  gestaltet  sich  die  Sachlage,  wenn  die  Gleichung  (1), 
die  wir  wieder  als  algebraisch  in  dem  letzterwähnten  Sinne 
voraussetzen  wollen,  in  bezug  auf  y  von  höherem  Grade  ist. 
Dann  können  sich  alle  jene  Fälle  zutragen,  die  bezüglich  der 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  möglich  sind;  die  Ebene 
kann  in  Regionen  zerfallen,  deren  Punkte  sich  in  bezug  auf 
die  durch  sie  gehenden  Linienelemente  verschieden  verhalten; 
die  Grenzen  der  Regionen  bieten  alsdann  besonderes  Interesse  dar. 

Fassen  wir  zunächst  eine  algebraische  Gleichung  zweiten 
Grades  in  y    ins  Auge: 

(1**)  Ä,y'  +  A,y+A,  =  0, 

so  wird  es  im  allgemeinen  Gebiete  geben,  deren  Punkte  Träger 
von  zwei  verschiedenen  reellen  Linieneleraenten  sind,  und  solche, 
durch  deren  Punkte  keine  reellen  Linienelemente  hindurch- 
gehen; Gebiete  der  ersten  Art  sind  durch  die  Integralkurven 
zweifach,  Gebiete  der  zweiten  Art  gar  nicht  bedeckt.  Die 
Grenzen  zwischen  beiderlei  Gebieten  werden  sich  dadurch  aus- 
zeichnen, daß  durch  ihre  Punkte  zwei  vereinigt  liegende  Linien- 
elemeute  hindurchgehen,  entsprechend  dem  stetigen  Übergang 
von  reellen  zu  komplexen  Wurzeln. 

Bei  einer  Differentialgleichung  höheren  als  des  zweiten 
Grades  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Fälle  entspre- 
chend größer. 

Unser  Interesse  richtet  sich  also  auf  solche  Punkte  der 
Ebene,  welche  Träger  reeller  Linienelemente  sind,  von  denen 
zwei  oder  mehrere  vereinigt  liegen.  Solche  mehrfach  zählenden 
Linienelemente  soUen  als  singulare  Linienelemente  der  betreffen- 
den Differentialgleichung  bezeichnet  werden.  Sie  sind  dadurch 
gekennzeichnet,  daß  ihre  Koordinaten  ocjyjy'  den  beiden  Glei- 
chungen 
(2)  A^,J/,!/0-O,   ««ll^^^'-O 


*)  Ausgenommen  sind  nur  die  Punkte,  welche  dem  Gleichungspaar 
=  0,  J.J  ^  0  genügen. 
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zugleich  genügen,  die  ja  die  Bedingung  ausdrücken,  daß  die 
erste  Gleichung  für  ein  Wertepaar  xjy  nach  ?/'  aufgelöst  mehr- 
fache Wurzeln  ergibt.  Durch  Elimination  von  y  ergibt  sich 
daraus  die  Gleichung,  der  die  Träger  der  singul'aren  Elemente 
zu  genügen  haben;  wir  schreiben  sie  in  der  Form 

(3)  D{x,  y)  =  0 

und  geben  ihr  im  Anschluß  an  die  Ausdrucksweise  der  Algebra 
den 'N amen  DishriminantengleicJmng  der  Differentialgleichung  ]  das 
durch  sie  dargestellte  Gebilde  heiße  der  Diskriminantenort  von  (1). 
Um  über  die  Stellung  dieses  Ortes  zu  den  singulären 
Linienelementen  und  zu  den  Integralkurven  eine  Vorstellung 
zu  gewinnen,  haben  wir  uns  die  Frage  vorzulegen,  wie  denn 
das  Zusammenfallen  zweier  (oder  mehrerer)  Linienelemente  in 
einem  Träger  geschehen  kann.  Indem  wir  uns  auf  zwei  vereint 
liegende  Elemente  beschränken,  kann  die  Erscheinung  folgende 
Entstehungsgründe  haben: 

1)  Durch  den  Träger  gehen  zwei  verschiedene  Integral- 
kurven und  berühren  sich  daselbst. 

2)  In  dem  Träger  treffen  zwei  Aste  einer  und  derselben 
Integralkurve  zusammen  und  haben  dort  dieselbe  Gerade  zur 
Tangente,  die  Kurve  selbst  besitzt  also  eine  Spitze  in  dem  be- 
treffenden Punkte. 

3)  Durch  den  Träger  gehen  zwei  unendlich  benachbarte  In- 
tegralkurven einander  berührend  hindurch. 

Ein  Ort  von  Trägern  der  dritten  Art  hat  immer  die  Eigen- 
schaft, daß  seine  Linienelemente  zugleich  Linienelemente  von 
Integralkurven  sind,  mithin  der  Differentialgleichung  genügen; 
er  ist  somit  selbst  eine  Integralkurve  dieser  Gleichung,  aber 
eine  solche  von  besonderer  Art.  Seine  Stellung  zu  den  Inte- 
gralkurven drückt  sich  darin  aus,  daß  er  ihre  Einhüllende  bildet. 
In  der  Tat,  besitzt  das  System  der  Integralkurven  eine  Ein- 
hüllende, so  berühren  sich  in  jedem  ihrer  Punkte  zwei  unend- 
lich benachbarte  Individuen  und  erzeugen  dort  ein  singuläres 
Linienelement,  das  zugleich  Linienelement  der  Einhüllenden  ist. 

Bei  Orten  von  Ti-ägern  der  ersten  und  zweiten  Art  findet 
ein  solches  Verhalten  im  allgemeinen  nicht  statt,  sie  sind  al^o 
in  der  Regel  keine  Integralkurveu.    Wir  setzen  fest: 
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Ein  Ort  von  Trägern  singulärer  Linienelemente  der  Diffe- 
rentialgleichung f{x,  y ,  y')  =  0,  dem  diese  Linienelemente  seihst 
angehören,  der  also  die  Differentialgleichung  befriedigt,  soll  als 
eine  singulare  Lösung  der  Gleichung  bezeichnet  ivcrden. 

Diese  Definition  umfaßt  auch  andere  Beziehungen  der  Inte- 
gralkurven zur  singulären  Lösung  außer  der  bereits  angeführten, 
wonach  die  singulare  Lösung  als  Einhüllende  der  partikulären 
Lösungen  erscheint. 

Eine  Schar  singulärer  Linienelemente  führt  also  nur  unter 
einer  gewissen  Voraussetzung  zu  einer  singulären  Lösung,  die 
wir  soeben  in  geometrischer  Ausdrucksweise  kennen  gelernt 
haben;  es  handelt  sich  jetzt  um  deren  analytische  Formulierung. 

Soll  der  aus  dem  Gleichungspaar  (2)  durch  Elimination 
von  y  hervorgehende  Punktort  eine  singulare  Lösung  sein,  so 
muß  der  Richtungskoeffizient  seiner  Tangente  im  Punkte  xjy 
übereinstimmen  mit  jenem  y',  das  die  Gleichungen  (2)  für  dieses 
Wertepaar  xjy  zur  gemeinsamen  Wurzel  haben. 

Nun  kann  die  Gleichung  f{x,  y,  y')  =  0  auch  als  Gleichung 

des  Punktortes  gelten,   wenn  man  darin  y   aus         2  ,        =  0 

ersetzt;   differentiiert  man  sie  unter  diesem  Gesichtspunkt,  so 
entsteht 

dx       dy  dx       dy  \_dx        dy  dxA  ' 

die  linke  Seite  reduziert  sich  aber,  eben  wegen  ~  =  0,  auf  die 

'  ^      dy         ' 

beiden  ersten  Glieder,  und  drückt  man  die  Bedingung  A^y 

darin  aus*),  so  entsteht 
i 

dx   '    dy' 


(4)  H  +  By'-o 


als  Bedingung  dafür,  daß  der  aus  (2)  abgeleitete  Punktort  eine 
singulare  Lösung  sei.    Man  kann  das  Ergebnis  so  aussprechen: 
Der  aus  den  Gleichungen 


*)  In  dieser  Betrachtung  bedeuten  -~  und  y'  zwei  begrifflich   ver- 
schiedene Größen. 
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durch  Elimination  von  y  abgeleitete  Punktort  ist  nur  dann  eine 
singulare  Lösung  der  Bifferentialgleiclnmg  f(x,  y,  y')  =  0,  wenn 
seine  Punkte  auch  die  Gleichung 

dx      dy  ^ 

erfüllen;  mit  andern  Worten:  eine  Gleichung  zivischen  x,  y  ist 
nur  dann  eine  singulare  Lösung  der  genannten  Differentialglei^ 
chung,  wenn  für  alle  aus  ihr  hervorgehenden  Wertverhindungen 
xjy  die  drei  Gleichungen 

'         '       dy'         '      dx^dy^ 
eine  geineinsame  Wurzel  y    besitzen. 

363.  Bestimmung  der  singulären  Lösung  aus  der 
Differentialgleichung,  Das  Verfahren,  etwa  vorhandene 
singulare  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(1)  fi^,  y,  y)  =  0 

zu  bestimmen,  wird  sonach  in  folgendem  bestehen.  Man  stellt 
durch  Elimination  von  y   zwischen 

(2)  /  =  0       »;  =  0 

die  Diskriminantengleichung 

(4)  D  =  0 

her  und  zerlegt  D  in  seine  einfachsten  Faktoren,  sofern  eine 
Zerlegung  überhaupt  möglich  ist.  Sodann  prüft  man  die  jedem 
Faktor  cp{x,  y)  entsprechende  Teilgleichung 

(5)  cp(x,y)=^0 

darauf,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt,  d.  h.  ob  das  aus  (5) 
als  Funktion  von  x  berechnete  y  und  y  die  Gleichung  (1)  iden- 
tisch befriedigt.  Nur  in  diesem  Falle  ist  (5)  eine  singulare  Lösung. 
In  anderm  Falle  ist  es  entweder  ein  Ort  von  Spitzen  der  par- 
tikulären Lösungen  oder  von  Punkten,  in  welchen  sich  Aste 
verschiedener  Litegralkurven  berühren;  ob  das  eine  oder  das 
andere  zutrifft,  erfordert  jedesmal  eine  besondere  Untersuchung. 
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364.  Bestimmung  der  singulären  Lösung  aus  dem 
allgemeinen  Integral.    Zu  der  Differentialgleichung 

(1)  f{x,  y,  y)  =  0 
gehöre  das  allgemeine  Integral 

(2)  F{x,  y,  G)  =  0. 

Dieses  umfaßt  die  nämlichen  oc^  Liuienelemente,  welche  durch 
die  Differentialgleichung  definiert  sind,  ordnet  sie  aber,  indem 
es  sie  zu  Kurven,  den  partikulären  Integralkurven,  vereinigt. 

Es  bietet  sich  zunächst  die  Frage  dar,  wie  man  von  dem 
allo-emeinen  Integral  her  zur  Kenntnis  der  singulären  Linien- 
demente  gelangen  kann.  Die  Erledigung  ergibt  sich  durch 
Zurückgreifen  auf  die  Differentialgleichung.  Man  erhält  diese 
aus  (2)  durch  Elimination  von  C  zwischen 

kann  sich  also  unter 

F{x,  y,C)-=0 

schon  die  Differentialgleichung  vorstellen,  wenn  man  C  durch 
den  aus 

(3)  F+|^!/'-0 

gezogenen  Wert  ersetzt  denkt.  Unter  diesem  Gesichtspunkte 
ergeben  sich  die  Träger  der  singulären  Linienelemente  durch 
Elimination  von  y'  aus  den  Gleichungen 

T^/  /IX       n        dF{x,y,C)      dC      ^ 

F{x,  y,  C)  =  0,  g/'       •  äy  =  ^5 

7)  (^ 

nun  kann  ^  ,  nicht  beständig  Null  sein:   denn  das  hieße,  C  er- 
dy  « 

gebe  sich  aus  (3)   als  unabhängig  von  y,  was  wieder  -„—  =  0 

als  beständig  geltend  voraussetzen  würde;  dann  aber  enthielte 
(2)  y  nicht  und  würde  somit  den  belanglosen  FaU  einer  Schar 
zur  t/- Achse  paralleler  Geraden  beinhalten.  Somit  führen  die 
vorstehenden  Gleichungen  zu 

(4)  F{x,y,C)=-0,     ^-^^^-^'^  =  0, 
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aus  welchen  y'  zu  eliminieren  wäre.  Eliminiert  man  statt  dessen 
C,  wodurch  tatsächlich  auch  y  eliminiert  ist,  so  erhält  man 
eine  Gleichung 

(5)  ^{x,  y)  =  0, 

die  als  DisJcriminantengleicJiung  der  Integralgleichung  zu  hezeich- 
nen  sein  wird,  die  wohl  sicher  die  Träger  aller  singulären 
Linienelemente  in  sich  schließt,  aber  ganz  wohl  darüber  hinaus- 
gehen kann,  weil  im  allgemeinen  die  Elimination  über  y  hinaus- 
gelit.     Es    wird    also    der   Diskriminantenort    (5)    der   Integral- 

ffleichunff  im  allgemeinen  nicht  übereinstimmen  mit  dem  früher 

o  ö  o 

betrachteten  Diskriminantenort  D{x,y)=0  der  Differential- 
gleichung. 

Um  über  die  Stellung  des  neuen  Diskriminantenorts  zu 
den  Integralkurven  Aufschluß  zu  erlangen,  muß  auf  die  Be- 
deutung der  Gleichung  (5)  eingegangen  werden;  sie  bestimmt 
solche  Punkte  x/y,  für  welche  die  Gleichung  (2)  als  Gleichung 
in  C  aufgefaßt  mehrfache  Wurzeln  liefert.  Indem  wir  uns  wieder 
auf  Doppelwurzeln  beschränken,   sind   folgende  Fälle  denkbar: 

1)  Durch  den  Träger  geht  eine  und  dieselbe  Integralkurve 
zweimal  und  durchschneidet  sich  dort,  so  daß  der  Träger  ein 
Knotenpunkt  ist. 

2)  Durch  den  Träger  geht  eine  und  dieselbe  Integralkurve 
zweimal,  indem  sie  eine  Spitze  bildet. 

3)  Der  Träger  ist  der  letzte  Schnitt  zweier  unendlich  be- 
nachbarten Integralkurven. 

Nur  in  dem  dritten  Falle  ist  der  Ort  der  Träger  immer 
so  beschaffen,  daß  ihm  die  singulären  Linienelemente  angehören, 
daß  er  somit  der  Differentialgleichung  genügt;  denn  der  Ort 
der  letzten  Schnitte  benachbarter  Individuen  aus  einer  einfach 
unendlichen  Km'venschar  ist  deren  Einhüllende  und  diese  hat 
mit  den  eingehüllten  Kurven  an  den  erwähnten  Stellen  gemein- 
same Tangenten.  In  der  Tat  stimmt  der  im  vorstehenden  mit 
der  Gleichung  (2)  ausgeführte  Prozeß  mit  jenem  Verfahren 
überein,  das  zur  Bestimmung  der  Einhüllenden  eines  einfach 
unendlichen  Kurvensystems  führt  (168). 

Trägerorte  der  zwei  erstbesprochenen  Arten  stehen  mit 
den  singulären  Linienelementen   im  allgemeinen  nicht  in  der 
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Beziehung  einer  Kurve  zu  ihren  Tangenten,  genügen  also  in 
der  Regel  der  Differentialgleichung  nicht  und  sind  somit  keine 
Integralkurven. 

Der  durch  die  Gleichung  A(x,  y)  =  0  dargestellte  Dis- 
kriminantenort  kann  also  eine  singulare  Lösung,  einen  Ort  von 
Knotenpunkten  oder  einen  Ort  von  Spitzen  umfassen.  Er  wird 
im  allgemeinen  mit  dem  Diskriminantenort  D{x,  ?/)  =  0  nicht 
übereinstimmen.  Das  aber  kann  ausgesagt  werden,  daß  eine 
vorhandene  singulare  Lösung  beiden  Orten  angehören  muß; 
nicht  aber  braucht  ein  gemeinsamer  Faktor  von  A  und  D  zu 
einer  singulären  Lösung  zu  führen,  er  kann  auch  einen  Spitzen- 
ort ergeben.  Einen  Ort  von  Kontakten  getrennter  Litegral- 
kurven  kann  nur  D,  einen  Ort  von  Knotenpunkten  nur  A 
enthalten. 

Das  Verfahren  der  Bestimmung  einer  singulären  Lösung 
aus  dem  allgemeinen  Integral  F{x,  y,  C)  =  0  besteht  also  darin, 
daß  man  durch  Elimination  von   C  aus 

die  Diskriminantengleiehunor 

bildet,  z/  in  seine  einfachsten  Faktoren  zerlegt  und  jede  da- 
durch bedingte  Teilgleichung  weiter  prüft,  entweder  durch 
Zurückgreifen  auf  die  Differentialgleichung  oder  dadurch,  daß 
man  die  partikulären  Lösungen  auf  das  Vorhandensein  singu- 
lärer  Punkte  prüft  und,  faUs  solche  vorhanden,  deren  Orte 
aus  z/  =  0  ausscheidet. 

365.  Heranziehung  räumlicher  Betrachtungen  zur 
Erklärung    der   verschiedenen   Erscheinungen.      Wenn 
man  in  dem  allgemeinen  Integral  F{x,  y,  C)  =  0  die  willkür- 
liche Konstante  durch  0  ersetzt  und  die  Gleichung 
(1)  F{x,y,,)==0 

sodann  in  einem  räumlichen  Koordinatensystem  deutet,  dem 
die  früher  (horizontal  gedachte)  xy-^hene  angehört,  so  stellt 
sie  eine  Fläche  vor,  die  mit  dem  System  der  Integralkurven 
m  einem  bemerkenswerten  Zusammenhange  steht:  diese  sind 
die  Projektionen  der  Schichtenlinien  der  Fläche  (217)  auf  der 
a;«/-Ebene. 
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Zunächst   sei   eine  singularitätenfreie  Fläche  vorausgesetzt 
und    zur    Erleichterung    der    ersten   Vorstelluncr    ano-enomnien, 
daß   sie   nach   außen   durchweg   konvex   sei.     Dann  bestimmen 
die  Gleichungen 
(2)  F=Q,      ^gf  =  0, 

die  den  Gleichungen  (4)  des  vorigen  Artikels  entsi^rechen,  jene 
Kurve,  längs  welcher  die  Fläche  von  dem  ihr  parallel  zur 
^-Achse  umschriebenen  Zylinder  berührt  wird,  ihre  ümrißlinie 
in  bezug  auf  die  xy-Wa&ne  (190,  6)). 

Bei  allgemeiner  Lage  dieser  Umrißlinie  wird  diese  von  den 
Schichtenlinien  (reell  oder  imaginär)  geschnitten,  und  da  in 
einem  solchen  Schnittpunkte  sowohl  die  Tangente  der  Umriß- 
linie als  auch  die  Tangente  der  Schichtenlinie  in  der  zu- 
gehörigen Tangentialebene  des  berührenden  Zylinders  liegt,  so 
berühren  die  Integralkurven  die  Projektion  der  Umrißlinie, 
d.  h.  die  Ümrißlinie  gibt  in  der  Projehtion  die  Einhüllende  der 
Integralkurven,  somit  eine  singulare  Lösung. 

Dies  die  einfachste  und  zugleich  normale  Form  des  Zu- 
sammenhangs. 

Ein  besonderer  FaU  ergibt  sich,  wenn  die  Umrißlinie  selbst 
Iwrizontal  liegt.  Dann  zählt  ihre  Projektion  eben  wegen  dieser 
Lage  zu  den  partikulären  Lösungen,  verliert  aber  den  Charakter 
der  singuläreu  Lösung  nicht,  weil  ihre  Tangenten  doppelt  zählen, 
da  sie  als  gemeinsame  Grenzkurve  der  beiden  Scharen  von  Inte- 
gralkurven anzusehen  ist,  welche  den  Schichtenlinien  ober  und 
unter  der  Umrißlinie  entsprechen.  Es  tritt  unter  diesen  Um- 
ständen der  FaR  ein,  daß  eine  Kurve  zugleich  partikuläre  und 
singulare  Lösung  ist  und  in  letzterer  Eigenschaft  als  Grenzkurve 
der  Integralkurven  erscheint. 

Nun  wenden  wir  uns  der  Besprechung  solcher  Fälle  zu, 
wo  die  Fläche  (1)  linienförmige  Singidaritäten  aufweist;  von 
solchen  sollen  die  Knotenlinie  als  Selbstdurchschuitt  der  Fläche 
und  die  Bückkehrkante  als  Selbstberührungslinie  der  Fläche 
ins  Auge  gefaßt  werden,  entsprechend  dem  Knotenpunkt  und 
Rückkehrpunkt  einer  ebenen  Kurve  (164). 

Wenn  die  Knotenlinie,  bzw.  die  Rückkehrkante  allgemeine 
Lage  besitzt,  so  weisen  die  Schichtenlinien  längs  ihr  Knoten-, 
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bzw.  Rückkehrp unkte  auf,  und  da  sich  diese  Erscheinungen 
auf  die  Projektion  übertragen,  so  kommen  wir  zu  Integral- 
sjstemen  mit  Orten  von  Knotenpunkten  bzw.  Spitzen. 

Anders  jedoch,  wenn  die  Knotenlinie  oder  die  Rückkehr- 
kaute Iwrisontal  liegt;  dann  gehört  ihre  Projektion  eben  wegeu 
dieser  Lage  zu  den  partikulären  Integi-alen,  erhält  aber  zu- 
gleich den  Charakter  einer  singulären  Lösung  aus  denselben 
Gründen  wie  vorhin  und  erscheint  wieder  als  Grenzlinie  der 
übrigen  Integralkurven;  doch  besteht  der  Unterschied,  daß  im 
Falle  einer  Knotenliuie  die  Annäherung  an  die  Greuzkurve  von  hei- 
<?en  Seiten,  im  Falle  der  Rükkehrkante  nur  von  e^V^er  Seite  erfolgt. 

Die  vorstehende  Betrachtung  lehrt  also,  daß  nicht  immer 
die  singulare  Lösung  die  Einhüllende  der  partikulären  Integral- 
kurven zu  sein  braucht,  sondern  daß  sie  ausnahmsweise  auch 
als  deren  Grenzkurve  erscheinen  kann. 

Dadurch  sind  alle  vorhin  besprochenen  Erscheinungen  räum- 
lich erklärt  bis  auf  den  Ort  von  Berührungspunkten  getrennter 
Integralkurven;  diese  Erscheinung  entspringt  aber  erst  aus 
dem  Projektionsverfahren  und  hat  kein  Äquivalent  im  Räume. 

366.  Die  Clairautsche  Differentialgleichung  vom 
Standpunkte  der  Theorie  der  singulären  Lösungen. 
Die  Clairautsche  Differentialgleichung,  die  in  der  Frage  der 
singulären  Lösungen  historisch  eine  bemerkenswerte  Stellung 
einnimmt*),  bietet  auch  theoretisch  einiges  Interesse  dar. 

*)  Man  knüpft  die  Erscheinung  der  singulären  Lösung  gewöhnlich 
an  den  Namen  A.  Clairauts,  der  in  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre 
1734  (s.  Fußnote  zu  3G0)  das  Auftreten  und  die  analytische  Bestimmung 
einer  solchen  Lösung  an  der  Gleichung  y'-  —  {x -\- l)y' -\- y  =  0  gezeigt 
hat,  die  nach  der  heutigen  Terminologie  eben  eine  Clairautsche  Diffe- 
rentialgleichung ist.  Doch  finden  sich  Gedanke  und  Verfahren  und  auch 
schon  die  Bezeichnung  „singulär"  bereits  1715  bei  B.  Taylor  in  dessen 
Methodus  incrementorum  vor.  An  der  weiteren  Ausbildung  der  Theorie  be- 
teiligten sich  insbesondere  J.  Lagrange,  in  neuerer  Zeit  A.  Cayley  und 
G.  Darboux.  Genaueren  Aufschluß  brachten  die  Arbeiten  von  M.  Ham- 
burger (Über  die  singulären  Lösungen  der  Differentialgleichung  er.-ter 
Ordnung.  Journ.  f.  d.  reine  u.  angew.  Matbem.,  Bd.  112  (1893))  und  W.  v.  D  y  c k 
(Über  die  singulären  Lösungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordn.  mit 
znrei  Variablen,  insbesondere  über  diejenigen,  welche  zugleich  partikuläre 
Integrale  sind.  Abhandl.  der  königl.bayer.Akad.d.Wissensch,  Bd.  25(1910)), 
erstere  mehr  nach  der  analytischen,  letztere  nach  der  geometrischen  Seite. 
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Vor  allem   sei  festgestellt,   daß  man  zu  derselben  Diskri- 
minantengleichung  kommt,  ob  man  von  der  Differentialgleichung 

(1)  y  =  ^y'  +  f{y) 

oder  von  ihrem  allgemeinen  Integral  (360) 

(2)  y^Cx  +  f{C) 

ausgeht,  das  eine  Mal  y',  das  andere  Mal  C  eliminiert.  Es  ist 
also  2)  =  z/,  und  da  bei  den  partikulären  Integralkurven,  die 
gerade  Linien  sind,  weder  Knotenpunkte  noch  Spitzen  vor- 
kommen, so  ist  notwendig  der  ganze  Diskriminantenort  aus 
singulären  Lösungen  zusammengesetzt.  Nun  besteht  die  Ein- 
hüllende einer  einfach  unendlichen  Geradenschar  im  allgemeinen 
aus  einer  Kurve  und  deren  Wendetangenten,  mit  anderen  Worten, 
zur  Einhüllenden  der  Tangentenschar  einer  ebenen  Kurve  ge- 
hören auch  deren  Wendetangenten.*)  Dies  ist  so  einzusehen. 
Die  Gerade 

(3)  A{i-x)  +  B{ri-y)  =  0 

ist  Tangente  an  die  Kurve  ^(x,  ?/)  =  0  im  Punkte  xjy,  wenn 

(4)  Adx  4-  ßdy  =  0 

ist.  Um  die  Einhüllende  des  Tangentensystems  zu  finden,  hat 
man  (3)  und  die  Bedingungsgleichung  (4)  nach  den  durch  die 
Kurven gleichung  miteinander  verbundenen  Parametern  x,  y  zu 
differentiieren;  dies  gibt: 

(5)  {i-x)dA  +  {ri-y)äB  =  0 

(6)  dxdÄ-\-  dydB^O, 

wobei  schon  die  Vereinfachung  vollzogen  ist,  die  sich  bei  der 
ersten  Gleichung  wegen  (4)  ergibt. 
Ist  nun  beständig 

I   Ä         B 

\dÄ       dB 

so  folgt  aus  (3)  und  (5)  |  =  a;,  -»?  =  y,  d.  h.  in  diesem  Falle 
besteht    die    Einhüllende    der    Tangenten    nur    aus    deren   Be- 


+  0, 


*)  Man  seile  des  Verf.  Abhandlung:  Über  die  Einhüllende  der 
Tangenten  einer  Plankurve,  der  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve 
und  der  Tangentialebenen  einer  krummen  Fläche.  Monatsb.  f.  Math. 
u.  Phys.,  Bd.  3  (1892). 
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(7) 


0, 


0, 


0 


rührungspunkten,  also  aus  der  Kurve  (p{x,  y)  =  0  allein. 
Wenn  jedoch  an  einer  Stelle  der  Kurve 

Ä         B 

dA       dB 

so  wird  die  Gleieliung  (5)  durcli  alle  Werte  von  |,  ri  befriedio-t 
die  der  Gleichung  (3)  genügen,  mit  andern  Worten,  die  Tan- 
gente in  einem  solchen  Punkte  gehört  mit  zur  Einhüllenden. 
Nun  läßt  sich  aus  (7)  ableiten 

Adx  +  Bdij         B 
dAdx  +  dBdx     dB 
woraus  wieder  mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (6) 
I  0  B 

lAd^x  +  Bd^y       dB 

folgt;  dies  aber  reduziert  sich,  wenn  man  B  =^  0  voraussetzt 
(was  durch  eventuelle  Änderung  des  Koordinatensystems  immer 
erzielt  werden  kann),  auf 

(8)  Ad^x  +  Bd^y  =  0; 

aus  (4)  und  (8)  folgt  aber 

dxd^y  —  dyd^x  =  0. 

Mithin  sind  es  die  Wendepunkte,  deren  Tangenten  zur  Ein- 
hüllenden gehören,  allgemeiner  gesprochen,  die  Punkte  mit 
einer  superoskulierenden  Geraden. 

Die  BisTirimmantengleiclmng  Z)  =  0  der  Clairmdschen  Diffe- 
rentialgleichung umfaßt  also  die  eigentliche  Einhüllende  der  In- 
tegrallinien nebst  deren  superoskulierenden  Tangenten,  und  diese 
Gebilde  zusammen  machen  die  singulare  Lösung  aus;  die  er- 
wähnten Tangenten  sind  partikulär  und  singuIär  zugleich. 

Was  die  Fläche 

y  =  2X-\-  f{z) 

anlangt,  die  dem  allgemeinen  Integral  entspricht,  so  ist  es  in 
diesem  Falle  eine  windschiefe  Regelfläche  mit  der  a;«/- Ebene 
als  Richtebene,  ihre  Erzeugenden  schneiden  die  Kurve 

y=zx-\-f{s),     0  =  x-{-f\z) 

und  berühren  den  sie  projizierenden  Zylinder. 
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367.  Beispiele.*)    1)  Die  homogene  Differentialgleichung 
xy"^  —  2yy'  -\-  ax  =  0,  {a  >  0) 

nach   dem   in   355   imd   347    erläuterten  Verfahren   behandelt, 
gibt  das  allgemeine  Integral 

x'^-2cy  +  ac^  =  0. 

Hier  ist  D  =  zJ  =  y^  —  ax^,  und  man  könnte  schon  aus 
dem  Umstände,  daß  die  Integralkurven  als  Parabeln  singulari- 
tätenfrei sind,  schließen,  daß 

y  —  ax"  =  0 

eine  singulare  Lösung  ist.  Analytisch  wird  dies  dadm-ch  be- 
stätigt, daß  y^  =  ax^  und  yy'  =  ax  die  Dif- 
ferentialgleichung identisch  befriedigen. 

Das  allgemeine  Integral  repräsentiert 
eine  Schar  von  Parabeln,  die  singulare  Lö- 
sung, aus  zwei  Geraden  bestehend,  ist  deren 
Einhüllende  (Fig.  212). 

Allgemein  kann  folgendes  bemerkt  wer- 
den. Eine  homogene  Gleichung,  da  sie  ein 
bezüglich  des  Ursprungs  perspektives  System 
definiert,  kann  zur  singulären  Lösung  nur 
(reelle  oder  imaginäre)  Gerade  durch  den 
Ursprung  haben.  Man  erhält  diese,  indem  man  in  der  Glei- 
chung y'  durch  —  ersetzt. 

2)  Die  homogene  Differentialgleichung 
yy'^  -\-2xy—y  =  0 
gibt  bei  Anwendung  des  letzterwähnten  Verfahrens 

rr^  +  ^2  _  0 

als  Gleichung  der  singulären  Lösung.  Der  Trägerort  der  singu- 
lären Linienelemente  ist  der  Ursprung,  und  es  sind  aUe  durch 
ihn  gelegten  Linienelemente  singulär,  weil  die  Differentialglei- 
chung durch  X  =  0,  i/  =  0  bei  jedem  Wert  von  y  befriedigt  ist. 


*)  Die  vorgeführten  Beispiele  gehören  zum  Teil  zu  den  klassisch 
gewordenen  Fällen,  einige  sind  der  zum  vorigen  Artikel  zitierten  Ab- 
handlung W.  V.  Dycks  entnommen;  die  Wahl  ist  so  getroffen,  daß  alle 
wichtigeren  Erscheinungen  zur  Sprache  kommen. 
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Als  was  ist  nun  dieser  isolierte  Punkt  zu  deuten?     Das 
allgemeine  Integral 

y^  =  2cx  +  c*^ 

stellt  ein  System  von  konfokalen  Parabeln  um  den  Ursprung 
als  Brennpunkt  dar;  der  Brennpunkt  einer  Parabel  aber  ist 
analytisch  als  Nullkreis  gekennzeichnet,  der  mit  ihr  in  imagi- 
närer Doppelberührung  steht;  somit  bildet  er  die  Einhüllende 
des  Parabelsystems. 

Die  vorgelegte  Diiferentialgleichung  hat  also  zur  vollstän- 
digen Lösung  eine  Schar  homofokaler  Parabeln  und  das  Büschel 
der  Linienelemente  durch  den  Ursprung 
(Fig.  213).*) 

3)  Die  DiflFerentialgleichung 

y'^  +  2xi/-y  =  ö 
gehört  zu  dem  Typus  359;    durch   Diffe- 
rentiation  erhält  man  die  in  x,  y'  homo- 
gene Gleichung 

2{x-\-  y')dy'  -\-  y'dx  =  0, 
ihr  Integral  ist 

2y'^  +  'dxy'^  =  c; 
Elimination  von  y'  zwischen   dieser    und    der   gegebenen  Glei- 
chung führt  schließlich  auf 

(3xy  -H  2x^  +  cy  -  4:(x'  -f  yf  =  0. 
Hier  ist  nun 

D  =  x'i-y,        zJ  =  (x'  +  yf-, 

die  gemeinsame  Teilgleichung  x^  -\-  y  =  0,  die  2x  +  y'  zur 
Folge  hat,  genügt  der  Differentialgleichung  nicht  und  kann 
nach  der  Sachlage  nur  einen  Ort  von  Spitzen  darstellen;    dies 


*)  Als  Seitenstück  zu  diesem  Falle,  wo  also  eine  isolierte  punkt- 
förmige singulare  Lösung  mit  einem  Büschel  von  Linienelementen  auf- 
tritt, sei  die  Differentialgleichung 

angeführt.  Ihre  einzige  reelle  Lösung  ist  y  =  0,  ihre  einzige  Integral- 
kurve also  die  ai-Achse,  und  zwar  partikulär  und  singulär  zugleich, 
letzteres,  weil  durch  jeden  ihrer  Punkte  zwei  vereinigt  liegende  in  sie 
selbst  fallende  Linienelemente  hindurchgehen. 

Czuber    Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  27 
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Fig.  214. 


stimmt  auch  zu  dem  Umstände,  daß  die  Integralgleichung 
durch  reelle  x,  y  nur  dann  befriedigt  werden  kann,  wenn 
x^-\-y'^0,  woraus  hervorgeht,  daß  die  Integralkurven  —  Linien 
6.  Ordnung  —  nur  zu  einer  Seite  der  Parabel  cr^  -\-  y  =  Q  an- 
geordnet sind.  Die  Differentialgleichung  er- 
„  gibt  für  die  Punkte  dieser  Parabel  die  Dop- 
pelwurzel y  ^  —  x,  somit  hat  das  singulare  Li- 
nienelement die  Gleichung 7^1  +  a;^=  —  xiX  —  x) 
d.  i.  i^  =  — ic|,  es  geht  also  jedesmal  durch 
den  Ursprung  (Fig.  214). 

4)  Zu  der  Parabelschar 

y  =  c{x  —  cf 
gehört  die  Differentialgleichung 

2/''- 42/2/'+ 8/ =  0. 
Hier  ist 

i)=  162/3(272/ -4a;3),     z/  =  2/(27«/ -4^3). 

Die  gemeinsamen  Teilgleichungen 

2/  =  0,         272/-4;r3  =  0 

mit  ihren  Folgerungen 

2/'=0,  92/'-4:r2=0 

befriedigen  die  Differentialgleichung  identisch,  bestimmen  also 
singulare  Lösungen.  Über  ihre  Beziehung  zu  den  Integral- 
kurven gibt  folgende  Erwägung  Aufschluß. 

Die  Integralkurven  sind  Parabeln,  deren  Scbeitel  in  der 
a;- Achse,  deren  Brennpunkte  in  der  Hyperbel  |jy"  =  -  liegen 
und  deren  Achsen  der  «/-Achse  parallel  sind;  sie  berühren  die 
a;-Achse  und  die  kubische  Parabel  y  =      x^  in  je  einem  Punkte, 

die  beiden  genannten  Linien  sind  also  ihre  Einhüllenden.  Aber 
die  iC-Achse  tritt  auch  als  partikuläre  Lösung  entsprechend 
c  =  0  auf,  als  jene  unter  den  Parabeln,  deren  Brennpunkt  im 
unendlich  fernen  Punkt  der  y-Achse  liegt,  und  bildet  den  Über- 
gang von  den  nach  aufwärts  zu  den  nach  abwärts  gewendeten 
Parabeln.  Dieser  FaU  bietet  ein  Beispiel  dafür,  daß  eine  Glei- 
chung zugleich  singulare  und  partikuläre  Lösung  sein  kann. 
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Fig.  215. 


Zu  beachten  ist  die  verschiedenartige  Bedeckung  der  Ebene 
durch  die  Integralkurven:  zwischen  der  kubischen  Parabel  und 
der  ic- Achse  ist  die  Bedeckung  dreifach,  im  übrigen  Teil  der 
Ebene  einfach;  längs  der  kubischen  Parabel  fallen  jedesmal 
zwei  Linienelemente  zusam- 
men, längs  der  rr- Achse  alle 
drei  (Fig.  215). 

5)  Geht  man  von  der 
endlichen  Gleichung 
y(mij-\-ncx)-\-c^=0  (m>0) 
aus,  so  führt  die  Elimination 
von  c  zu  der  Differentialglei- 
chung 
[n^x^  —  4m)y'^  —  n^i/  =  0; 

aus  beiden   ergibt 

sich  ein   und  die- 
selbe Diskriminantenglei- 
chung 

y^(n^x^  —  4  m)  =  0. 

Der  ihr  entsprechende  Ort 
zerfällt  in  die  doppelt 
zählende  Gerade  y  =  0 
und  in  das  Geradenpaar 
n'^x^—4m  =  0,  und  beide 
genügen  der  Differentialgleichung,  weil  zu  ^  =  0  auch  y  =  0 
und  ZQ  n^x^  —  Am  =  0  y'  =  oo  gehört.  Man  hat  es  also  mit 
zwei  singulären  Lösungen  zu  tun,  die  aber  im  System  der  In- 
tegralkurven verschiedene  Rollen  spielen. 

Dieses   System    besteht   nämlich   aus   Hyperbeln   mit   den 
Asymptoten 


y  =  0, 


en 
y  = x: 


die  feste  Asymptote  y  =  0  —  und  das  ist  zugleich  die  eine 
singulare  Lösung  —  ist  eine  Grenzlinie,  der  sich  die  Hyperbeln 
unbegrenzt  nähern,  und  zwar  von  beiden  Seiten;  die  andere 
wechselt  mit  c  ihre  Richtung,   geht  aber  beständig  durch  den 

27* 
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2  T/wi 
Ursprung.     Die  beiden  Geraden  x  =  +  —^ —  sind  Tangenten  an 

die  Hyperbeln,   folglich   bildet   der  andere  Teil  der  singulären 

Lösung,    n^x^  —  4m  =  0,    die    Einhüllende    der   Hyperbelscbar 

(Fig.  216). 

In  ^  =  0,  als  Doppelgerade  aufgefaßt,  hat  man  aber  nicht 

bloß  eine  singulare,  sondern  auch  eine  partikuläre  Lösung,  weil 

die  Integralglei- 
chung sich  bei 
c=0  aui  my^=0 
reduziert. 

Räumlich  klärt 
sich  dies  alles  wie 
folgt  auf.  Die 
Fläche  dritten 
Grades 

y{7ny  -f  nxz) 
+  ^2  =  0 

hat  die  a::- Achse 
zur  Knotenlinie, 
ihr  eigentlicher*) 
Umriß,  der  durch 
das  hyperboli- 
sche Paraboloid 

2z  +  nxy  =  0 

ausgeschnitten  wird,    projiziert   sich   auf  die  a;?/- Ebene  in  das 

Geradenpaar 

n^x^  —  Am  =  0; 

diejenigen  Hyperbeln,  die  ihre  Äste  im  ersten  und  dritten 
Quadranten  haben,  entsprechen  den  Schichtenlinien  zu  einer 
Seite  der  Knotenlinie,  die  im  zweiten  und  vierten  Quadranten 
verlaufenden  den  Schichtenlinien  zur  andern  Seite  derselben. 
6)  Aus  der  endlichen  Gleichung 

(c  —  xyY  —  y^  =  0 


*)  D.  i.  durch  einen  berührenden  Zylinder  erzeugter. 
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erhält  man  durch  Elimination  von  c  die  Differentialgleichung 

Beide  führen  zu  dem  nämlichen  Diskriminantenort 

der,  weil  mit  y  auch  \j'  verschwindet,  die  Differentialgleichung 
identisch  erfüllt.  Die  A'-Achse  tritt  also  als  als  singulare 
Lösung  auf. 

Über  ihr  Verhalten  zu  den  Integralkurven  gibt  die  Be- 
trachtung der  Fläche 

{z  —  xyY  —  y^  =  0 

Aufschluß.     Ihr  Schnitt  mit  der  xy-Woene: 

y\x'-y)^0 

zerfällt  in  die  doppelt  zählende  a:-Achse  und  in  die  Parabel 
x^  —  y  =  0.  Um  zu  prüfen,  welche  Xatur  diesen  Linien  als 
Kurven  auf  der  Fläche  zukommt,  differentiieren  wir  die  Glei- 
chung der  letzteren  nach  x  und  nach  y  und  erhalten  dadurch 

{z  -  xy)p  =  0 

2(2  -  xij)(q  -  x)-  3i/2  =  0; 

man  bemerkt  nun,  für  die  Funkte  der  .-r-Achse  (d.  i.  y  =  0,z  =  0) 
sind  /},  q  unbestimmt  für  jedes  x,  wodurch  der  singulare  Cha- 
rakter dieser  Linie  schon  erwiesen  ist,  und  da  nur  positive 
Werte  von  y  zulässig  sind,  so  bildet  die  in  Rede  stehende 
Gerade  der  Fläche  eine  Kaute,  und  zwar  eine  Rückkehrkante, 
weil  jeder  zur  a;- Achse  normale  Schnitt  x  =  a  sich  in  eine 
Kurve 

(0  -  ayf  —  i/  =  0 

projiziert,  die  im  Ursprung  eine  Spitze  hat  (mit  der  Tangente 
0  =  ay). 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  Integralkurveu  sich  der  Ge- 
raden y  =  0  als  einer  Grenzliurve  und  zwar  nur  von  einer  Seite 
nähern. 

Was  die  Parabel  x"^  ~  y  =  0  anlangt,  so  ist  längs  der- 
selben p   beständig  NuU  und   g  =  —  y,   sie   ist   also  eine  ge- 
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wohnliche  Linie  der  Fläche  und  ein  Teil  des  zu  c  =  0  gehörigen 
partikulären  Integrals. 

Der  Sachverhalt  ist  also  der  folgende:  Die  a:-Achse  ist 
partikuläre  und  singulare  Lösung  zugleich  und  in  letzterem 
Belange  nicht  Einhüllende,  sondern  Grenzlinie  der  übrigen 
partikulären  Integrallinien.  Was  diese  selbst  anlangt,  so  sind 
es  zweiästige  Kurven  vierter  Ordnung,  die  sich  beiden  Teilen 
des  zerfallenden  Gebildes  iß{x^  —  y)  =  0  asymptotisch  nähern. 

In  Fig.  217  sind  zwei 
zu  einem  positiven 
c  (vollgezogen)  und 
eine  zu  einem  ne- 
gativen a  gehörige 
Kurve  (punktiert)  an- 
gedeutet. 

7)  Die  zur  end- 
lichen Gleichung 

y  (mx  -f  nc)  -|-  c^  =  0 
gehörige  Differentialgleichung  lautet: 

mx^y"^  +  y(2mx  —  n^y)y'  -\-  my'^  =  0. 

Man  hat  hier  die  dem  D  und  z/  entsprechende  Diskri- 
minantenorte 

y^i^mx  —  n^y)  =  0,       y{4:mx  —  n^y)  =  0, 
deren  gemeinsame  Teilgleichungen 


4Lmx 


Uj  =  0 


2/  =  0, 
mit  ihren  Ableitungen 

y'  =  0,      4  m  —  n"y'  =  0 
die   Differentialgleichung    erfüllen;    folglich    sind    die    Geraden 

2/  =  0, 


4m 


singulare  Lösungen,    die   erste   auch    partikuläre   Lösung   ent- 
sprechend c  =  0. 

Zu  den  Integralkurven  aber  stehen  sie  in  ungleicher  Be- 
ziehung; diese  sind  gleichseitige  Hyperbeln  mit  der  festen 
Asymptote  y  =  0  und  der  von  Hyperbel  zu  Hyperbel  variieren- 
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den  Asymptote  mx  -f  wc  =  0  parallel  zur  ?/-Achse,    und   die 


Gerade  y 


X  erweist   sich  als  gemeinsame  Tangente  aller 


4»i 


dieser  Hyperbeln.     Es  tritt  also  die  singulare  Lösung  y  =  — j  x 

als£'m/m7Zew(?eauf(Fig.218). 
Räumlich    erklärt   sich 
dies  daraus,  daß 

y{mx  +  nz)  +  ^^  =  0 

einen  Kegel  zweiter  Ordnung 
mit  der  Spitze  im  Ursprung 
vorstellt,  dessen  Umrißkan- 
ten 

^  =  0,     ^  =  0; 

ny  +  2z  =  0, 

4mx  —  n^y  =  0 

sind;  die  eine  davon  ist  horizontal  und  tritt  somit  als  Grenz- 
kurve der  Schichtenlinien  auf,  die  andere  ist  geneigt  und  hüllt 
daher  in  der  Projektion  die  Schichtenlinien  ein. 
8)  Zu  der  Kurvengleichung 

4      3 
^  =  27  ^ 

gehört  die  Clairautsche  Differentialgleichung  (370)  (in  ratio- 
naler Form) 

iy  -  xy'f  =  i/\ 

Verbindet  man  mit  dieser,  zum  Zwecke  der  Diskriminanten- 
bildung,  die  nach  y    abgeleitete 

-  2x(y  -  xy)  =  S?/'^ 

und  eliminiert  zunächst  y'^,  so  kommt  man  zu  der  Gleichung 

(y  —  ooy'ji^y-xy)  =  0; 

diese  wird  einmal  durch 

dy  —  xy  =  0 

befriedigt,  und  vollzieht  man  die   Elimination   von  y,  so  er- 
gibt sich 

y\21y-4:x^)  =  0; 
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dies    zerfällt   in    die    Kurve    y  =  —  x^,    von    der    ausgegangen 

worden  war,  und  in  die  doppelt  zählende  Gerade  ^  =  0,  die 
in  der  Tat  die  Wendetangente  der  Kurve  ist. 

Die  andere  Annahme: 

y  —  xt/=0 

führt  auf  y'^  =  0  und  weiter  zu  y  =  0,  als  Ort  der  Träger,  in 
welchen  drei  Linienelemente  von  der  Richtung  des  Ortes  selbst 
vereinigt  liegen. 

Der  Sachverhalt  ist  also  der  folgende:  Die  Tangenten  der 
Kurve  y  =  ^  oc^  bedecken  die  Ebene  teils  ein-,  teils  dreifach; 

die  Grenze  der  Gebiete  wird  durch  die  Kurve  selbst  und  ihre 
Wendetangente  gebildet;  an  dieser  Grenze  findet  noch  dreifache 
Bedeckung  statt,  jedoch  so,  daß  längs  der  Kurve  zwei,  längs 
der  Wendetangente  alle  drei  Tangenten  vereinigt  liegen. 


§  4.     Geometrische  Anwendungen. 

368.  Trajektorien.  Jedes  Problem,  das  eine  Kurve  durch 
eine  Eigenschaft  ihrer  Tangenten  definiert,  führt  auf  eine  Dif- 
ferentialgleichung  erster  Ordnung.  Wiederholt  sind  im  voran- 
gehenden  solche  Aufgaben  gestellt  und  gelöst  worden.  Ein 
Problem  allgemeinerer  Natur,  das  hierher  gehört,  besteht  in 
der  Bestimmung  der  isogonalen  TrajeMorien  eines  vorgegebenen 
einfach  unendlichen  Kurvensystems.  Man  versteht  darunter  die 
Gesamtheit  aller  Linien,  welche  die  gegebenen  Kurven  unter 
einem  festen  Winkel  schneiden.  Ist  dieser  Winkel  ein  rechter, 
so  spricht  man  von  orthogonalen  TrajeMorien.^) 

Zunächst  werde  vorausgesetzt,  das  gegebene  Kurvensystem 
sei  auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen  und  habe  die  Gleichung 


(1) 

F{x,  y,  c)  =  0, 

ferner  sei 

(2) 

f{^,  y,  y)  =  0 

*)  Das  Problem  der  Trajektorien  ist  1697  von  Johann  Bernoulli 
aufgestellt  worden,  der  1698  in  den  Acta  eruditorum  den  neuen  Kurven 
auch  den  Namen  gab. 
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die  daraus  durch  Elimination  von  c  abgeleitete  Differential- 
gleichung.   Dann  ist  unmittelbar 

(3)  /-(o;,^, -A-)  =  0 

die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien;  denn 
aus  (2)  und  (3)  ergeben  sich  bei  gegebenem  xjy  für  y'  Lösun- 
gen, deren  Produkt  —  1  ist;  folglich  schneidet  die  durch  xjy 
gehende  Kurve  des  Systems  (3)  die  durch  denselben  Punkt 
laufende  Kurve  des  Systems  (2)  oder  (1)  rechtwinklig. 

Man  erhält  also  aus  der  Differentialgleichung  eines  einfach 
unendlichen  Kurvensystems  die  Differentialgleichung  seiner  oHho- 

gonalen  Trajektorien,  indem  man  y  durch r  ersetzt. 

Die  endliche  Gleichung  der  Trajektorien  geht  daraus  durch 
Integration  hervor. 

Handelt  es  sich  um  isogonale  Trajektorien  unter  dem 
schiefen  Winkel  &■,  dieser  gezählt  als  Differenz  der  hohlen 
Winkel,  welche  die  Tangente  an  die  Trajektorie  und  die  Tan- 
gente an  die  Systemkurve  mit  der  positiven  ic- Achse  ein- 
schließen, und  bezeichnet  man  den  Richtungskoeffizienten  der 

Tangente  an   die  Trajektorie  mit  -^    zum    Unterschiede    von 

jenem  der  gegebenen  Kurve,  der  y   heißt,  dann  muß 
dy 

^^  =t2^=Ä; 


^  ,  dy  , 


sem,  woraus 


y  = 


dx 

dx 


setzt   man   dies   in  (2)    ein   und  schreibt   wieder  y    für  ~  ,   so 
ergibt  sich 

(4)  f{^.  y,  f^j)  -  0 

als   Differentialgleichung   der   Trajektorien  unter   dem  Winkel 
arctg  Tv. 
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Ist  das  Kurvensystem  in  Polarkoordinaten  dargestellt  und 

(5)  F{r,  9),  c)  =  0 
seine  endliche, 

(6)  f{r,  (f,  r)  =  0 

die  Differentialgleichung,   so  gehe  man  davon  aus,   daß   durch 

4  =tgö 

der  Winkel  bestimmt  ist,  welchen  die  positive  Tangente  im 
Punkte  rj(p  an  die  gegebene  Kurve  mit  dem  verlängerten  Leit- 
strahl dieses  Punktes  bildet.  Für  die  Trajektorie  wird  der 
analoge  Winkel  durch  „ 

d(p 
bestimmt  sein,  wenn  -^  ^  auf  die  Trajektorie  sich  bezieht:   die 
Orthogonalität  beider  Kurven  erfordert,  daß 

tg  Ö  tg  ö,  +  1  =  -^  +1=0 
o        o     X    I  ,  dr 

dtp 
sei,  woraus  sich 

'=_  J1 
dr 

d(p 
ergibt.   Trägt  man  dies  in  (6)  ein  und  schreibt  für  ^  wieder 
/,  so  erhält  man 

(7)  f{r,  T,  -  y)  =  0 

als  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien. 

Bei  Anwendung  von  Folarhoordinaten  ergibt  sich  also  die 
Differentialgleichung  der  orthogonalen  TrajeJctorien  aus  jener  des 
Kurvensystems,  indem  man  r  durch r  ersetzt. 

Für  schiefe  Trajektorien  unter  dem  Winkel  -9-,  diesen  als 
Differenz  6^  —  6  verstanden,  ergibt  sich  in  ähnlicher  Weise  die 
Differentialgleichung 

(«)  f[r,f,'^^)=^, 

wenn  tg  0-  =  Ä;  gesetzt  wird. 

369.  Beispiele.  1)  Die  orthogonalen  Trajektorien  der 
Parabelschar  y  ^  (^^n 

(Parameter  a)  zu  bestimmen. 
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Mit  Hilfe  von 
ercribt  sich 


nax" 


y- 


ny 


als  Differentialgleichung  der  gegebenen  Kurvenschar  und  daraus 

y'-- 


X 

ny 


als  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajektorien.     Die 

Variablen  lassen  sich  unmittelbar  trennen  und  die  Integration 

liefert 

X,  -\-  ny'  =  c. 

Die  Trajektorien  bilden  also  eine  Schar  homothetischer  Ellipsen 
oder  Hyperbeln,  je  nachdem  )i  >  0  oder  w  <  0. 

2)  Die  orthogonalen  Trajektorien  des  Kreisbüschels  mit 
den  Grundpunkten  —  a/0,  a/0  zu  bestimmen. 

Aus  der  endlichen  Gleichung  dieses  Kreisbüschels 

a;-  +  2/'-26y-a2=o 
und  aus 

^  +  yy  —'by  =  o 

ergibt  sich  durch  Elimination  des  veränderlichen  Parameters  h 
seine  Differentialgleichung: 

(a)   {x^  —  y^~  «^)  dy  —  2x\jdx  =  0, 
daraus  aber  entspringt 
(/3)   {x'^  —  y^  —  a^)  dx  -{-  2xydy  =  0 
als  Differentialgleichung   der   ortho- 
gonalen Trajektorien.    Ihre  Integra- 
tion kann  auf  Grund  folgender  Be- 
merkung  ohne  Rechnung   vollzogen 
werden:    Aus   (a)    geht    {ß)    hervor, 
wenn  man  x  mit  y  vertauscht  und 
das  Zeichen  von  abändert;  durch  die- 
selben Änderungen   erhält   man   aus   der  Gleichung    des  Kreis- 
büschels diejenige  seiner  Trajektorien,  nämlich 
x^-\-y^^-2bx-\-a^-=0. 
Die  Trajektorien  bilden  also  wieder  ein  Kreisbüschel,  das 
durch  die  imaginären  Punkte  0/  —  ai  und  0/ai  hindurchgeht 
(Fig.  219). 
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3)  Es   sind   die   orthogonalen  Trajektorien   eines   Systems 
konfokaler  Zentralkegelscbnitte  zu  bestimmen. 
Die  Gleichung  eines  solchen  Systems  ist 


^'  -1-      2/       =  1 

darin  l  der  veränderliche  Parameter.   Durch  ihre  Differentiation 

ergibt  sich 

X           yy'          (). 

daraus  folgt 

X           yy'          x-\-yy' 

so  daß 

x^        x{x  4-  yy) 

;i«            c*       ' 

K{x-\-yy') 

c^—V                c*           ' 

mithin  ist 

{x  +  yy')  (x  -  -^,)  =  c' 

die  Differentialgleichung  des  vorgelegten  Kurvensystems.     Sie 

bleibt  dieselbe,  wenn  man  y'  durch 7  ersetzt,  charakterisiert 

also  auch  das  System  der  orthogonalen  Trajektorien. 

Ein  System  homofokaler  Zentralkegelschnitte  und  seine 
orthogonalen  Trajektorien  sind  sonach  durch  ein  und  dieselbe 
Gleichung 

^'  I     y'    _i 

dargestellt  und  somit  zu  einem  einheitlichen  System  vereinigt. 
Die  Scheidung  beider  wird  lediglich  durch  das  Größenverhältnis 
zwischen  dem  variablen  A^  und  dem  festen  c^  vollzogen.  Bei 
X^  >  c^  stellt  nämlich  die  Gleichung  Ellipsen  dar  und  diese 
werden  von  den  Hyperbeln,  die  bei  X^  <  c^  sich  ergeben,  recht- 
winklig geschnitten,  und  umgekehrt. 

4)  Die  orthogonalen  Trajektorien  des  Systems  der  Sinus- 
spiralen 

r"=  «"sinwqp 
zu  bestimmen. 
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Durch  Differentiation  entsteht 

n  /•"  ~  V  =  M  a"  cos  n  tp , 
und  die  Elimination  von  a"  ergibt  die  Differentialgleichung 
(a)  r  cos  n(p  —  r  sin wgp  =  0. 

Die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien  ent- 
steht hieraus,  wenn  man  r'  durch r  ersetzt,  und  lautet  daher 

iß)  r  cos ncp  -\-  r  sin ncp  =  0. 

Durch  die  Transformation 

geht  aber  die  Gleichung  iS)  über  in 

i\  cos  n  (p^  —  r^'  sin  n  gj^  =  0 

und  stimmt  dann  mit  [a)   überein.    Die   angegebene  Transfor- 
mation besteht  aber  in  einer  Drehung  um  den  Pol  durch  den 

Winkel  —  •  Das  System  der  orthogonalen  Trajektorien  des  vor- 
gelegten Kurvensystems  ist  also  ein  kon- 
gruentes System,  gegen  das  erste  jedoch 
um    den  Winkel  -z-~  gedreht. 

Bei  w  =  1  ergeben  sich  zwei  ortho- 
gonale Berührungskreisbüschel,  das  eine 
r  =  a  sin  q),  das  andere  r  =  a  cos  cp. 

Wenn    n  =  2,     erhält    man    zwei 
Systeme    von    Lemniskaten,    um    45° 
gegeneinander     gedreht    (Fig.    220);     ihre     Gleichungen    sind 
r  =  a  y'sin  2gp  und  r  =  «ycos  2(p  (314,  3)). 

5)  Die  isogonalen  Trajektorien  eines  Strahlenbüschels  zu 
bestimmen. 

Die  einfachste  analytische  Darstellung  hat  ein  Strahlen- 
büschel im  Polarsystem,  wenn  man  seinen  Mittelpunkt  mit  dem 
Pole  zusammenfallen  läßt;  seine  Gleichung  lautet  dann: 

g?  =  c. 

Daraus  entspringt  die  Differentialgleichung 

dq)  =  0, 


430  Zweiter  Teil.     Integral-Reclinung. 

welche  weiter  zur  Folge  hat,  daß 


°  dr  ' 


also 


^  =  0 
r 


ist.  Dies  ist  nur  eine  andere  Form  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung cZg)  =  0.    Ersetzt  man  hier  r    nach  Vorschrift 

von  (8)  durch  — _ ,  ,   ,  so  ergibt  sich 

r  —  Jcr'  =  0 

als  Differentialgleichung  der  Trajektorien.  Durch  Trennung  der 
Variablen  und  Integration  kommt  man  zunächst  auf  Ir  =  IC 
+  y-  und  schließlich  auf 

r  =  Ce* . 

Die  isogonalen  Trajektorien  eines  Strahlenbüschels   sind   dem- 
nach logarithmische  Spiralen  (136,  3)). 
6)  Die  orthogonalen  Trajektorien 

a)  der  Parabelschar  y^=2px] 

b)  der  Ellipsenschar  h'^x^ -{- a^y^  =  a^h'^   bei   variablem  a; 

c)  der  Hyperbelschar  Ißx^  —  a^y^  =  a^W'  bei  yeränderlichem 
h  zu  bestimmen. 

370.  Evolventen.  Unter  den  Evolventen  einer  gegebenen 
Kurve  versteht  man  die  orthogonalen  Trajektorien  ihrer  Tan- 
genten, also  alle  jene  Kurven,  deren  Normalen  die  gegebene 
Kurve  berühren. 

Es  sei 

(1)  y  =  F{x) 

die  gegebene  Kurve;  ihr  entspricht  eine  Clairautsche  Diffe- 
rentialgleichung, welche  das  Tangentensystem  darstellt.  Man 
erhält  sie,  indem  man  den  Abschnitt  der  Tangente  auf  der 
Ordinatenachse  y  —  xp  mit  Hilfe  von  (1)  und 

(2)  P  =  F'{x) 

als  Funktion  von  p  ausdrückt;  ist  f{p)  der  betreffende  Aus^ 
druck,  so  ist 

(3)  y==xp+  fip) 
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die  das  Tangentensysteni  darstellende  Gleichung.  Aus  ihr  ent- 
steht die  Differentialgleichung  der  Evolventen  von  (1),  indem 
p  durch ersetzt  wird;  sie  lautet  also 

ihre  allgemeine  Form  ist  daher 

(4)  x-\-yp  =  t{p), 

wo  ^(p)   für  pfi— — )  geschrieben  ist. 

Ehe  zur  Integration  der  Gleichung  (4)  geschritten  wird, 
soll  eine  charakteristische  Eigenschaft  ihres  Integralsystems 
nachgewiesen  werden. 

Aus  einer  Kurve  C  (Fig.  221)  werde  eine  neue  C^  dadurch 
abgeleitet,  daß  man  auf  der  Normale 
eines  jeden  Punktes  31  von  C  eine 
Strecke  c  abträgt.  Der  Vorgang  ist  ana- 
lytisch in  folgender  Weise  charakteri- 
siert.    Sind  xjy   die  Koordinaten    von 


Fig.  221 


dy 


der  Richtunsskoeffizient  der 


'  ^       dx 
Tangente  in  M-^  sind  ferner   xjy^    die 

Koordinaten  von  M.^,  so  bestehen  zwischen  diesen  Größen  die 

Gleichungen: 

{x^  -  xf  +  {y^  -  yY  =  (ß 

^1-^  +{yx-y)p  =  ^, 

deren  erste  aussagt,  daß  MM^  =  c,  und  deren  zweite  ausdrückt, 
daß  My  auf  der  Normale  von  C  m  M  liegt.  Durch  Auflösung 
nach  X,  y  findet  man  daraus: 

cp 


(5) 


^1  + 


y  =  yi 


1/1 -fp^' 

c 


V^  +  p'' 

ferner  gibt  die  Differentiation  der  ersten  der  obigen  Gleichungen 

(x^  —  x)  {dx^  —  dx)  -f-  {y^  —  y)  (dy^  —  dy)  =  0 

und  dies  vereinfacht  sich  vermöge  der  zweiten  Gleichung,  die 
auch  in  der  Form 

{x, 


x)dx  +  {y^—  tj)dy  =  0 
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geschrieben  werden  kann,  zu 

(a^i  —  x)  dx^  +  {y^  —  y)  dy^  =  0, 
woraus 

^±  =  _  ^1  —^  ^  ^ 
dx^  2/i  —  y       ^^ 

oder 

(6)  i?i=i3 

folgt.  Damit  ist  erwiesen,  daß  die  Tangente  der  abgeleiteten 
Kurve  in  J/^  parallel  ist  der  Tangente  an  die  ursprüngliche 
im  Punkte  iüf;  wegen  dieses  Verhaltens  werden  beide  Kurven 
Parallelkurven  genannt. 

Durch  die  Gleichungen  (5),  (6)  ist  eine  Transformation 
der  Linienelemente  bestimmt,  bestehend  in  einer  Verschiebung 
ihrer  Träger  senkrecht  zur  unverändert  bleibenden  Richtung. 
Man  bezeichnet  diese  Transformation  als  Dilatation.  Wendet  man 
sie  auf  die  Differentialgleichung  (4)  an,  so  geht  diese  über  in 

und  nach  erfolgter  Reduktion  in  die  endgültige  Form 

(4*)  «i+!/iÄ=  «^(Pi)- 

Die  Gleichung  (4)  bleibt  also  bei  Anwendung  der  Dilatation 
bis  auf  die  Bezeichnung  der  Variablen  unverändert.  Daraus 
folgt  (344),  daß  die  Evolventen  einer  gegebenen  Kurve  Parallel- 
Tiurven  sind,  daß  also  aus  einer  von  ihnen  alle  übrigen  durch 
Ausführung  aller  möglichen  Dilatationen  abgeleitet  werden 
können. 

Was  nun  die  Integration  der  Gleichung  (4)  anlangt,  so 
beachte  man,  daß  sie  zu  den  in  x,  y  linearen  Gleichungen  (359) 
gehört  und  daher  nach  vorausgegangener  Differentiation  inte- 
griert werden  kann.  Differentiiert  man  also  und  ersetzt  dx 
durch  — ^ ,  so  entsteht 

~~^  +  ydp  +pdy==  ^'{p)  dp 

oder 

(1  -\-p^)dy  +  ypdp=pt'ip)dp; 
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in  dieser  Form   hat  die   Gleichung  den   integrierenden  Faktor 
,  ,  der  die  linke  Seite  in  das  Differential  von  %t  l/l  +  «^ 

verwandelt.     Mithin  ist 

und  mit  Hilfe  dessen  ergibt  sich  aus  (4): 

Durch  (7)  und  (7*)  ist  das  System  der  Evolventen  durch 
Vermittlung  von  p  parametrisch  dargestellt. 

371.    Beispiele.    1)  Um  die  Evolventen  der  Parabel 

y^  4-  Aax  =  0 
zu  bestimmen,  bilde  man  mit  Hilfe  von 

yp  -f  2a  =  0 
ihre     Clairautsche     Gleichung.      Es    ist    y  = ,     daher 

X  = 1,  folglich 

2a    ,     a              a 
y  —  xp  = = 

c/  I.-  P         p  P 

oder 

die  Differentialgleichung  des  Tangentensystems;  aus  dieser  er- 
gibt sich 

oder 

X  -\-  yp  =  ap^ 

als  Differentialgleichung  der  Evolventen.    Ihre  Integration  gibt 
nach  (7)  und  (7*) 

X  =  -4=  [c  +  al(p+yiTJ')] 

yi  +  P^ 

y  =  ap-  -j=^\c  +  al{p+  VT^y)l 

Die  p-Diskriminante    der  Differentialgleichung    der   Evol- 
venten ist  y^  -\-  4ax  und  führt,  wenn  man  sie  Null  setzt,  auf 

Czuber:  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  28 
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die   zugrunde   gelegte  Parabel;    diese   ist   aber  nicht   eine  Ein- 
hüllende der  Evolventen,  sondern  der  Ort  ihrer  Spitzen. 

2)  Man  zeige,  daß   die  zu  c  =  0  gehörige  Evolvente  des 
Kreises  x^  -\-  y^  =  a^  durch  die  Gleichungen 

X  =  a[(p  sin  cp  +  cos  cp] 
y  =  a  [sin  gp  —  cp  cos  9] 
dargestellt  ist,  wenn  p  =  tg  q)  gesetzt  wird. 

§  5.  Systeme  von  Differentialgleichungen. 
372.  Definition  undintegration  eines  Systems  w-ter 
Ordnung  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Zwischen  den  n  -f  1  Variablen  x,  y,  2,  .  .  .  u  und  ihren  Diffe- 
rentialen erster  Ordnung  seien  n  in  bezug  auf  diese  Differentiale 
homogene  Gleichungen  gegeben;  dann  lassen  sich  unter  gewissen 
Voraussetzungen  die  Verhältnisse  von  n  der  Differentiale  zu 
dem  '//-}- 1  ten    eindeutig    bestimmen,    also    beispielsweise    die 

,,,..,,.        dt/     dz  du 

Verhaltnisse  ^,  -r^,  .  .  .  ,    • 
dx'  aas'         dx 

Geht  man  von  einer  Wertverbindung  xjy/z/.  .  ./u  aus  und 
erteilt  man  dem  x  einen  Zuwachs  dx,  so  sind  durch  das  Glei- 
chungssystem die  zugeordneten  Änderungen  dy,  dz,  .  .  .  du  der 
andern  Variablen  bestimmt;  mit  andern  Worten,  das  Gleichungs- 
system vermittelt  ein  bestimmtes  Fortschreiten  der  y,  z,  .  .  u 
von  angenommenen  Ausgangswerten  und  einem  beliebig  zu- 
geordneten Ausgangswert  von  x,  sobald  man  x  stetig  variieren 
läßt.  Aus  dieser  Darlegung  geht  hervor,  daß  durch  das  Glei- 
chungssystem y,z,...u  als  Funktionen  von  x  definiert  und 
daraus  bestimmbar  sind. 

Wir  schreiben  das  System  zunächst  in  der  Form: 


(1) 


X^dx  ^  Y,dy  +  Z,dz  -f  •  •  •  +  U^dit  =  0 
X^dx  +  Y^dy  +  Z^dz  +  ■■-{-  U.du  =  0 

XJx  +  YJy  +  ZJz  +  •  •    +  UJu  =  0, 


wobei  unter  X,.,  Y^,  ■••11^  eindeutige  Funktionen  von  x,y,z,---  u 
zu  verstehen  sind.    Für  solche  Wertverbindungen  der  letztge- 
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nannten  Variablen,  für  die  nicht  alle  Determinanten  w-ten  Grades 
aus   der  j^zeiligen,   aber  n  +  1  Kolonnen   umfassenden  Matrix 


zugleich  Null  sind,  ergeben  sich  aus  (1)  die  Verhältnisse 
/n\  dx dy dz  du 

wenn  unter  X,  Y,  Z,  •  ■  •  ü  die  eben  erwähnten  Determinanten 
verstanden  werden,  gebildet  von  der  2.,  3.,  .  .  .  1.  Kolonne  aus 
in  zyklischer  Kolonnenfolge.  Man  kann  aber  aus  (2)  auch 
n  Gleichungen  folgender  Gestalt  formen: 

dy       I-  f  \ 

(3)  ||  =  /2(^;?/,^;---w) 


du       j.  ,  V 


dx 

und  dies  bezeichnet  man  als  die  Normalform  eines  Systems 
n-ter  Ordnung  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  auch 
kurz  als  ein  Differentidlsystem.  Die  Ordnungszahl  n  stimmt  mit 
der  Anzahl  der  Gleichungen  und  der  unbekannten  Funktionen 
überein. 

Zur  Lösung  eines  solchen  Systems  sei  im  allgemeinen  das 
Folgende  bemerkt.  Befindet  sich  unter  den  Gleichungen  (2) 
resp.  (3)  eine,  die  nur  zwei  Variable  enthält,  so  hat  man  es 
mit  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu 
tun,  ihr  Integral  wird  auch  ein  Integral  des  Systems  (1)  ge- 
nannt. Mit  seiner  Hilfe  kann  man  aus  den  übrigen  Gleichungen 
eine  Variable  eliminieren,  unter  Umständen  ein  zweites  Integral 
gewinnen  und  in  solcher  Art  die  Eliminationen  und  Integrationen 
fortsetzen,  wobei  zu  bemerken  ist,  daß  mit  jeder  Integration 
eine  wiRkürliche  Konstante  auftritt.  Das  schließliche  Ergebnis 
wird  aus  n  endlichen  Gleichungen  zwischen  x,  y,  2,  .  .  .  u  und 
n  willkürlichen  Konstanten  bestehen,  denen  man  auf  algebraischem 

28* 
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Wege,  durch  Eliminationsprozesse,  verschiedene  "Gestalten  geben 
kann;  so  durch  Auflösung  nach  den  Punktionen  die  Form: 

z=-F,{x,C„C„...CJ 


(4) 


durch  Auflösung  nach  den  Konstanten  die  Form: 

0i{x,  ij,  0,...u)  =  C^ 
^--  0,{x,y,0,...u)  =  C2 


Diese  Darstellungsformen  der  Lösung  sind  übrigens  in  der 
mannigfachsten  Weise  abänderungsfähig,  wenn  man  beachtet, 
daß  man  in  (4)  an  Stelle  von  C\,  .  .  C„  andere  Konstanten 
Ol, .  .  .  0^,  mit  Hilfe  irgendwelcher  Substitutionen  einführen 
kann,  wodurch  F^,  .  .  .  F^  in  anders  geartete  Funktionen  sich 
verwandeln,  und  daß  man  in  (5)  beiderseits  irgendwelche  ein- 
deutige Funktionen  nehmen  kann,  ohne  den  wesentlichen  Inhalt 
dieser  Gleichungen  zu  stören,  wodurch  an  die  Stelle  von  ^^ , . . .  ^„ 
andere  Funktionen  treten. 

Der  Fall  von  drei  Variablen  und  zivei  Gleichungen,  der  die 
Bestimmung  zweier  davon,  etwa  y,  z,  als  Funktion  der  dritten 
unabhängigen  x  betrifft,  ist  wegen  seiner  geometrischen  Be- 
deutung besonders  wichtig  und  soll  kurz  erörtert  werden, 
übrigens  lassen  sich  die  hierbei  angestellten  Betrachtungen, 
wenigstens  formell,  auch  auf  beliebig  viele  Variable  über- 
tragen (49). 

Die  Gleichungen  lauten  jetzt  je  nach  der  Darstellungs- 
weise entweder: 

X^dx  -f  l\dy  -i-  Z^dz  =  0 

X^dx  -f-  Y^dy  +  Z^dz  =  0 


(1*) 

oder: 

(2*) 

wo  nunmehr 

X  = 


Y,Z, 


dx 


r= 


dy 
T 

Z,X, 

Zc,    Xa 


dz 


X,Y, 

X«  Yo 
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oder  endlich: 

Jedem  Punkte  M{xjyjz)  des  Raumes  —  eventuell  mit  den 
Einschränkungen,  die  bezüglich  der  Determinanten  erwähnt  wor- 
den sind  —  sind  vermöge  (2*  j  eindeutig  bestimmte  Verhältnisse 
dx:  dy:  dz  zugeordnet  und  diese  fixieren  die  Richtung  einer  durch 
M  laufenden  Geraden:  Punkt  und  Gerade  zusammen  bilden  ein 
Linienelement  im  Räume.  Bewegt  sich  der  Punkt  M  so,  daß 
das  seiner  jeweiligen  Lage  entsprechende  Linienelemeut  zugleich 
Linienelement  einer  Bahnkurve  ist,  d.  h.  sie  berührt,  so  ist 
eben  diese  Bahnkurve  der  geometrische  Repräsentant  eines 
zwischen  y,  z  und  x  bestehenden,  dem  Differentialsystem  Ge- 
nüge leistenden  Zusammenhangs,  also  eines  Lategrals;  sie  ist 
eine  Integralhirve  im  Räume  in  demselben  Sinne,  wie  dies  von 
einer  gewöhnlichen  Diö'erentialgleichung  erster  Ordnung  und 
ersten  Grades  zwischen  x,  y  allein  in  der  Ebene  gilt.  Das 
Differentialsystem  (1*)  integrieren  heißt,  die  oo^  Linienelemente, 
die  es  umfaßt,  auf  aUe  möglichen  Arten  zu  Litegralkuiwen  ver- 
einigen, und  aUe  so  erhaltenen  oo^  Integralkurven  machen  die 
vollständige  Lösung  des  Differentialsystems  aus.  Erfolgt  deren 
Darstellung  durch  Gleichungen  wie 
.^^,  y-F,(x,a,h) 

z  =  F,{x,a,h), 
so  erscheint  das  zweifach  unendliche  System  der  Litegral kurven 
durch  die  gleich  mächtigen  Systeme  ihrer  Projektionen  auf  die 
xy-,  bzw.  xz-^hene  bestimmt;  bringt  man  die  Lösung  auf  die 

Form 

™  ^^{x,y,z)==a 

0^(x,  y,  z)  =  }), 
so  gehen  die  Integralkurven  aus  dem  Durchschnitt  zweier  ein- 
fach unendlichen  Flächenscharen  hervor,  indem  jede  Fläche  der 
einen  Schar  mit  jeder  Fläche  der  andern  Schar  eine  Integral- 
kurve liefert.  Auch  die  Lösungsform  (4*)  läßt  diese  Deutung 
zu,  nur  bestehen  die  Flächensysteme  aus  Zylinderflächen  parallel 
der  z-,  bzw.  i/-Achse. 
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Zur  Illustration   dieser  Ausführungen   diene  das  Differen- 

tialsystem 

dx        dy        dz 
X  z  y 

Aus  der  Vereinigung  des  zweiten  mit  dem  dritten  Gliede  ent- 
springt die  gewöhiiliche  Differentialgleicliung 

ydij  —  zdz  =  0 
mit  getrennten  Variablen,  ihr  Integral  ist 

9  9 

y  —  z^  =  a. 

Eliminiert  man  mit  seiner  Hilfe  ?/  aus  dem  dritten  Gliede,  so 

kommt  eine  neue  Differentialgleichung  mit  getrennten  Variablen 

zustande: 

dz  dx 


bei  der  auf  Reellitätsbedingungen  zu  achten  ist;  sie  liefert 

was  mit  Rücksicht  auf  das  erste  Integral  durch 

z  {-  y  ^hx 

ersetzt  werden  kann.  Beläßt  man  die  vollständige  Lösung  in 
der  eben  gefundenen  Form 

tf  —  z^-  =  a,      y  +  z  =  hx, 

so  erscheinen  die  Integralkurven  als  Schnitte  eines  Systems 
zur  a;- Achse  paralleler  hyperbolischer  Zylinder  mit  einer  Schar 
gegen  die  y-  und  ^-Achse  gleich  geneigter  Ebenen  durch  den 
Ursprung.    Bringt  man  die  Lösung  in  die  explizite  Form 

bx  a  bx  a 

y  ^  'Y  ^  2bx'        ^  ^~2         2bx ' 

so  hat  man  die  Projektionen  der  Integralkurven  auf  der  xy- 
und  xz-Woene,  gleichfalls  Hyperbeln. 

373.    Beispiele.    1)  Die  Differentialgleichungen 

dx dy dz 

X   ~   y    ~    z 

bestimmen  das  Bündel  der  Geraden  durch  den  Ursprung;  denn 
ihre  Integrale  sind 

y  =  ax,     z  =  hy; 
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durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Integrallinie,   ausge- 
nommen den  Ursprung,  in  welchem  dx:(ly:dz  unbestimmt  sind. 
2")  Auf  die  Differentialgleichungen 

dx  dy  dz 

ßz  —  yy        yx  —  az        ay  —  ßx 

läßt  sich  das  vorhin  erörterte  Verfahren  nicht  unmittelbar  an- 
wenden. Erweitert  man  aber  die  drei  Verhältnisse  mit  den 
Zahlen  a,  ß,  y  und  bildet  die  Summe  der  Zähler  und  der  Nenner, 
so  entsteht  ein  neues,  den  früheren  gleiches  Verhältnis;  da 
jedoch  sein  Nenner  =  0  ist,  muß  es  der  Zähler  auch  sein;  aus 

aclx  +  ßdij  -\-  ydz  =  () 
folgt  aber 

(A)  ax  ^  ßy  +  yz  =  a. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  die  drei  Verhältnisse  mit 
den  Zahlen  x,  y,  z  erweiternd,  daß 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  0 
sein  müsse,  woraus 

(B)  x'^  +  if  J^z^^l 
folgt. 

Das  erste  Integral  (A),  für  sich  betrachtet,  stellt  ein  System 
paralleler  Ebenen  dar,  das  zweite  (B)  eine  Schar  konzentrischer 
Kugeln  um  den  Ursprung.  Die  Integralkurven  obiger  Differen- 
tialgleichungen bilden  somit  die  Gesamtheit  der  Kreise,  welche 

um  die  Gerade  —  =  ^  =  —  als  Achse  beschrieben  sind.   Es  ist 

cc  ß  y 

aber  geometrisch  evident,  daß  sich  diese  Kreise  statt  durch 
Kugeln  auf  unendlich  vielfache  Weise  durch  andere  Flächen 
vereinigen  lassen,  nämlich  durch  alle  möglichen  Rotations- 
flächen mit  der  vorhin  erwähnten  Achse;  dies  stimmt  zu  der 
erwähnten  Möglichkeit  verschiedener  Darstellungen  der  Lösung. 
3)  Um  die  Differentialgleichungen 

dx  dy  dz 

X-  —  y^  —  z^        2xy        2xz 

zu  integrieren,  verbinde  man  zunächst  die  beiden  letzten  Ver- 
hältnisse zu  der  Gleichung 

dy dz 
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welche  das  Integral 

(a)  s  =  ay 

ergibt.    Erweitert   man   die   drei  Verhältnisse  mit  x,  y,  z  und 

bildet    die   Summen    der   Zähler  und   Nenner,   so    entsteht   das 

neue  den  früheren  gleiche  Verhältnis 

xdx  4"  ydy  -\-  zdz 
«(a;'  +  2/'  +  2'r" ' 

welches  mit  ,— ^   verglichen*)  die  exakte  Gleichung 

<2,xy         ö  y  & 

dy        2xdx-\-  2ydy  -\-  2zdz 
y    ~  x^-\-y^-\-z^ 

liefert;  ihr  Integral  ist 

iß)  x'  +  y'^i-z'  =  hy. 

Integralkurven  sind  also  alle  Kreise,  welche  die  rr- Achse 
im  Ursprünge  berühren;  denn  zu  (a)  gehört  ein  Ebenenbüschel 
durch  die  a;-Achse,  zu  (/3)  ein  System  von  Kugeln,  das  die 
^Tic-Ebene  im  Ursprünge  berührt;  jede  Ebene  des  ersteren  be- 
stimmt mit  jeder  Kugel  des  letzteren  einen  die  a:;-Achse  im 
Ursprünge  berührenden  Kreis.  Auch  hier  lassen  sich  andere 
Ortsflächen  der  Kreise  neben  den  genannten  Kugeln  als  den 
einfachsten  denken,  der  vollständigen  Lösung  könnten  eben 
noch  unbegrenzt  viele  andere  Formen  gegeben  werden. 

§  6.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung, 
374.  Zurückführung  einer  Differentialgleichung 
w-ter  Ordnung  auf  ein  System  w-ter  Ordnung.  Eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  w-ter  Ordnung  ist  eine  Gleichung 
zwischen  den  Variablen  x,  y  und  den  Differentialquotienten  von 
y  in  bezug  auf  x  bis  zur  «-ten  Ordnung  einschließlich.  Ihre 
allgemeinste  Form  ist 

(V)  fix  V  ^    ^-^  -^"l  =  0 

^^^  'V'  ^'  dx'  dx''  "  ■'  dxV       ^■ 


dz 
*)  Aus   der  Vergleichung  mit  -        ergäbe  sich 

^  xz 

.T*  -{-  y^  -\-  s^  =  cz, 

was  aber,  vermöge  des  ersten  Integrals,  wieder  in 

x^  -\- y^  -\-  z^  =  hy 
übergeht. 
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Führt  man   die  Differentialquotienten  von  der  ersten  bis 
zur  n  —  1-ten  Ordnung  als   neue   unbekannte  Funktionen  mit 
den  Bezeichnungen  y\  y",  ,  .  . ,  ?/(«-i)  ein,  so  tritt  an  die  Stelle 
der  Gleichung  (1)  das  folgende  System  n-ier  Ordnung: 
f  dy 

dx 


(2) 


y 


dy' 
dx 


y 


,(«-!) 


Die  Integration  dieses  Systems  ist  im  Wesen  dasselbe 
Problem  wie  die  Integration  der  Gleichung  (1).  Das  Integral 
von  (2)  besteht  nämlich  in  «  Gleichungen  zwischen  den  Variab- 
len X,  y,  y',  y"j  .  .  .,  ?/("~^)  und  n  willkürlichen  Konstanten;  eli- 
miniert man  aus  diesen  Gleichungen  die  n  —  1  Funktionen 
y',  y",  .  .  .,  y'-"~^\  so  entsteht  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und 
den  n  willkürlichen  Konstanten,  und  diese  ist  das  aUgemeine 
Integral  der  Gleichung  (1). 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  ist 
hiernach  mrüclführhar  auf  die  Integration  von  n  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  und  das  allgemeine  Integral  einer 
solchen  Gleichung  enthält  n  ivillhürliche  Konstanten. 

Es  gibt  einen  Fall,  wo  dieser  Weg  unmittelbar  zum  Ziele 
führt.  Ist  der  w-te  Differentialquotient  der  unbekannten  Funk- 
tion als  bloße  Funktion  von  x  gegeben,  lautet  also  die  Diffe- 


rentialgleichung 

(3) 

d^'y         /  N 

Txn^^^"^)^ 

so  ist 

dy         , 
dx           y 
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das   äquivalente   System    w-ter   Ordnung,    und   von   der  letzten 
Gleichung  ausgehend  erhält  man  sukzessive: 

y{n-l)  =    /    Cp{x)dX  -\-  Ci 

y(»-2)  =  i dxj (p{x)dx  -\-  c^x  -\-  c^ 

y{n-s)  ^  j  dx  j  dx  j  (p{x)dx  +  Y  ^^  +  Cg;^  +  C3, 

so  daß  schließlich  _?/  selbst  sich  darstellt  in  der  Form: 

(4)    tj  =fdxjdx . .  .fcp{x)dx  +  C^x"'^  +  C^x^'^  -\ h  C„. 

(n) 

Die  Bestimmung  von  y  erfordert  also  die  Ausübung  von 
n  sukzessiven  Quadraturen  an  der  Funktion  (p{x),  und  dem  Er- 
gebnis dieser  ist  noch  ein  Polynom  n  —  1-ten  Grades  mit  wiR- 
kürlichen  Koeffizienten  anzufügen. 

So  erhält  man  beispielsweise  in  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens auf 

d^y  _  .     • 

nach  und  nach: 

ix  sin  xdx  =  —  x  cos  x  -f  sin  x 

I  dx  I X  sin  xdx  =  —  ic  sin  iC  —  2  cos  x 

I  dx I  dx  I X  sin  xdx  =  x  cos  x  —  3  sin  x, 

daher  ist 

y  =  X  cos  rc;  —  3  sin  rr  +  ax^  -\-'bx  -{-  c 

das  allgemeine  Integral  obiger  Gleichung. 

375.  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  im 
allgemeinen.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  nähereu  Betrachtung 
einer  Differentialgleichung  ziveüer  Ordnimg 

zu.     Das  allgemeine  Integral  einer  solchen,  von  der  Form 

(2)  F{x,y,c„c.:)  =  0, 

stellt  ein  zweifach  unendliches  System  von  Kurven  dar. 
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Umgekehrt  führt  eine  endliche  Gleichuuo;  von  der  Form 
(2)  auf  eine  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung,  und  zwar 
durch  Elimination  der  Parameter  c^,  c^  aus  (2)  mit  Hilfe  der 
beiden  Gleichungen: 

(3)  f  +  %^-  ^y  -  0, 

^   ■'  dx        oy  dx  ' 

(4)  |Z'+2|!f  ^  +  |:^(|!')V|^|^,=  0. 

^  ^  dx^  oxdy  dx        oy   \dxj        cy  da; 

Angenommen,  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
lasse  eindeutige  Lösung  nach  dem  zweiten  Differentialquotienten 
zu,  es  sei 

(1*)  y"-^{x,y,y)] 

dann  gehört  zu  jeder  Wertverbindung  xjyly,  die  man  innerhalb 
des  Bereichs  von  cp  annimmt,  ein  bestimmter  Wert  y".  Nun 
ist  durch  x/yly  ein  Linienelement  in  dem  bisherigen  Sinne 
gekennzeichnet;  die  Kenntnis  von  y"  gestattet,  dieses  Linien- 
element durch  Angabe  der  zu  ihm  gehörigen  Krümmung  näher 

1               y" 
zu  charakterisieren,  indem  —  = ^berechnet  werden  kann. 

Das  so  erweiterte  Element  soll  Krümmungselement  heißen. 
Durch  die  Gleichung  (1*)  ist  eine  Mannigfaltigkeit  von  oo^ 
Krümmungselementen  gegeben:  durch  jeden  Träger  xjy  gehen 
oo^  gewöhnliche  Linienelemente,  und  jedem  derselben  ist  ein 
Krümmungselement  zugeordnet.  Die  Aufgabe  der  Integration 
lautet  jetzt  geometrisch  dahin,  alle  Kurven  zu  bestimmen,  deren 
Krümmungselemente  dem  durch  die  Gleichung  definierten 
System  augehören. 

Um  aus  der  vollständigen  Lösung  eine  partikuläre  heraus- 
zuheben, sind  nunmehr  auch  erweiterte  Anfangsbedingungen 
erforderlich;  es  genügt  nicht  die  Aufgabe  eines  Punktes,  durch 
den  die  Litegralkurve  zu  gehen  hat;  es  muß  auch  die  Rich- 
tung der  Tangente  in  diesem  Punkte  vorgeschrieben  oder  sonst 
eine  äquivalente  Forderung  gestellt  werden.  In  der  Tat,  wird 
verlangt,  daß  der  Abszisse  Xq  die  Werte  y^,  y'^  zugeordnet  sein 
soUen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Konstanten  das  Glei- 
chungspaar: 

-C  \Xq,  I/q,  Cy,  Cgj  =  U 

-^^(^o;  2/o;  Cx,  c%)  +  Fyix^,  yo,  q,  c^)y'^  =  0. 
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Jede  DifFerentialgleichung  erster  Ordnung,  die  man  aus 
(1)  ableitet  derart,  daß  jedes  ihrer  Integrale  zugleich  ein  Inte- 
gral von  (1)  ist,  nennt  man  eine  intermediäre  Integralgleichung 
oder  ein  erstes  Integral  zu  (1).  Die  Kenntnis  zweier  verschie- 
dener ersten  Integrale  würde  ohne  weiteren  Integrationsprozeß 
zu  dem  vollständigen  Integral  führen,  nämlich  durch  Elimi- 
nation des  ersten  Differentialquotienten. 

Zur  Erläuterung  dieser  Ausführungen  diene  folgendes 
Beispiel. 

Die  endliche  Gleichung 

(cc)  Ax"  +  Bi/=-l 

mit  den  willkürlichen  Konstanten  A,  B  stellt  das  zweifach  un- 
endliche System  aller  koaxialen  Zentralkegelschnitte  vor.    Ver- 
bindet man  sie  mit 
{ß)  Ax  +  Byy'=0 

und  eliminiert  einmal  J5,  ein  zweites  Mal  A,  so  ergeben  sich 
die  beiden  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

{y)  {l  -  Ax')ij  +  Axij  =  0 

(d)  Bxyg- Bf +  1=0. 

Fügt  man  zu  (a)  und  (/3)  noch  die  weitere  Gleichung 

(a)  A-\-By''  +  Bijy"=0 

und  eliminiert  sowohl  A  als  B,  so  kommt  man  zu  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

iv)  xyy"  -^  xy'^  -yy'=0, 

welche  alle  Kurven  des  Systems  {a)  kennzeichnet,  während 
durch  {y\  (Ö)  nur  gewisse  einfach  unendliche  Scharen  der- 
selben charakterisiert  sind. 

Führt  man  in  (■>;)  q  an  Stelle  von  y"  ein,  so  entsteht 

xy(l  +  y"'f  +  xy'^-Q  -  yy  q  =  0; 

diese  Gleichung  gibt  beispielsweise  für  x  =  y  =  a  und  y'  =  —  1 

Q  =  -ay2, 

d.  h.  von  den  durch  den  Punkt  a/a  laufenden  Kurven  des 
Systems    («)    hat    diejenige,    deren    Tangente    unter    135°    zur 
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a;-Achse  geneigt  ist,  daselbst  den  Krümmungsradius  — ay2,  ist 
also  (ci  >  0  vorausgesetzt)  konkav  nach  unten  und  somit  eine 
Ellipse  (hier  ein  Kreis).  Hingegen  liefert  x  =  —  y'=a  und  y'  =1 

d.  h.  die  durch  a/ —  a  mit  einer  unter  45^  zur  Abszissenachse 
geneigten  Tangente  verlaufende  Kurve  des  Systems  ist  konkav 
nach  oben  und  hat  dieselbe  Krümmung  wie  die  vorige.  Beide 
Elemente  betreffen  dieselbe  Intgralkurve. 

In  bezug  auf  (■»;)  sind  (y)  und  (d)  zwei  erste  Integrale 
und  die  Elimination  von  y'  zwischen  beiden  gibt 

1  -  Äx'        Axy  A    "       -R  2      f^ 

=  1  —  Ax'  —  By^  =  0 , 
Bxy       l-By^  J  > 

also  tatsächlich  das  allgemeine  Integral  (a). 

Um  von  der  Differentialgleichung  (tj)  auf  direktem  Wege 
zu  ihrem  allgemeinen  Integrale  zu  gelangen,  kann  man  von 
der  Erwägung  ausgehen,  daß  das  Glied  xyy"  aus  der  Diffe- 
rentiation von  xyy  hervorgeht  nebst  den  weiteren  Gliedern 
xy"^  +  yy\  daß  also  für  (?;)  geschrieben  werden  kann: 

und  nach  Multiplikation  mit  dx'. 

d{xyy')  -  d{f)  =  0; 
daraus  aber  ergibt  sich  durch  Integration: 

^yy  —y'^  =  Gi- 

Trennung  der  Variablen  führt  weiter  zu 

ydy    _^  ^0 
y'^-c,       X      ''' 

woraus  durch  neuerliche  Integration 

/  +  Ci  =  C,x' 

C  1 

entsteht:    mit    der    Substitution   -^  =  A,  —  ^  =  B  wird    dies 

in  volle  Übereinstimmung  mit  (a)  gebracht. 

376.  Besondere  Formen.  Es  gibt  mehrere  besondere 
Formen  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  sich 
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auf  ein  leicht  integrierbares  System  zweier  Gleichungen  erster 
Ordnung  zurückführen  lassen. 
a)  Die  Gleichung 

führt  zu  dem  System 

dy 


(2) 

aus  welchem  sich  sofort 


(3)  -  +  (^^-f^,'      y  +  G.-J- 


pdp 

Kp) 


ergibt.     Läßt   sich  p   aus  (3)   eliminieren,    so   ergibt   sich  das 
allgemeine  Integral  in  der  Form  F{x,  y,  C-^,  C^)  =  0. 

b)  Die  Gleichung 

(4)  g  -  9»W 
liefert  nach  374 

(5)  y  =  i  dxj (p(x)dx  +  C^x  +  C^. 

c)  Ist  eine  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form 

(6)  r(2'.g)  =  0 
auflösbar  nach  y-^,  und  ist 

diese  Auflösung,  so  ersetze  man  sie  durch  das  System 

dy 


dx-1' 

dp 
dx 


9^0/); 


durch  Elimination  von  dx  und  darauf  folgende  Integration  er- 
gibt sich 

p^-==2f<p{y)dy  +  C, 

und  daraus  folgt  schließlich 

(8)  x^c,  =  l'-=M^=- 

J  y2fcp{y)dy -^  C, 
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Bestellt  jedoch  nur  Auflösbarkeit  nach  y,  so  benütze  man 
y"  als  Hilfsvariable  mit  dem  Zeichen  z  und  gehe  von 

(7*)  J/  =  *(.)  (.=  g) 

über  zu 

dy  =  ^'{z)dz 

woraus 

nach  Vollziehung  der  Integration  hat  man  es  weiter  mit  einer 
Differentialgleichung  vom  Baue 

t  -  ^(-'  f.) 

zu  tun,  aus  der 

(8*)  ;  +  ^.=/fl?l-; 

hervorgeht,  und  dies  in  Verbindung  mit  y  =  il){z)  bestimmt  die 
allgemeine  Lösung. 

d)  Auch  wenn  in  der  Differentialgleichung  eine  der 
Variablen  nicht  explizit  erscheint,  kann  sie  im  allgemeinen 
integriert  werden. 

Es  führt  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

zu  dem  Systeme: 


(10) 


dy 
djA 


f{-'P'£)-°' 


dessen  zweite  Gleichung  von  der  ersten  Ordnung  ist  in  x,  p\ 
ist  p  als  Funktion  von  x  bestimmt,  so  gibt  die  erste  y  durch 
eine  Quadratur. 

Einer  Gleichung  der  allgemeinen  Form 

entspricht  das  System: 


r(,,,.'S-o. 
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dessen  zweite  Gleichung  sich  mit  Hilfe  der  ersten  in 

verwandelt;  dies  aber  ist  eine  Gleichung  erster  Ordnung  in  p-^ 
und  hat  man  p  als  Funktion  von  y  bestimmt,  so  führt  die 
erste  der  Gleichungen  (12)  zur  Bestimmung  von  x. 

377,  Beispiele.  1)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  bei 
welchen  der  Kontingenzwinkel  proportional  ist  dem  Bogen- 
differential. 

Die  Differentialgleichung  dieser  Kurven  (157)  lautet 

und  führt  auf  das  System 

dx~y'    dx  -i^x^  +  y  )  , 

die  zweite  dieser  Gleichungen  hat  das  Integral 


y 


=  ^^  -f  c; ; 


woraus 

Tcx  +  C, 

y 


hiermit  aber  liefert  die  erste  Gleichung 

y  +  G,  =  -\yY-{hx  +  C^\ 

Schafft  man  die  Irrationalität  weg  und   schreibt  —  a  für 
y     —ß  für  Co,  so  lautet  das  allgemeine  Integral: 

(x-a)2  +  (i/-/3)^  =  ^ 

und  stellt  alle  Kreise  vom  Halbmesser  -^  vor. 

2)    Es    sind    Kurven    zu    bestimmen,    deren    Krümmungs- 
radius dem   Kubus   der   begrenzten   Normale  proportional  ist. 

Aus  dem  Ansatz 

_  N^ 

worin  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten  soll,  folgt, 
wenn  man  N  und  q  durch  ihre  analytischen  Ausdrücke  ersetzt, 

y     -     y>'^ 
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dies   fällt  imter  die  Form  (7)   und   die   erste  Integration  gibt 

die  zweite  sodann 

^  +  Cg  =  7-  ]/q^2  —  £/c2 

und  in  rationaler  Darstellung 

Darin  sind  bei  q  >  0  Hyperbeln  verschiedener  Lage,  je 
nachdem  £  =  —  1  oder  £  =  1  gewählt  wird,  bei  c\  <  0  und 
£  =  —  1  Ellipsen  enthalten. 

Bei  c^  =  0  und  £  =  —  1  gibt  das  intermediäre  Integral  [a) 
y^  =  ±  2Jcx  +  C 

und  dies  entspricht  koaxialen  Parabeln.  Die  angegebene  Eigen- 
schaft kommt  also  den  Kegelschnittslinien  zu. 

3)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  deren  Krümmungshalb- 
messer eine  gegebene  Funktion  g){x)  der  Abszisse  ist. 

Die  bezügliche  Differentialgleichung 

löst  sich  auf  in  die  beiden: 

deren  zweite,  wenn    /  —7^  =  X  gesetzt  wird,  das  Integral 

V^  +  p' 

ergibt;  hieraus  aber  berechnet  sich 


P  = 


und  hiermit  wieder  folgt  aus  der  ersten  Gleichung 


y  +  c2  = 


■u 


Die  Lösung  erscheint  sonach  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt; diese  selbst  werden  aber  nur  in  Ausnahmefällen  ele- 
mentar zu  bewältigen   sein.     Die   spezielle  Annahme  — ,  ver- 

Cz über,  Vorlesungen.    II.    3.  Avifl.  29 
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möge  deren  der  Krümmungsradius  der  Abszisse  umgekehrt 
proportional  ist,  cliarakterisiert  die  elastische  Linie  eines  hori- 
zontal eingespannten,  am  freien  Ende  belasteten  (ursprünglich) 
geraden  Stabes.    Hier  ist  X  =  ^  und  die  Gleichung  der  Kurve 


X 

a 
erscheint  in  der  Gestalt 


2/ +  C5, 


a;*-f-  c)dx 


die  eine  weitere  Ausführung  in  elementaren  Funktionen  und 
endlicher  Form  nicht  zuläßt. 

4)  Es  sind  Kurven  zu  bestimmen,  deren  Krümmungshalb- 
messer proportional  mit   der  Länge   der  Normale   sich  ändert. 

Die  bezügliche  DiiFerentialgleichung 


von  der  Struktur  376,  (11),  kann  nach  Abkürzung  mit  j/l  -f-  y'^ 
durch 

y'-p,    1  +  p^  =  J^yp  ^ 

ersetzt  werden.     Die  zweite  dieser  Gleichungen  führt  zu 

2p dp         ^  dy 


und  ffibt 


woraus 


K^+p')-i{h-ic,), 


-  =  ^  (# 


Hiernach  ist,  vermöge   der  ersten   Gleichung,    das   allgemeine 
Integral 

dy 


X  -\-c,= 


jy{^^\- 


Die  erübrigende  Integration  bezieht  sich  auf  ein  bino- 
misches  Differential  und  ist  daher  in  endlicher  Form  nur 
dann  ausführbar,  wenn  (255)  entweder  —  oder  — - —  eine 
ganze  Zahl,  d.  h.  wenn  Je  eine  ganze  Zahl  ist. 
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Bemerkenswert  sind  die  folgenden  speziellen  Fälle. 
a)  Je  =  —  1  ergibt 


woraus  a;  +  Cg  =  — Yc^^ —  y^  und  in  rationaler  Form: 

die  Eigenschaft  q  =  —  N  haben  also  alle  Kreise,  deren  Zentrum 
in  der  Abszissenachse  liegt. 
ß)  Jc=l  führt  zu 

-     J  Vii 

woraus 


'r-<i+yi0-'h 


die  Auflösung  nach  y  ergibt: 

X  +C,  X  +c^ 


die  Eigenschaft  q  =  N  kommt  demnach  allen  Kettenlinien  mit 
ein  und  derselben  Grundlinie  zu. 
y)  Für  Je  =  —  2  ergibt  sich 


-^'^^JV^j^^^'^ 


setzt  man 

3/  =  qsin2y, 
so  wird 

J  y-^^^y  ^^y  =  ^ij  s^^"^  Y  ^^^^  =  f  (^  -  ^^°  **)  5 

mitbin  ist 

ic  +  Cj  =  -^  (<i  —  sin  w) 

y  =  Y  (1  -  cos  m) 

die  allgemeine  Lösung  in  parametrischer  Darstellung;  ihr  ent- 
spricht die  Gesamtheit  gemeiner  Zykloiden  mit  gemeinsamer 
Grundlinie. 

29* 
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ö)  Mit  ^  =  +  2  gelangt  man,  da  die  Integration  unmittel- 
bar sich  ausführen  läßt,  zu 

_  ^ 

woraus  sich 


x  +  c^  =  2c,\/f-  1, 


!/  =  o.  +  '^  +  ''>" 


4q 

berechnet.  Hierdurch  sind  alle  Parabeln  bestimmt,  welche  die 
iC-Achse  zur  Leitlinie  haben  (160,  1)). 

5)  Es  ist  die  Gestalt  der  Rotationsflächen  von  konstanter 
Krümmung  und  von  konstanter  mittlerer  Krümmung  festzu- 
stellen. 

Die  Aufgabe  führt  auf  die  Bestimmung  einer  Kurve,  der 
Meridianlinie,  zurück.  Wählt  man  die  a;-Achse  als  Rotations- 
achse, so  gelten  für  die  Hauptkrümmungsradien,  vom  Vor- 
zeichen abgesehen,  die  Ausdrücke  (214-,  1): 

Die  Meridiankurve  im  ersten  Problem  ist  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung 


y 


T,  =  Ic 


yO^  +  y'y 

gekennzeichnet;  im  zweiten  Problem,  wenn  man  den  Fall  ent- 
gegengesetzter Lage  der  Hauptkrümmungsradien  ins  Auge  faßt, 
durch 

y" ^         _  2a 

(1  +  2/'*)'      yV^  +  y' 

Wendet  man  auf  die  Meridiankurve  Ähnlichkeitstransfor- 
mation  aus  dem  Ursprung  an,  setzt  also  x■^^  =  ax,  y^  =  ay,  so 
wird  y[  =  y',  hingegen  y'[  =  y"  j  ==  —]  mithin  behalten  die 
linken  Seiten  die  gleiche  Form,  während  sich  die  rechten  Seiten 
mit  — r,  bzw.  —  vervielfachen:  es  kommt  also,  da  es  sich  bloß 

um  die  Gestalt  handelt,  auf  die  Größe  von  k  und  ^  nicht  an 
und  man  kann  darüber  zweckentsprechend  verfügen. 

Beide  Differentialgleichungen  gehören  unter  die  Form  (11) 
und  sollen  nun  nach  dem  dort  angegebenen  Verfahren  inte- 
griert werden. 
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I.  Die  erste  Gleichung  schreibt  sich  nach  Trennung  der 
Variablen 

(1  _I_  ,/'2)2         '^y^Vy 

gibt  nach  der  ersten  Integration 

und  nach  abermaliger  Trennung  und  Integi-ation: 

(I)  "^-fVi^i'kr^r, 

die  additive  Konstante,  die  an  x  zu  fügen  wäre,  bedeutet  bloße 
Verschiebbarkeit  der  Kurve  längs  der  Rotationsachse  und  kann 
darum  wegbleiben. 

Im  allgemeinen  führt  die  Darstellung  von  Rotationsflächen 
konstanter  Krümmung  auf  elliptische  Integrale.  Einige  Sonder- 
fälle sind  elementar  und  dabei  von  besonderem  Interesse. 

Die  Annahme  Ä;  =  0  führt  auf  eine  Gerade,  also  auf  den 
Umdrehungskegel. 

Aus  der  Annahme  ^•  =  —  1,  C  =0  entspringt  die  Gleichung 

x^  -\-i/=l, 

die   auf  den   von  vornherein   evidenten   Fall    der   Kugel   weist. 
Mit  ]c=  1,  C  =  1  ergibt  sich 


^r-" 


-r 


y      ''"' 

und  dies  ist  nach  356,  2)  die  Differentialgleichung  einer  Trak- 
torie  der  Rotationsachse  (vgl.  auch  216,  I). 

IL  In  der  zweiten  Gleichung,  wenn  man  sie  in  der  Form 

+  2/  ")2      y  1  -t-  2/ 

schreibt,    ist    die    linke   Seite   das   Differential  von  - 
folglich  gibt  die  erste  Integration 

1/1  +  2/ ' 
und  die  zweite: 

ai)  X  =  C    ^+^^! du- 
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aucli  hier  ist  die  additive  Konstante  bei  x  als  belanglos  fort- 
gelassen. 

Das  allgemeine  Problem  führt  also  wieder  auf  elliptische 
Integrale. 

Hier  sei  nur  der  besondere  Fall  n  =  0,  d.  h.  die  Frage 
nach  der  Gestalt  einer  Rotationsfläche  von  der  mittleren  Krüm- 
mung Null,  erwähnt;  dann  lautet  die  Gleichung  (II): 

Cdy 


X 


=/> 


und  ihr  Integral  ist  endgültig: 

/      X  X 

C  {    -c    .      -  C 

y  =  YV  +' 

dem  Katenoid   kommt   also    die  erwähnte  Eigenschaft  zu  (vgl. 
216,  II). 

6)  Man  löse  die  folgenden  Differentialgleichungen: 

a)  a^y"^  =  1  +  y'^- 

(  ^        a^     --  \ 

(^Lösung:    y  =  O^e  "  +  ^^e    "  -^  C^J. 

b)  xy"-{-y'=0] 
(Lösung:    y  =  CJx  -\-  C^). 

c)  yy"  + !/"  =  1 ; 

(Lösung:    y^  =  a;^  +  C^x  -\-  (\). 

d)  (1  —  x^)y"  —  xy  =  2; 
(Lösung:   y  =  G^  aresin  x  -\-  arcsin^  x  -\-  Cg). 

7)  Die  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  der  Krümmungs- 
radius    gleich    ist    der    Länge    der    Polarnormale.      (Lösung: 

r  =  0,6"^^). 

8)  Die  Kurven  zu  bestimmen,  bei  welchen  der  Krümmungs- 
radius proportional  ist  der  Länge  der  Polarnormale.  (Lösung: 
Soll  Q  ^IvN  sein,  so  muß 

-i/     Will 

^  +  <:^2  =  ^arctgK0ir     '^     -1 
sein.) 
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9)  Man  bestimme  jenes  partikuläre  Integral  der  Differcntial- 
gleichung 

d-s  7  9A?«\^ 


dt^  ^       ^  "  \dt, 

ds 
welches  die  Anfangsbedingungen:   ^  =  0,  s  =  0,  j7  =  v  erfüllt. 

[Vertikaler  Wurf  nach  aufwärts  unter  Berücksichtigung  des 
Luftwiderstandes;  Lösung: 

s  =  -^?(cos  ght  -f  J>:v  sin  ght).] 
g  IC 

378.  Allgemeine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung.  Im  allgemeinen  führen  Probleme,  in  welchen  Krüm- 
mungseigenschaften ebener  Kurven  zum  Ausdruck  kommen, 
auf  Gleichungen  von  der  Form  f(x,  y,  y',  y")  =  0;  die  Lösung 
kann  dann  nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  auf  Quadra- 
turen zurückgeführt  werden.  Nachstehend  sind  zwei  Probleme 
dieser  Art  behandelt. 

I.  Die  oo^  Krümmungsmittelpunkte  eines  zweifach  imend- 
lichen  Kurveusystems  können  auch  so  geordnet  werden,  daß 
man  diejenigen  zusammenfaßt,  die  zu  einem  Punkte  M(x/y) 
der  Ebene  gehören;  dadurch  wird  jedem  Punkte  der  Ebene 
eine  Kurve  zugeordnet.  Wie  lautet  nun  die  Differentialgleichung 
eines  zweifach  unendlichen  Kurvensystems,  dem  ein  gegebenes 
ebenso  mächtiges  Kurvensystem  in  dem  eben  erklärten  Sinne 
zugeordnet  ist? 

Es  sei 
(A)  F{^,r^,x,y)=0 

die  Gleichung  des  gegebenen  Kurvensystems.  Zu  dem  Linien- 
element x/y/y'  des  gesuchten  Systems  gehört  ein  Krümmungs- 
element mit  dem  Krümmungsmittelpunkt 

l  =  ,_(LH(V,     n^y  +  '  +  y" 


y        '        •      ^  y 


und  dieser  muß  auf  der  dem  Punkte  xjy  zugeordneten  Kurve 
des  gegebenen  Systems  liegen;  mithin  ist 

(B)  F{=c  ~  'i+p',    y  +  '±f-,  cc,y)~0 

die  gesuchte  Differentialgleichung. 
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Fig.  222. 


Sollen   insbesondere   die   zu   einem   Punkt  xly   gehörigen 
Krümmirngskreise  ein  Kreisbüschel  bilden,  so  ist  der  Ort  ihrer 
Mittelpunkte   eine   Gerade  (Fig.  222);   es  hat 
dann  die   Gleichung  (A)  die  Form: 

(A*)  a|  +  &7J  +  c  =  0, 

wobei  a,  h,  c  gegebene  Funktionen  von  x,  y 
sind.  Die  Diiferentialgleichung  des  so  gearteten 
Kurvensystems  lautet  also: 

(l+2/'')2/'\    ,    r.L.    ,    1  +  2/'^ 

y' 

nach  y"  aufgelöst: 

(B*)  2/"=(l+2/'')W-/3), 


aix 


-)  +  Kj'  +  'v^)  +  ^-o. 


worin   a  = 


ax  -\-by  -\-  c' 
und  y  abhängen. 


ax-\-  by  -\-  c 


im   allo-em einen  von  x 


Fig.  223. 


Sind  speziell  a  =  0  und  h,  c  bloß  Funktionen  von  y,  in 
welchem  FaUe  die  Achsen  der  Kreisbüschel  parallel  sind  der 
X-Achse,  so  erhält  (B*)  die  Form  (11)  in  376  und  kann  durch 
Quadraturen  gelöst  werden. 

IL  Zu  einer  einzelnen  Kurve  gehört  ein  einfach  unend- 
liches System  von  Evolventen,  somit  zu  einem  einfach  unend- 
lichen Kurvensystem  ein  zweifach  unendliches  Evolventensystem; 
die  Differentialgleichung  des  letzteren  auf- 
zustellen, wenn  die  endliche  Gleichungf 
des  ersteren  gegeben  ist. 

^("^'^^  Sei    F{^,  ri,a)  =  0    die    Gleichung 

des  gegebenen  Systems  und 

(C)  /•(!,  rj,  ri)  =  0 

seine  Differentialgleichung;  dann  überlege 
man  wie  folgt:  Ist  xjyjy'  ein  Linienele- 
ment einer  der  Evolventen,  so  liegt  der 
Mittelpunkt  ß  des  zugehörigen  Krümmungselements  auf  einer 
Kurve  des  Systems  und  ihre  Tangente  daselbst  ist  Normale 
des  Linienelements  (Fig.  223).  Man  erhält  also  aus  (C)  die 
gesuchte    Differentialgleichung,     indem    man    |,  i]    durch    die 
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Koordinaten    des  Krümm ungsmittelpunkts   und   ij    durch ~, 

ersetzt;  sie  lautet  also: 

(C*)  /(--'^>',!/  +  ^t-'   -?)  =  «• 

Ist  beispielsweise  das  gegebene  Kurvensystem  eine  Schar 
konzentrischer  Kreise:  ^^  -^  rf  =  a^^  so  ist  seine  Evolventen- 
scbar  gekennzeichnet  durch  die  Differentialgleichung: 


\  y        j  -"       ^  y 

man  kann  dieser  die  Form 

3  , 

(1  +  y  Y  _  xy  —y 

y"         T/rq:?"^ 

geben,  in  der  sie  die  Tatsache  ausdrückt,  daß  q  die  Projektion 
des  Tangentenabschnitts  auf  der  Ordinatenachse  auf  die  Nor- 
male ist. 

§  7.  Lineare  Differentialgleichungen. 
379.  Definition  der  homogenen  und  der  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichung.  Struktur 
des  allgemeinen  Integrals  der  ersteren.  Als  lineare 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  in  1553  eine  Gleichung 
bezeichnet  worden,  welche  bezüglich  der  zu  bestimmenden 
Funktion  y  und  ihres  Differentialquotienten  ^  vom  ersten 
Grade  ist.  Eine  Gleichung,  welche  in  bezug  auf  y  und  die 
Differentialquotienten  bis  zur  n-ten  Ordnung  einschließlich  einen 
analogen  Bau  aufweist,  wird  eine  lineare  Differentialgleichung 
n-ter  Ordnung  genannt.     Ihre  allgemeine  Form  ist  hiernach 

(1)  Po^(«^  +  p^yi'^-^)^p^yi'^-^-)  J^...^p^y^p. 

dabei  bedeuten  p^,  Pi,  ■  •  ■,  p„,  p  Funktionen  von  x  allein.  Über 
die  Natur  dieser  Koeffizienten  der  Gleichung  sollen  hier  die 
einfachsten  Voraussetzungen  getroffen  werden.  Sind  es,  wie  in 
den  meisten  Fällen  der  Anwendung,  ganze  Funktionen  von  x, 
so  sind  sie  in  jedem  endlichen  Bereich  von  x  eindeutig,  endlich 
und  stetig,  und  dieses  Verhalten  soll  als  wesentlich  voraus- 
gesetzt  werden.     Schafft   man   dann,   wie   es   häufig   geschieht. 
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den  Koeffizienten  p^  durch  Division  ab,  so  daß  der  höchste 
Difierentialquotient  den  Koeffizienten  1  erhält,  so  sind  die 
Nullstellen  von  p^  aus  der  Betrachtung  auszuschließen,  weil 
bei  ihnen  die  neuen  Koeffizienten  unstetig  werden. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall  p  ^0;  die  Glei- 
chung lautet  dann 

(2)  Poy^''^  +  p,t/"-'^-\-p,t/''-''-\----i-P„y  =  o 

und  wird  als  homogene  Gleichung  bezeichnet  zum  Unterschiede 
von  der  nicJd  homogenen  Gleichung  (l);  auch  die  Bezeichnungen 
reduzierte  und  vollständige  Gleichung,  „Gleichung  ohne  zweites 
Glied"  und  „mit  zweitem  Glied"  sind  für  (2)  und  (1)  ge- 
bräuchlich. 

Wegen  der  wichtigen  Beziehungen  der  Gleichung  (2)  zur 
Gleichung  (1)  wird  erstere  die  zu  (1)  gehörige  homogene  Glei- 
chung genannt. 

Im  folgenden  wollen  wir  uns  der  abkürzenden  Schreibweise 

(ß,  =  0,  1,  .  .  .,  n) 

für  (1)  und  (2)  bedienen;  dabei  ist  y^^^=y. 

In  bezug  auf  die  homogene  Differentialgleichung  kann 
zunächst  der  folgende  Satz  bewiesen  werden:  Das  allgemeine 
Integral  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  ist  linear 
und  homogen  in  bezug  auf  die  ivillhibiichen  Konstanten. 

Ist  nämlich  ^/i  eine  Funktion  von  x,  welche  die  Gleichung 
(2)  identisch  befriedigt,  kurz  gesagt,  ein  partikuläres  Integral 
dieser  Gleichung,  so  ist  auch  c^g^^  ein  Integral  derselben,  wenn 
Cj  eine  beliebige  Konstante  bedeutet;  denn  ist 

so  ist  auch 

Sind  ferner  y^,  y^,  .  .  .,  y^  mehrere  partikuläre  Integrale 
von  (2),  so  ist  auch  das  mit  beliebigen  Konstanten  gebildete 
Aggregat  c^y^  -\-  c^y^  -\-  ■  •  ■  -\-  c^y^  ein  Integral  der  Gleichung; 
denn  aus 
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folgt,  daß  auch 

^Pui^^iVi  +  o,y,  +  ■■■  +  c,y,)('^-^'^ 

=  ^1  ^i',,?//""^'^  +  ^2  2p,jj2^"-'^  +  •  •  •  +  c.  2p,.y>c^"-"^  =  0 

ist. 

Wenn  daher  Je  =  n,  so  stellt 

(3)  y  =  Ci^i  +  ^2?/2  +  •  •  •  +  c„y„ 

das  allgemeine  Integral  vor,  vorausgesetzt  jedoch,  daß  die  n 
willkürlichen  Parameter  q,  Cg,  .  .  .,  c^  ivesenÜich  sind. 

Damit  wäre  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen;  die 
zuletzt  gemachte  Voraussetzung  aber  ei'fordert  näheres  Ein- 
gehen auf  die  Sache. 

380.  Fundamentalsystem  von  partikulären  Inte- 
gralen. Erteilt  man  der  unabhängigen  Variablen  einen 
Anfangswert  x  =  Xq  und  ordnet  ihm  heliehige  Anfangswerte  y,^,, 
?/'(Q,,  .  .  .,  ^(1)""'^  von  y  und  seinen  Ableitungen  bis  zur  w— 1  ten 
Ordnung  zu,  so  ist  durch  (2)  der  zugehörige  Wert  y^^^^'^  der 
n-ten  Ableitung  eindeutig  bestimmt.  Erfährt  nun  Xq  einen 
sehr  kleinen  Zuwachs  dxQ,  so  ändern  sich  ?/(q,,  yj^j,  .  .  .,  ^d,""^^ 
bei  Außerachtlassung  von  Größen  höherer  Kleinheitsordnung 
als  dxQ  der  Reihe  nach  um 

^2/(0)  =  y'm ^^0,     dy'm  =  y'm ^^o;  •  •  V  (fylS, " '^  =  2/([)f  ^^0 
und   gehen   in  die  neuen,   zu  x^  +  dx^  =  x^   gehörigen  Werte 

/^^        I  ^(1)  =  ym  +  <^ym 

I  y\v  =  ^/io,  +  dym,  ■■-,  y/;r '^  =  y^^r'^  +  ^^([«r'' 

über.  Zu  diesen  ergibt  sich  aus  (2)  abermals  ein  und  nur 
ein  bestimmter  Wert  y^-^^  für  y("\  und  für  einen  weiteren  Zu- 
wachs dx^  der  unabhängigen  Variablen  berechnen  sich  die 
Änderungen  der  Werte  (4),  nämlich 

^2/(1)  =  y[vdXi,     dy[^,  =  y';,,dx^,  .  .  .,  ^«///^-'^  =  «/^f^^i, 
und  hiermit  die  zu  x^  +  dx^  =  x.^  gehörigen  Werte 

2/(2)  =  !/(l)  +  ^!/(l) 

y(2,  =  ^'(1)  +  ^y[v,  •  ■  -.  2/4r '^  =  2/Ar '^  +  ^^//r '^ 

usf. 
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Hiernach  läßt  sich,  indem  man  von  den  Anfangswerten 


X  =  X, 


'0>       ^(0)>       2/(0) >    •  •  •'  ^(0) 


ausgeht,  eine  in  beliebig  engen  Intervallen  von  x  fortschrei- 
tende Folge  zusammengehöriger  Werte  von  x,  y: 

d.  h.  ein  Integral  der  Gleichung  (2)  konstruieren. 

Dieses  Integral  muß  nun  in  dem  allgemeinen  Integrale 
(3)  mit  enthalten  sein,  mithin  müssen  sich  die  Konstanten 
c^,  Cg,  .  .  .,  c^  so  bestimmen  lassen,  daß  zu  x  =  Xq  die  Werte 
2/(0)7  2/(0)> -'v  ?/(o)~^^  gehören;  die  zu  dieser  Bestimmung  führen- 
den Gleichungen 

2/(0)  =  <^iO/i)o  +  <^2  (2/2)0  -\ +  c«(2/Jo 

2/(0)  =  Ci(2/i)o  +  ^2(2/2)0  + y-  (^niy'nX 


2//or  ^^=  Ci(2//"-'0o  +  ^2(2/i"-'0o  +  •  •  •  c„f!/i«-^))o 
ergeben  aber  nur  dann  wirklich  eine  bestimmte  Lösung,  wenn 
die  Determinante  der  Koeffizienten  der  Unbekannten  q,  c^,...  c„: 

(2/1)0         (2/2)0     •••     (2/J0 

(2/1)0     (2/2)0   •  •  •    (yn)o 

(2//''-^))o(2/i''-^Oo--'-(2/i"-'^Oo 
nicht  Null  ist. 

Diese  Determinante  ist  derjenige  Wert,  welchen  die  Deter- 
minante 


(5) 


D 


(0) 


(6) 


D 


th  2/1 
2/2  2/2 


2/i 


('i-D 


2/ 


(n-l) 


2/«  2/» 


2/» 


(«-1) 


für  X  =  Xq  annimmt 

Die  Determinante  D  soll  im  weiteren  die  „Determinante 
der  partikulären  Integrale  y^,  y^,  .  .  .,  y"  genannt  werden. 

Die  Bedingung  D^g^  =[=  0  muß  also  erfüllt  sein,  soll  (3) 
wirklich  das  allgemeine  Integral  darstellen;  da  aber  der  Aus- 
gangswert im  allgemeinen  —  d.  h.  von  gewissen  vereinzelten 
Stellen  abgesehen,  an  welchen  die  Koeffizienten  der  Differential- 
gleichung ein  besonderes  Verhalten  zeigen  —  beliebig  gewählt 
werden  darf,  so  kann  die  erwähnte  Bedingung  auch  dahin  aus- 
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gesproclien  werden,  daß  die  Determinante  D  nickt  identisch 
NuU  sein  darf. 

Hiernach   gilt   der  Satz:    Bas   aus   den  partikulären  Inte- 
gralen i/i,  ^27  ■  •  -7  Vn  zusammengesetzte  Integral 
CO  y  =  c,y,  +  c,,y,^  +  ■  ■  ■ -\-cjj^ 

ist  nur  dann  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (2),  ivenn 
die  Determinante  D  jener  Integrale  nicht  identisch  verschwindet 

Ein  solches  System  von  partikulären  Integralen  nennt  man 
ein  Fundamenialsystem  und  y^^,  y^,  .  .  .,  y^  seine  Elemente.*) 

Ist   ein  Fundamentalsystem  Vi,  y^,  •  •  -,  Vn  gegeben,   so   ist 
damit  die  zugehörige  homogene  Differentialgleichung  bestimmt. 

Schreibt  man  sie  nämlich  in  der  Form 

(8)  'i/"^+p,i/"-'^  +  -'-Pny-^, 

so  bestehen  für  alle  Werte  von  x  die  Gleichungen: 

(9)  2/2^"'  +  i^i^a^"-  '^  +  •  •  •  +  PnV^  =  0 

und  durch  diese  sind,  weil  ihre  Determinante  jD  +  O,  die  Koef- 
fizienten i\,  p.2,  .  .  .,  2\  bestimmt.  Man  kann  übrigens  das 
Resultat  der  Elimination  von  p^,  p^,  •  •  •,  P„  aus  (8)  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (9)  auch  durch 

j  yW    y(»-i)  ...  y 

(n) 


(10) 


y^in)    y^in-1) 


{■")    ji  («-  1) 


y/"  yn 


yi 

2/2 


yn 


=  0 


darstellen.     Dies  also  ist  jene  DifiFerentialgleichuug,  für  welche 
^i;  2/2?  •  •  •>  ^n  ®^^  Fundamentalsystem  von  Partikularintegralen  ist. 


*)  Man  kann  die  Eigenschaft  eines  Fundamentalsystems  auch  dahin 
aussprechen,  daß  seine  Elemente  t/i ,  y^ ,  ■  •  ■ ,  2/«  voneinander  linear  unab- 
hängig sein  müssen,  d.  h.  daß  zwischen  ihnen  keine  für  alle  Werte  von 
X  geltende  homogene  lineare  Beziehung  mit  konstanten  Koeffizienten  be- 
stehen dürfe.  —  Den  eben  ausgesprochenen  Satz  über  die  Zusammen- 
setzung des  allgemeinen  Integrals  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung hat  zuerst  J.  Lagrange  (1765)  nachgewiesen.  Die  Einführung 
des  Terminus  „Fundamentalsystem"  wird  L.  Fuchs  (1866)  zugeschrieben. 
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Wäre  beispielsweise  die  Frage  uacli  jener  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gerichtet,  für 
welche  y^  =  sin  ax,  y^  =  cos  ax  ein  Fundamentalsystem  bil- 
den*), so  gibt 

y"  y  y    \ 


—  a^  sm  ax, 

—  a^cos  ax. 


a  cos  ax,    sm  ax 
a  sin  ax,   cos  ax 


0 


Antwort    auf    die    Frage;    in    entwickelter    Form    heißt    diese 
Gleichung 

y"+ahj  =  0. 

Aus   dem   Systeme   (9)    ergibt   sich  insbesondere  für  den 
ersten  Koeffizienten  der  Ausdruck: 


Pi  = 


sein  Nenner  ist  die  Determinante  D,  der  Zähler  aber  geht  aus 
D   durch   Differentiation   in   bezuo;  auf  x  hervor;  demnach   ist 


yx  y[--'y^"-'^  yl"^ 

2/i  y'i---  yl"-'^  yi"-'^ 
y,  yf-  yk"-^^  y^-"-^ 

yn  y'n---yii'-''^  y>^^ 

yny'n---  y,^-'^  yJi"-'^ 

2\  dx  =  — 


und  daraus  folgt 
(11) 


dB 


D  =  Ce-J"^''". 


Nach  dem  oben  gefundenen  charakteristischen  Merkmal  eines 
Fundamentalsystems  verschwindet  D  für  den  speziellen  Wert 
ic  =  ^Cq  nicht,  daher  ist  auch  (7  4=0;  dann  aber  kann  D  nicht 
verscbwinden,  ohne  daß  p^  unendlich  wird.  Schließt  man  also 
das  Unendlich  werden  von  p^  aus,  so  ist  die  Determinante  eines 
Fundamentalsystems  nicht  allein  an  der  Ausgangsstelle,  sondern 
im  ganzen  Gebiete  der  Variablen  x  von  Null  verschieden. 


*)  Daß    diese  Funktionen    geeignet    sind,    ein  Fundauientalsystem 
darzustellen,  geht  daraus  hervor,  daß  ihre  Determinante 


2/i    2/i 


sin  ax 


a  cos  ax 


cos  ax    —  a  sin  ax 


also  von  Null  verschieden  ist. 
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381.    Struktur  des  allgemeinen  Integrals  einer 
nicht  homogenen  Gleichung.     Es  sei 

(1)  2^^,u'/''~'"^=P 


(2)  yPuy^"~'^=o 


eine  nicht  homogene, 

die  zu  ihr  gehörige  homogene  Gleichung;  Y  ein  partikuläres 
Integral  der  ersten,  t]  das  allgemeine  Integral  der  zweiten 
Gleichung.     Dann  ist  also 


"V^    ^(n-«)=  0- 


und 

daraus  aber  ergibt  sich  durch  Addition 

Hiernach  ist,  da  rj  die  entsprechende  Anzahl  willkürlicher 
Konstanten  enthält, 

(3)  y=Y+r] 

das  allgemeine  Litegral  der  vollständigen  Gleichung  (1). 

Es  setzt  sich  also  das  allgemeine  Integral  einer  nicJit  homo- 
genen Gleichung  aus  einem  partikulären  Integrale  dieser  Gleichung 
und  dem  allgemeinen  Integrale  der  zugehörigen  homogenen  Glei- 
chung additiv  zusammen. 

Man  bezeichnet  Y  als  das  Hauptintegral ,  ^  als  die  Jcom- 
plementäre  Funktion  der  Gleichung  (1). 

382.  Erniedrigung  der  Ordnung  einer  homogenen 
Gleichung.  Die  Kenntnis  eines  partikulären  Integrals  einer 
homogenen  Differentialgleichung  ermöglicht  es,  die  Ordnung  der 
Gleichung  um  eine  Einheit  zu  erniedrigen,  ohne  ihren  linearen 
Charakter  aufzuheben.  In  dieser  Tatsache  spricht  sich  eine 
der  zahlreichen  Analoo-ien  aus,  welche  zwischen  den  homogenen 
linearen  Differentialgleichungen  einerseits  und  den  algebraischen 
Gleichungen  andererseits  bestehen. 

Es  sei  nämlich  y^  ein  Integral  der  Gleichung 

(1)  ^^^y(.-.)  =  0; 
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ihr  allgemeines  Intecrral  kann  dann  immer  in  der  Form 

(2)  y  =  y^j^zdx 

angenommen  werden,  wenn  unter  z  eine  erst  zu  bestimmende 
Funktion  von  x  verstanden  wird.  Zum  Zwecke  ihrer  Ermitt- 
lung ist  nur  nötig  auszudrücken,  daß  (1)  durch  (2)  befriedigt 
werden  müsse.    Nun  hat  man  nach  (2)  und  als  Folge  davon: 

y  ^Vif^dx 

y'  =  yiJ^dx-\-y^z 

y"  =  yi'fzdx  +  2y^z  +  ?// 


yin)  =  y^in)ßdx  +  (^^ "  "  %  +  Q^/i^"  -  ^^Z  +  •  "  •  +  y,^^"''^] 

multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  jj„, 
Pn-i}  Pn-2^  ■  •  •}  Po  ^^^  bildet  ihre  Summe,  so  verschwindet  in 
dieser  nicht  allein  die  linke  Seite,  weil  (1)  erfüllt  werden  muß, 

sondern  auch  das  erste  mit  j  zdx  behaftete  Glied  der  rechten 
Seite,  weil  y^  ein  Integral  von  (1)  ist;  die  Koeffizienten  von  z, 
z ,  .  .  .,  ^("-^^  werden  bekannte  Funktionen  von  x,  die  der  Reihe 
nach  mit  g'„_i,  g'„_2)  •  •  •?  9'o  bezeichnet  werden  mögen.  Mithin 
hängt  die  Bestimmung  des  s  ab  von  der  Gleichung 

(3)  q,z^-')  +  g,^(«-2)  _^  .  .  .  ^  q^_^,  =  0; 

dies  ist  aber  wieder  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung, 
jedoch  von  einer  um  1  niedrigeren  Ordnung,  deren  allgemeines 
Integral  die  Form  z  =  c^jj^  -\-  €^y^  -\-  •  -  •  -\-  c^y,^  haben  wird. 
Setzt  man  dasselbe,  nachdem  es  gefunden  worden,  in  (2)  ein, 
so  ergibt  sich  das  allgemeine  Integral  von  (1)  wieder  in  der 
bekannten  Form 

y  =  c^yi  +  c^y^fy^dx  -\- c^y^j y^dx -\ +  c„yj 7jjx. 

Für  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ergibt  sich 
daraus  die  Tatsache,  daß  die  Kenntnis  eines  partikulären  In- 
tegrals ausreicht,  um  das  nötige  zweite  durch  Quadraturen 
herzustellen. 
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Wendet  mau  nämlich  die  Substitution  (2)  auf  die  Gleichung 
(4)  y"  +  PiV' +  IhV  =  ^ 

an,  so   lautet   die   zur  Bestimmung  von  s  führende  Gleichung 

Vi^'  +  {piVx  +  2?//)^  =  0; 
daraus  erhält  man  nach  Multiplikation  mit  dx  und  Trennung 
der  Variablen 

^+p.dx  +  2^y'  =0; 

das  Integral  hiervon  ist 

Iz  -\-  j p^dx  -\-  ly^^  =  lc.2, 
woraus 

^-fpi  dx 

Setzt  man  dies  in  (2)  ein,  so  entsteht  das  allgemeine  Integral 


dx. 


(5)  y  =  c,y^  +  c.ijij '-^ 

Durch  Vergleichung  mit  dem  allgemeinen  Ausdrucke  qi/^  +  ^3^2 
ergibt  sich  hieraus  für  das  y^  zu  einem  Fundamentalsystem 
ergänzende  zweite  Integral  der  Ausdruck 


(6)  2/2  =  yij 


\-fpiäx 

dx. 


2/1 
Zur  Erläuterung  möge   dieser  Vorgang  an  der  Gleichung 

(7)  xy"-{3-{-x)y'  +  3y^0 

ausgeführt  werden.  Da  die  Koeffizientensumme  =  0  ist,  so 
wird  die  Gleichung  offenbar  durch  y^  =  e^  befriedigt.  Auf  Grund 
dieser  Kenntnis  gibt  die  Formel  (6) 

/»  -  2j:+  I dx 

y^  =  e'  l  e  ^^ 

=  e''fx^e-^dx  =  —  {x^+  3a;2+  6^  +  6); 

demnach  ist  das  allgemeine  Integral  von  (7) 

y  =  c^e  -h  c^ix^  +  3.r-  +  6a;  +  6). 

383.    Homogene  Gleichung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten.   Unter  den  homogenen  linearen  DifiFerentialgleichungen 

Cz üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  30 
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verdienen  diejenigen  mit  konstanten  Koeffizienten  besondere  Be- 
achtung; ihre  Lösung  führt  auf  ein  algebraisches  Problem,  auf 
die   Bestimmung    der  Wurzeln    einer    algebraischen   Gleichung. 
Die  Gleichung 

(1)  ^?/'')  +  «1  ?/("-^)  4-  a.!/"-^^  + \-a„y=^0, 

worin  a^,  «g»  •  ■  •>  <^n  gegebene  (reelle)  Zahlen  sind,  wird  näm- 
lich durch  jede  Funktion  befriedigt,  welche   die  Eigenschaft 

(2)  y  =  rij 

besitzt,  sobald  die  Konstante  r  so  bestimmt  wird,  daß 

(3)  r"  -\-  a^r''-^  +  a^r"'"-  -\ h  «„  =  0 

ist.    Es  ist  nämlich  eine  Folge  von  (2),  daß 

(4)  y"  =  r^y^   y'"  =  y^  y  ^  .  .  . ,    iß)  =  r"y- 

die  Einsetzung  von  (2)  und  (4)  in  (1)  gibt  aber 

y[r-  i-  a^r"-'  -{-  a^r"-'  +  .  .  .  +  aj  =  0, 

und  dies  erfordert,  wenn  man  von  der  trivialen  Lösung  y  =  0 

absieht,  daß  (3)  bestehe. 

Nun    ergibt    sich   aus   (2)   durch  Trennung   der  Variablen- 

und  Integration 

^  =  6'-*; 

hiernach  ist  die  Exponentialfunktion 

ein  Integral  der  Gleichung  (1),  wenn  r  eine  Wurzel  der  cha- 
rakteristisclien  Gleichung  (3)  ist.  Sind  also  i\,  r^,  .  .  .,  r^  n  ver- 
schiedene Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  hat  man  in 

(5)  y  =  c^e''!^  -f-  c^e''-.''  +  •  •  •  +  c^e'"»'" 

schon  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1),  weil,  wie  leicht 
zu  zeigen*),  das  zugehörige  Z)  =|=  0  ist**). 


*)  Es  ist  nämlich 

1 


J)  ^  g('-i  +  '-j+  ■  ■■  +  >-n)x 


i\         r,      ...     r 


n(n-l) 


(i  =  1 ,  2,  .  ,  . ,  w  —  1;  ^•  =  j  -f  1 ,  t  -f  2,  .  .  . ,  m) 
daher  J)  =(=  0,  wenn  alle  Wurzeln  r  verschieden  sind. 

**)  Diese  Lösung  des  Problems  hat  zuerst  L.  Euler  (1743)  angegeben. 
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So  gehört  zu  der  Differentialgleicliung 
f  —  a^y  =  0 
die  charakteristische  GleichuDg 

,-2  -  a^  =  0, 
deren  Wurzeln  -{-  a,  —  a  sind;  daher  ist 

ihr  allgemeines  Integral. 

384.  Komplexe  und  mehrfache  Wurzeln  der  cha- 
rakteristischen Gleichung.  Eine  besondere  Besprechung 
erfordern  die  liomplexen  und  die  mehrfachen  Wurzeln  der  cha- 
rakteristischen Gleichung. 

Unter  der  Voraussetzung,  an  der  hier  festgehalten  wird, 
daß  die  Koeffizienten  reelle  Zahlen  sind,  treten  in  der  charak- 
teristischen Gleichung  komplexe  Wurzeln,  wenn  solche  vor- 
handen, in  konjugierten  Paaren  auf.  Ein  Paar  konjugiert  kom- 
plexer Wurzeln,  wie  a -\- ßi  und  a  —  ßi,  liefert  zu  dem  all- 
gemeinen Integrale  den  Bestandteil 

wofür  nach  105  geschrieben  werden  kann: 

e"^[Cj  (cos  ßx  -\-  i  sin  ßx)  +  c^{cos  ßx  —  i  sin  /3a;)]; 

bezeichnet  man  die  willkürlichen  Konstanten  c^  +  ^2?  K^i  —  ^2) 
mit  Oj,  C*),  so  verwandelt  sich  dies  in 
(6)  e«^[Ci  cos /3a;  +  C2  sin/Ja;]. 

Hiernach  führt  ein  Paar  konjugiert  komplexer  Wurzeln  zu 
einem  aus  einer  Exponentialfunktion  und  trigonometrischen 
Funktionen  zusammengesetzten  Beitrage  zum  allgemeinen  In- 
tegrale, welcher  in  dem  Falle  «  =  0,  d.  i.  für  rein  imaginäre 
Wurzeln,  rein  trigonometrisch  wird. 

Hat  die  charakteristische  Gleichung  mehrfache  Wurzeln, 
so  scheint  es  zunächst,  als  ob  man  nicht  die  zur  Bildung  des 
allgemeinen  Integrals  nötige  Anzahl  partikulärer  Integrale  er- 
halten könnte;  die  folgende  Betrachtung  wird  jedoch  zeigen,  daß 
eine  A-fache  Wurzel  r,  tjenau  auf  l  verschiedene  Intecnrale  führt. 


*)  Diese  sind    reell,    wenn    man    für    Cj ,   c^    konjugiert    komplexe 
Zahlen  annimmt. 

30* 
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Mit  Benutzung  der  Substitution 
y  =  e^^ j  zdx, 
welclie  zu  den  Ableitungen 

y  =  r^e''^''  j  zdx  -f  z^^'-' 

y"  =  r^Vi^  Af(?;r  +  2ri0e'"i^  -f  z'e''^' 

y"'  =  r^^e^'^Czdx  +  Sr^^^e'-i^  +  Sr^/e^i^  +  /'e'"i^ 

Anlaß  gibt,  verwandelt   sich  nämlich  die  Gleichung  (1)  in  die 
folgende: 

e'"!^  {(r/  +  a^ri«-^  +  «2^1""^  H Hr^fzdx 

+  [wr,»-^  +  (w  -  l)air,"-2  +  •  •  •  +  «„_  J5 

+  ^[n(n-l)/-,"-2  +  (n-l)(n-2)a,r,"-^+...  +  2a„_2]/  + 

...+^(«-i)j  =0, 

wofür,   wenn   man   das   Polynom   der   charakteristischen    Glei- 
chung (3)  mit  dir)  bezeichnet,  kürzer  geschrieben  werden  kann: 


<n)/ 


Gj'fr,)  cy"  ir.)    ,    . 

zdx-\--f^0i-^-^-^^-/  + 


Da  aber  r^  eine  A-fache  Wurzel  von  (3)  ist,  so  bringt  es  auch 
die  Ableitungen  von  co  {r)  bis  zur  Ordnung  A  —  1  einschließlich 
auf  Null,  d.  h.  es  ist 

während  03^-^'>{}\)  =t=  0;  infolgedessen  vereinfacht  sich  die  obige 
Gleichung  zu: 

^'M  .ß-D^^'ühl  ,w  + . . .  + ,(«-!)  =  0. 
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Von  dieser  gleichfalls  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung mit  konstanten  Koeffizienten  läßt  sich  aber  ein  Inte- 
gral durch  bloße  Überlegung  feststellen;  es  genügt  ihr  nämlich 
jede  Funktion,  deren  Ableitungen  von  der  A  —  1-ten  Ordnung 
aufwärts  identisch  verschwinden;  die  allgemeinste  Funktion 
dieser  Art  ist  aber  ein  Polynom  vom  Grade  1—2  mit  will- 
kürlichen Koeffizienten;  man  hat  also  in 

2  =  Cq  -p  C^  X  -p  •  ■  •  -p  C^  _aX 

eine  Lösung  jener  Gleichung;    aus   ihr  ergibt  sich,    mit  abge- 
änderter Bezeichnung  der  Konstanten, 

ßdx  =  Co  +  ^1^  +  ^2^^  -\ h  C^-i^^~^- 

Mithin   lautet   der   aus   der  A- fachen  Wurzel  r^   entspringende 
Teil  des  allgemeinen  Integrals: 

(7)         e'-i^^fZa;  =  e'-i^[(7o  -f  C^x  -f  C^x'- +  •••  +  C}__^x^-^\, 

er  besteht,  wie  es  der  Multiplizität  der  Wurzel  entspricht,  aus 
A  linear  unabhängigen  Integralen,  nämlich: 

Ist  die  A-fache  Wurzel  r^  komplex,  =  a  -\-  ßi,  so  tritt  mit 
ihr  zugleich  die  konjugierte  Zahl  a  —  ßi  als  A- fache  Wurzel 
auf,  und  aus  beiden  entspringt  der  folgende  Beitrag  zum  all- 
gemeinen Integral: 

e«^(cos/3a:-f  i^mßx)[CQ  +  C^x  +  C^x'- -\ \-C)__^x^-^] 

+  e"^(cos  ßx  -  i  sin  ßx)  [C^  +  C^x  4-  Cg  V  ^ h  C^  _  ^  a;'-  - 1], 

der  sich  nach  Einführung  neuer  Bezeichnungen  für  die  Kon- 
stanten, und  zwar: 

A  =  ^0  +  Cqi        A  =  ^1  +  C'/,  •  •  •,        A_i  =  C^_i  +  C;^_i 

wie  folgt  schreibt: 

■e«^[(^o  -j-  A^x  -f h  Ä^_^x^-'^)  cos  ßx 


i    +  (^0  +  ^1^  +  •  •  •  +  -ß;._i^^~')  sin/3x]. 

Hiermit   sind  alle  Fälle   erledigt,   die    man  bezüglich   der 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  zu  unterscheiden  hat. 
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385,    Beispiele.  1)  Zu  der  Diiferentialgleichung 
4^'"  -  6/  +  4^-^  =  0 
gehört  die  eharakteristisclie  Gleichung 

4^.3  _  Qr^  ^  Ar  -  1  =  0-, 

ihre  Wurzeln  ergeben  sich  leicht,  wenn  man  die  beiden  mittleren 
Glieder  auflöst  in  —  ^r^  —  4r^  -\-  2r  -\-  2r]  die  linke  Seite  zer- 
fällt nämlich  dann  in  die  Faktoren  (2r  —  l}(2r^  —  2r  +  1); 
mithin  sind 

-      l  +  ± 

2  '     2    —    2 

die  fraglichen  Wurzeln  und  daher 

X 

y  =  e^\ci  +  C2  cos  y  +  C3  sin |-] 

das  allgemeine  Intea;ral. 

2)  Der  Differentialgleichung 

/^-42/"'  +  3/  +  4/-42/  =  0 
entspricht  die  charakteristische  Gleichung 

r^  -  4r3  +  3r2  +  4r  -  4  =  0, 

deren  linke  Seite  sich  in  die  Form  (r^— l)(r  — 2)^  bringen 
läßt;  daraus  resultieren  die  Wurzeln 

1,-1,2,2. 
Demnach  ist 

das  allgemeine  Integral. 

3)  Die  Differentialgleichung 

ify  +  2y"  +  ^  =  0 

führt  zu  der  charakteristischen  Gleichung 

r*  +  2r2  +  1  =  0, 

welche  die  doppelt  zählenden  Wurzeln  +  i  hat;  infolgedessen  ist 
das  allgemeine  Integral 

1/  =  (Cj  +  Cc^x)  cos a;  +  (Cg  +  c^x)  sin rr. 

4)  Jede  lineare  homogene  Gleichung  von  der  Form 
(9)  .  Af^x^i/"^  +  Ä.x'^-^y^"-^^  H h  ^„?/  =  0 

kann  in  eine  homogene  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten 
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umgewandelt  werden,  und  zwar  geschieht  dies  durch  die  Trans- 
formation 
(10)  x  =  e\      y/  =  7j. 

Vermöge  dieser  Transformation  wird  nämlich  (42,  (2)) 

y'  =  e-^rf 

y"  ^e-^^ipf-r}') 

wobei  7]\  rj",  rj'", .  .  .  die  DifiFerentialquotienten  von  rj  bezüglich 
der  neuen  unabhängigen  Variablen  |  bedeuten  Nach  Ein- 
führung dieser  Ausdrücke  nimmt  (9)  schließlich  die  Form 

an;  in  dem  allgemeinen  Integrale  hat  man  dann  |  durch  Ix 
und  ij  durch  y  zu  ersetzen. 

Als  erstes  Beispiel  hierzu  diene  die  Gleichung 
2^2^"+ 3a;/ -3^  =  0; 
sie  verwandelt  sich  in 

2t]"  -\~  y]  —  3r^  =  0, 

und  die  zugehörige  charakteristische  Gleichung  2r^4-r  — 3  =  0 

3 
besitzt  die  Wurzeln   1  und — ;  demnach  ist 

-3  fc 

das  allgemeine  Integral,  das  in  den  ursprünglichen  Variablen 
lautet : 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichung 
x^y"  —  6y  =  0; 
für  ihre  Transformierte 

?/"  —  3rj"  -\-  2rf  —  6  >;  =  0 
ergibt  sich  mittels  der  Wurzeln  von  r^—  3r^  +  2r  —  6  =  0  das 
Integral 

7y  ==  Cj  e^^  -\-  c^  cos  1 1/2  -f  Cg  sin  ^  ]/2; 
folglich  ist 

y  =  r-j x^ -{■  Cg  cos  Y2lx  -\-  c^  sin  1/21  x 
das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung. 
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5)  Man  integriere  folgende  Gleichungen: 

a)  y"  +  4^  =  0; 

(Lösung:  y  =  C^  cos  2x  -\-  G^  sin  2x^ 

b)  y"+2y'+by  =  0- 

(Lösung:  y  =  e~''{C^  cos  2a;  +  C^  sin  2x)^ 

c)  y'"_8/'+16/=0; 
(Lösung:  i/  =  C^  +  (Cj  +  G.iX)e'^'') 

d)  y"'+y"—y'  —  y  =  ^--> 

(Lösung:  y  =  Cie^+  (C2  +  C^x)e-'') 

386.  Integration  einer  niclit  homogenen  Gleichung. 
Methode  der  Variation  der  Konstanten.  Die  Integration 
einer  rächt  liomogenen  linearen  Differentialgleichung  ist  auf  Qua- 
draturen zurückführbar,  sobald  man  das  allgemeine  Integral 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ein  Fundamentalsystem 
von  partikulären  Integralen  der  zugehörigen  homogenen  Glei- 
chung kennt.  Diese  wichtige  Tatsache  läßt  sich  mit  Hilfe  eines 
Verfahrens  erweisen,  welches  Lagrange*)  angegeben  und  als 
3Iethode  der  Variation  der  Konstanten  bezeichnet  hat;  der  Grund 
für  diese  Bezeichnung  wird  sich  sofort  ergeben. 

Es  sei 

(1)  y{n)j^jy^y{n-X)^..,J^^j^^y^p 

n 

oder  "kviTZ ^  p  y^^~^'^  =  p   (mit  der  Festsetzung,   daß  Pq=V) 

0 
die  zur  Integration  vorgelegte  nicht  homogene  Gleichung,  und 

von  der  zugehörigen  homogenen  Gleichung 

(2)  yin)j^p^y{n-l)j^...j^p^y^(^ 

oder  ^^  «!/(""'")  =  0  sei  ein  Fundamentalsystem  partikulärer 
Integrale  y^,  y^,  •  •  ■  iV^  bekannt,  mit  dessen  Hilfe  daher  deren 
allgemeines  Integral 

zusammengesetzt  werden  kann. 

Das  allgemeine  Integral  y  von  (1)  kann  man  durch  die 
rechte   Seite  von  (3)  auch   dargestellt   denken,   wenn  man  an 


*)  Nouveaux  Memoires  de  l'Academie  de  Berlin,  1775. 
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die  Stelle  der  Konstanten  q,  Cg,  .  .  .,  c,^  entsprechend  bestimmte 
Funktionen  tf^,  Wg»  •  •  •?  ^n  "^^^  ^  bringt,  so  daß 

n 

(4)  !/  =  Wi  ?/i  +  t*22/2  +  •  •  •  +  «„?/„  =  ^  %y.- 

1 

Ja,  eine  solche  Darstellung  wäre  noch  auf  unzählig  viele  Arten 
ausführbar,  wenn  man  die  Funktionen  u^,  u^,  .  .  .,u,^  nicht  einer 
entsprechenden  Anzahl  von  Bedingungen  unterwürfe;  solcher 
Bedingungen  dürfen  n  —  1  frei  gewählt  werden,  vermöge  deren 
n  —  1  der  u^  durch  das  letzte  sich  darstellen  lassen,  so  daß  es 
nur  noch  auf  die  Bestimmung  dieses  einen  u  ankommt.  Von 
der  Wahl  dieser  Bedingungen  hängt  die  Durchführbarkeit  des 
angedeuteten  Gedankens  wesentlich  ab. 

Um  auszudrücken,  daß  (4)  der  Gleichung  (1)  genügt,  braucht 
man  die  Ableitungen  von  y.    Nun  ergibt  sich 

wenn  man  die  u^  so  wählt,  daß 

(5*)  _      _  2<yr-o. 

Es  wird  weiter 

wenn  man  den  m,,  die  weitere  Bedingung  auferlegt,  daß 

(6*)  2<2/;=o 

sei.  So  fortfahrend  kommt  man  nach  n  —  1  Differentiationen  zu 

tvenn  auch  noch  die  Bedingung 

(7*)  2<2/,/"-^)=0 

erfüllt  ist.  Hiermit  ist  aber  die  zulässige  Anzahl  von  Bedin- 
gungen erschöpft,  und  es  ergibt  sich  aus  (7): 

(8)  i/(»)  =  2^.^/"^  +  ^w;^/«-^). 

Trägt  man  die  Werte  für  y,  y',  y",  .  .  .,  y^"~^\  y^"^  aus  (4), 
(5),  (6),  .  .  .,  (7),  (8)  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  entsteht 

M,,?/.'"^  +2<y,^'^  -  ^)  +  p.^u^y,^"  -  ^)  +  Ih'^iKVj^"  -  2)  +  . . . 

+  Pn^'^vVv^  P  ('^  =  1,  2;  •  •  •;  >*) 


2 
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oder  in  anderer  Zusammenfassung  der  Glieder: 

+  ^'n^P^  Vn^"-'^  +^  W.,>,(«-  1)  =  p  (^u  =  0,  .  .  .  W); 

da  aber  y^,  y<i,  •  ■  ■ ,  y^  Integrale  von  (2)  bedeuten,  so  entfallen 
links  alle  Glieder  bis  auf  das  letzte,  so  daß 


^< 


(«-1)  = 


P 


(8*) 
verbleibt. 

Durch  die  n  Gleichungen  (5*),  (6*), 
ausgeschrieben  lauten: 

m/^1  +  u^y^        H V 


(9) 


,(7*),  (8*),  welche 


U:y^in-2)  ^  u^'y^in-2)  +   .  .  .   +  ,i;i/^(«-2)  =  0 
U^y^i-^)  +  M2>2^"-^)  +  •  •  •  +  i*;?/n^"~'^  -P 

sind  die  Ableitungen  der  Funktionen  u^,  n^,  .  .  . ,  u^  eindeutig 
bestimmt;  denn  das  System  (9)  ist  in  bezug  auf  diese  Ab- 
leitungen linear  und  seine  Determinante 

Vi      2/2'      •  •  •  y,l 


(10) 


D  = 


y^^a-l)     y^^(n-X) 


■  yn 


(«-1) 


ist  von  Null  verschieden,  weil  y^,  y2,  •  ■  • ,  y„  ein  Fundamental- 
system von  (2)  bilden  (380).  Bezeichnet  man  die  den  Elementen 
der  letzten  Zeile  von  (10)  adjungierten  Unterdeterminanten  mit 

A;  A.  •••,  A.. 

so  ist  die  Auflösung  von  (9)  durch 


M,  = 


pB, 


«9 


D 


u.,  = 


PDr, 


gegeben,  und  hieraus  geht  durch  Integration 


(11) 

hervor, 


(12) 
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Schließlich   hat   man   diese  Werte   in  (4)  einzusetzen,    um 
das  allgemeine  Integral  von  (1)  zu  erhalten;  dieses  lautet  also: 

+  ^1 J  ~^'  ^^  +  ^2  J  -j)'  dx -{-■■■  +  y^j  ^'^  dx 
=  ^  Cr 2/v  +  ^  Vv]  ^  dx 

Der  erste  Teil,  d.  i.  ^^  c^,Vy)  ist  ^^er  laut  (3)  das  Integral  r] 
der  homogenen  Gleichung  (2);  mithin  stellt  der  zweite  Teil,  d.  i. 

dasjenige  partikuläre  Integral  Y  dar  (381),  welches  dem  Wert- 
systeme Cj  =  0,  C2  =  0,  .  .  . ,  c„=  0  der  Konstanten  entspricht. 
Um  die  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizien- 
ten vollständig  zu  erledigen,  wollen  wir  für  eine  solche  nicht 
homogene  Gleichung: 

(13)  yW+  «,^(»-1)  +  a,iß-'^  +  .  .  .  +  a„i/  =  2), 

in  der  p  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x  vorstellt,  die 
Formel  (12)  herstellen,  jedoch  unter  der  Einschränkung,  daß 
die  zur  reduzierten  Gleichung 

gehörige  charakteristische  Gleichung  to(r)  =  0  keine  mehrfachen 
Wurzeln  besitze.  Sind  t\,  r^,  .  .  . ,  r^  diese  Wurzeln,  so  ist  laut 
383,  Fußnote: 

n(n-\)  _^ 

D  =  {—1)    ^     e('-i  +  '-.  +  --  +  '-n)^J  J(r.— r^) 

i,  k 

*=  1,  2,  .  .  .  w-  1;  1  =  1+1,  «  +  2,  .  ..  w; 
da  die  Unterdeterminante  D^   denselben  Bau  zeigt   wie  B,  so 
ist  weiter: 

(>i-l)(«-2)  .^ 

2),=  (-l)'»-i(- 1)       2        e('-.+  '-3+--  +  '-«)^J  J(r.-r;t) 

i,  k 

t  =  2,  3,  .  ..  w—  1;  ^-  =  i  +  1,  i  +  2,  .  .  .  w; 
folglich 

^^ e^Ii^ 

^  (^1  —  ^2)  (»-1  —  ^s)  •  •  •  (»"l  —  'n)  ' 
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beachtet  man  aber,  daß 

ßj(r)  =  (r  -  r^)  (r  -  r^)  .  .  .  (r  -  rj, 

so  kann  der  Nenner  der  rechten  Seite  auch  oj\}\)  geschrieben 
werden.    Demnach  ist  endgültig 


(14) 


Ahnliche  Ausdrücke  ergeben   sich   für  die   übrigen  Quotienten 

D  '  •  •  •'   D  ' 

Hiermit  also  schreibt  sich  das  Integral  von  (13)  wie  folgt: 
y  =  c^e'"'^  -f  c.^e''^^  +  •  •  •  c^e'"»^ 

387,  Beispiele.    1)  Um  die  Differentialgleichung 
y"-y'-2ij  =  x 
zu  integrieren,  bestimme  man  die  Wurzeln  von 

ca(r)  =  r2-r-2  =  0; 

es  sind  dies  die  Zahlen  i\=2,  r^^  —  l]    mit  ihrer  Hilfe   be- 
rechnet sich 

«»'W  =  ^!         "'(^2)  =  —  3, 

ße-'-^-dx  =fxc-'^-dx  =  -  er'--  (y  +  x)  ' 
\ pe~''-'-dx  =  \  xe' dx     =      e^{x—\). 

Hiernach  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Glei- 
chung nach  Vorschrift  von  (14) 

2/  =  C^C^-- 4-  Cgß-^  —  y  -f  Y  • 

2)  Ist  die  Gleichung 

y"  +  y  =  e" 

zur  Integration  vorgelegt,  so  bilde  man  mit  Hilfe  der  Wurzeln 
von  r^-\-l=0,   d.  i.  +i,   das   Hauptintegral,   welches  lautet: 


e 


Cei^  -  ')-r dx  -  "2  ].    Teti  +  '>  dx ; 
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seine  Ausführung,  bei  welcher  i  wie  eine  Konstante  zu  behan- 
deln ist,  liefert 


2i     1  —  i  2i      i  -\-i  2 

Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  (384) 

1/  =  c^  cos  x  -{-  c^  sm  X  -{-  — ' 

3)  Sehreibt  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
y"  -i-  4i/  =  sin  X  -{-  sin  2x 
(vgl.  385,  5a))  in  der  Form 

y  =  u  cos  2x  -\-  V  sin  2x, 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  u,  v  die  Gleichungen: 
u'  cos  2x  -f  v'  sin  2a;  =  0 
—  2u  sin  2x  -\-  2v'  cos  2x  =  sin  x  -\-  sin  2.^, 

aus  welchen 

2u  =  —  sin a;  sin  2^  —  sin^  2x 

2v' =       sin  X  cos  2a;  +  sin  2  rr  cos  2a: 

folgt.    Man  führe  die  weitere  Rechnung  durch  und  zeige,   daß 

das  endgültige  Integral  lautet: 

A          o       I    T>    •     o       I     sin  a;         a;  cos  2  a; 
y  =  A  cos  2a;  +  ij  sm  2a;  H 

§  8.    Integration  durcli  Reihen. 

388.  Allgemeine  Verfahrungsweiseu.  Wenn  die  zur 
Integration  vorgelegte  Gleichung  unter  keine  der  bisher  be- 
handelten Formen  fällt,  bei  welchen  die  Lösung  auf  Quadraturen 
sich  zurückführen  läßt,  so  greift  man  zu  dem  Hilfsmittel  der 
Integration  durcli  Beihen. 

Vorausgesetzt,  daß  eine  die  Gleichung  befriedigende  Funk- 
tion von  einer  Stelle  x^  der  unabhängigen  Variablen  aus  sich 
in  eine  Potenzreihe  entwickeln  läßt,  wird  diese  Entwicklung 
durch  die  Taylorsche  Reihe  gegeben  sein  und  allgemein  lauten: 

(1)        y  =  yo+^{^-  ^o)  +  r^  (^  -  ^o)'  +  •  •  • , 

wobei  !/(,,  ^o',  1/^",  ...  die  zu  a;  ==  Xq  gehörigen  Werte  von  y  und 
seinen  Ableitungen  bedeuten.  Die  Differentialgleichung  gestattet 
die  Gewinnung  dieser  Werte  auf  Grund  folgender  Erwägungen. 
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Angenommen,  die  Gleichung  sei  von  der  w-ten  Ordnung 
und  lasse  sich  in  bezug  auf  den  höchsten  Differentialquotienten 
?/(")  auflösen;  dann  wird 

(2)  y^"^=(p{^,y,y',---,y^"-''') 

die  allgemeine  Form  der  Gleichung  sein. 

Die  Gleichung  (2)  gestattet  aber,  auch  die  höheren  Ab- 
leitungen von  y  über  die  n-te  hinaus  durch  x ,  y,  y' ,  .  .  . ,  i/^'*"^) 
darzustellen;  denn  differentiiert  man  sie  nach  x,  so  entstehen 
rechts  alle  Differentialquotienten  bis  zur  w-ten  Ordnung  ein- 
schließlich, und  ersetzt  man  den  höchsten  von  ihnen  durch 
seinen  Wert  aus  (2),  so  wird  auch  ?/"  +  i)  durch  x,  y,  y\  . . .,  «/^"~^^ 
ausgedrückt  sein.  Auf  das  Resultat  dasselbe  Verfahren  ange- 
wendet, ergibt  y^"  +  ^^  in  analoger  Darstellung,  usw. 

Nun  liegt  es  im  Wesen  einer  Differentialgleichung  w-ter 
Ordnung,  daß  man  einem  Werte  x  =  x^,  der  unabhängigen  Va- 
riablen beliebige  Werte  von 


y,  y,  ■■-,  y' 


n-1) 


zuordnen  kann;  bezeichnet  man  diese  Werte  mit 

Cj^,  Cg,  .  .  . ,  c„, 
so  sind  nach  dem  Vorausgeschickten  für  x  =  x^  alle  Ableitun- 
gen von  y,  von  der  w-ten  angefangen,  durch  c^,  c^,  .  .  . ,  c^  aus- 
gedrückt und  hiermit  die  Koeffizienten  von  (1)  gewonnen.  Da 
ein  auf  solche  Weise  für  y  gefundener  Ausdruck  ti  willkürliche 
Konstanten  enthält,  stellt  er  das  allgemeine  Integral  dar,  jedoch 
nur  dann  und  so  weit,  als  die  Reihe  konvergent  ist. 

Liegt  nichts  im  Wege,  die  Null  als  Ausgangspunkt  der 
Entwicklung  zu  wählen,  so  tritt  die  Maclaurinsche  Reihe  an 
die  Stelle  der  Taylor  sehen  und  es  bedeuten  nun  in 

(3)  ?/  =  ?/o+-^^  +  fV''+--- 

yo,  2/o';  ^o";  ...  die  zu  ic  =  0  gehörigen  Werte  von  y,  y',  y" ,  .... 
Indessen  ist  der  angedeutete  Weg  nur  in  besonders  ein- 
fachen Fällen  zu  empfehlen.    Zweckmäßiger  ist  es  zumeist,  die 
Reihe  für  y  der  Form  nach  anzunehmen,  also 

(4)  y  =  A^x'^-\-  A^ x'"  +P^  -\-  A^x"'  +  ^H 

zu  setzen;  unter  der  Voraussetzung,  daß  diese  Reihe  konvergent 
ist,   ergeben  sich  auch   für  y ,  y",  .  .  . ,  ;?/(")  konvergente  Reihen 
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durcli  gliedweise  DifFerentiation  von  (4)  (88).  Alle  diese  Reihen 
in  die  vorgelegte  Differentialgleichung  eingesetzt,  erhält  man 
eine  Gleichung,  welche  identisch,  d.  h.  für  alle  Werte  von  x 
erfüllt  sein  muß.  Indem  man  dies  analytisch  zum  Ausdruck 
bringt,  erlangt  man  die  erforderlichen  Gleichungen,  um  1)  den 
Anfangsexponenten  w,  2)  das  Fortschreitungsgesetz  der  Ex- 
ponenten, also  die  Natur  der  Zahlenreihe  2h}P2}---'-i  ^)  ^^^ 
Koeffizienten  Ä^,  Ä^,  Ä^,  .  .  .  zu  bestimmen. 

Bleiben  so  viele  dieser  Koeffizienten  willkürlich,  als  der 
Ordnungsexpouent  der  Gleichung  Einheiten  hat,  so  ist  durch 
(4)  das  allgemeine  Integral  gefunden. 

Immer  aber  hängt  schließlich  die  Zulässigkeit  des  Ver- 
fahrens von  der  Konvergenz  der  gewonnenen  Reihe  ab. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  man  auf  dem  bezeichneten 
Wege  auch  solche  Integrale  findet,  die  in  endlicher  Form  durch 
elementare  Funktionen  sich  ausdrücken  lassen;  es  braucht  bei- 
spielsweise nur  die  gefundene  Reihe  die  Entwicklung  einer 
bekannten  elementaren  Funktion  zu  sein. 

389.  Beispiele.  1)  Wir  fangen  mit  einer  Gleichung  an, 
bei  welcher  beide  Methoden  in  durchsichtiger  Weise  zum  Ziele 
führen  und  die  überdies  direkte  Integration  gestattet,  nämlich  mit 

(a)  y"=ay- 

Aus  (a)  folgt  nach  (^n  —  2)-maliger  Differentiation 

wenn  man  also  x  =  Xq  die  Werte  i/q  =  c^ ,  y^  =  Cg  von  y,  y  zu- 
ordnet, so  ergibt  sich : 


^0       =^1 

yo  =^2 

2/o"   =  «^1 

2/o"'=  «^2 

V"=  ^'Cx 

y/=  a^c 

Hiermit  aber  liefert  der  Ansatz  (1),  wenn  man  gleich  die 
mit  q  und  Cg  behafteten  Glieder  zusammenfaßt, 

^M"^         1-2         ^     1.2.3.4    '^  1 


iß) 


y 


[      ^  ^2  1 1^        ^o;  +       1.2.3      ^  1  .  2  .  3  •  4  •  5  ^  I 
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Die  beiden  Reihen  sind  für  jeden  Wert  von  x  —  x^  konvergent; 
daher  ist  auch  Xq-=  0  zulässig,  so  daß  einfacher  (entsprechend 
dem  Ansatz  (3)): 


(y) 


y-'^  U+1T2  +  TT2T3T4  +  ' 
+  ^2  P  +  fTYT^  +  1.2.3.4.5  + 


Es  ist  jedoch  leicht  zu  erkennen,  daß  die  erste  Reihe  die 
Entwicklung  von 


2 

und  die  zweite  die  Entwicklung  von 


2ya 
ist;  mithin  gilt  auch 


5-  xYa 


und  schließlich 

wenn   man   die   eingeklammerten   Aggregate,    deren  Werte  ja 
willkürlich  sind,  mit  C^,  C^  bezeichnet. 

Hätte  man  sofort  für  y  den  Ansatz 
(f)  y  =  AQ  +  ÄiX-{-Ä2X^--\-Ä2X^^ 

supponiert,  aus  welchem  sich 

2/"  =  1  •  2^2  +  2  •  3^30;  +  3  .  AA^x^  -i 

ableitet,  so  wäre  aus  der  Substitution  dieser  Reihe  in  (a)  der 

Ansatz 

1  •  2Ä2-{-  2  ■  'dA.^x  -\-  S  ■  4:A^x^  -^  ••• 

=  a  (Aq  -]-  Aj^x  +  A^x^  i-  A^x^  -{-  •  •  •) 

hervorgegangen;    die  Vergleichung    korrespondierender   Koeffi- 
zienten führt  zu: 


'8  ~    1-2   '  3  1.2.3' 

*  ""1-2. 3-4'  ^        i. 2.3.4. 5' 
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und  hiermit  verwandelt  sich  (f)  in 

!/  =  A  {1  +  1.-2  +  17^74  +  •••} 

dies  stimmt  aber  mit  (y)  überein. 

2)  Um  die  Gleichung 
(a)  y"  -\-  ax"y  =  0 

zu  integrieren*),  nehme  man  an,  das  erste  Glied  der  y  dar- 
stellenden Reihe  sei  Ä^x'":  sein  zweiter  Diiferentialquotient  ist 
m(m — 1)AqX"^~^-^  mithin  führt  die  Einsetzung  dieses  Gliedes 
in  (a)  zu  dem  Gliederpaare 

m(m  —  l)Af^x'"-^+  aÄ^^x"'  +  ",     {n  4=  —  2). 

Der  Koeffizient  von  x'"^^  muß  für  sich  verschwinden,  und 
da  .^0  4=  0  vorausgesetzt  ist,  muß 

m(in  —  1)  =  0 
sein,  also  w  =  0  oder  m  =  1  genommen  werden. 


*)  Auf  diese  Form  läßt   sich   die  spezielle  Riccatische  Gleichung 
(vgl.  354,  4)) 

'll  +  ay^  =  bx"' 
dx  ^ 

bringen,  und  zwar  mittels  der  Einführung  einer  neuen  abhängigen  Va- 
riablen z  durch  die  Substitution: 

_   1    dz 
az  dx ' 
aus  der  weiter 

dy^_ 1    /dz\^        1    d'^z 

dx  az^\dx)        az  dx^ 


folgt;  die  transformierte  Gleichung  lautet  nämlich 

-—5-  =  aox   z. 
dx^ 

Hat  man  ihr  allgemeines  Integral  z  =  G^z^  -{-  C^  z^   gefunden   (s.  oben), 
so  ergibt  sich  daraus  das  gesuchte  Integral 

dz,    ,    ^  dzJ\        dx  dx 


a{CyZ^  +  Ca  ^2) 


/      dZi       ^  a^gX  dx  dx 


C 
wobei  C  für  -~-  geschrieben  ist. 

Czuber,  Vorlesungen.    IL    3.  Aufl.  31 
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Den  Koeffizienten  von  a;»^'  +  "  kann  nur  das  folgende  Glied 
der  Reihe  zum  Yerschwinden  bringen;  dieses  Glied  muß  also 
j^^^m  +  «  +  2  lauten;  es  liefert  dann  das  GlieHei-paar 

(m  +  w  +  2)  (w  +  w  +  l)Ä^x"'  +  "-{-  aÄ^x"'  +  ^"'+\ 

Der  Koeffizient  des  zweiten  dieser  Glieder  wird  durch  das 
dritte  Glied  der  Reihe  aufgehoben  werden,  dieses  muß  daher 
lauten  ^g^^'  +  ^nH-*^  ^g^ 

Hiernach  ist 

(ß)  ij  =  Af^x"'  i-  A^x"'  +  "  +  ^  +  Ä.^x"'  +  '-"+^  -{-  ■  •  • 

die  Form  der  Reihe.  Zugleich  aber  ergibt  sich,  daß 

(y)        (m  4-  n  +  2a)  {m  +  n +~  2'A  -  1)ä^+ aÄ,_^  =  0 

sein  muß  für  X  =  1,  2,  ... . 

Von  hier  ab  sind  die  Fälle  w  =  0  und  m  =  1  zu  trennen. 
Für  m  =  0  lautet  (y) : 


{n  +  2)A(n  +  2A-  1).4/+ a^/_i  =  0 
und  gibt  der  Reihe  nach: 


(n  +  2)(H+l)' 


a^A' 


3  2-3tw  +  2)»(w  +  l)(2«  +  3)(3w4-5)  ' 

für  tn  =  1  lautet  [y): 

n  +  2 1  (w  +  2/1  +  l)  A"  +  «'-4/'_  1  =  0 


und  liefert: 


aA 


(w  +  2)  (w  -f  3)  ' 


2(w  +  2)*(w  +  3)(2«  +  5)  ' 


3  2  •  3(«  +  2)''(w  +  3)  (2w  +  5)  (3w  +  7)  ' 

Diese  Bestimmungen  führen  zu  zwei  Integralen,  deren 
jedes  mit  einem  willkürlichen  konstanten  Faktor  behaftet  ist; 
die  Summe  beider  (379)  gibt  das  allgemeine  Integral: 
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(<5) 


(n  +  2)  (w  +  1)    "^  1 .  2(n  +  2)«(«  +  1)  (2n  +  3) 

3^3n+6 


1  .2.3(n+2)''(n+  1)  (2w  +  3)  (3n  +  5) 


+ 


-J-  ^  'V    1 ^ I a  X     ^ 

^      0       [  («  +  2)(n  +  3)  ^  1.2(«  +  2)^(n  +  3)(2w  + 


5) 

a'x'-  +  ' \ 

1  •  2  •  3  (n  +  2)»(w  +  3)  (2n  +  5)  (3w  +  7)  "f  |  ' 

Die  Reihen  sind,  sobald  kein  Nenner  verschwindet,   für 
alle  Werte  von  x  konvergent. 

Einige  spezielle  Fälle  mögen  besprochen  werden. 

a)  Die  Gleichung 

y"  +  xy^O 
ist  von  der  Form  (a),  und  zwar  ist  a  =  1,  w  =  1;  daher 

^~      0        l  3T2"^2!32.2.5"~  3!  3". 2- 5-8  +'") 

+  ^0    ^  i  ■'•  ~  3^  +  2!3^.4"V^  ~  3!3'.4.710  ^  J 

oder 

f^  «'     ,     l-4a;ß        1.4-7a;3    ,  i 

f.         2«^    ,     2-5a;''        2-5-  8a;^    .  1 

+  ^2  ^  { 1  -  -^T  +  ~yj iör~  +  •••)• 

b)  Wenn  n  =  —  2   ist,  werden  alle   Nenner  in  (ö)  Null, 
auf  die  Gleichung 

ist  also  der  Vorgang  nicht  anwendbar.     Dieselbe   ist  aber  von 
der  in  385,  4)  behandelten  Form  und  geht  bei  Anwendung  der 

Transformation 

x  =  e^,         ij  =  r; 
über  in 

r]" —  rj'  -{-  arj  =  0; 

diese  Gleichung  hat,  wenn  r^ ,  r^  die  Wurzeln  von  r^  —  r-{-a  =  0 
sind,  das  Integral 

folglich  ist 

y  =  c^x''^  +  C2X''^ 

das  Integral  obiger  Gleichung. 

31* 
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c)  Für  n  =  —  1  verliert  die  erste  der  Reihen  in  (d)  ihre 
Bedeutuns  und  man  findet  auf  dem  bezeichneten  Wege  nur  das 
partikuläre  Integral 

3)  Es  sei  die  Difi'erentialgleichung 

(«)  /'  +  «?/'  — -!  =  o 

zu  integrieren. 

Die  Einsetzung  des  Anfangsgliedes  AqX^"'  in  die  linke  Seite 
der  Gleichung  führt  zu  dem  Gliederpaare 

(m  +  1)  (m  —  2)ÄqX^-^-\-  w^f^o^;"'-^; 

es  muß  demnach  das  zweite  Glied  der  Reihe  A^x^^^,  das  darauf- 
folgende ^2^"*^^?  usw.  sein,  so  daß  ihre  Form  durch 

{ß)  AqX"'  +  A^  x'"  +  ^  +  A  •^"'  ^  ^  H 

gegeben  ist. 

Das  Verschwinden  des  Koeffizienten  der  niedrigsten  Potenz, 

d.  i.  x"'~'^,  erfordert 

i^m  +  1)  {m  -  2)  =  0, 

also  entweder  m  =  —  1  oder  m  =  2;  ferner  hat  in  dem  Resultate 
der  Substitution  von  {ß')  in  (a)  a,'""'-  den  Koeffizienten 

(w  -f  A  +  1)  (w  +  ;.  -  2)  .4;  -f  (m  +  A  -  l)a^;._i, 

folglich  muß 

(7)     (w  +  2  +  1 )  (w  +  A  -  2)  ^^  +  (m  +  A  -  1)  aA)_^  =  0 

sein  für  A  =  1,  2,  3,  .  .  . . 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  m  =  —  1  angenommen  wird, 

also  insbesondere 

jetzt   aber  erscheint  A^  in   der   unbestimmten  Form „  •  -  ; 

legt  man  ihr  den  willkürlichen  Wert  B^  bei,   dann  entwickelt 
sich  mit  Hilfe  von  (d)  weiter: 

^4  — :^  -^ay     "^5  —  4  .  5  -t»o,      ^G  —       4  •  5  •  6     0' 
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Demnach  führt  (/3)  mit  m  =  —  1   auf  die  Lösung 

und  diese  ist,  weil  sie  zwei  willkürliche  Konstante  enthält,  das 
allgemeine  Integral. 

Der  zweite  Wert  von  m,  m  =  2,  in  (y)  eingesetzt,  giht 

A   '_  _  (^  +  1)  «     A   ' 

woraus  der  Reihe  nach 

A'-       ^""A'       A'-^'^'a'        A'-       -^^^  A' 

entspringen;  mit  dieser  Annahme  führt  also   die  Reihe  (/3)  zu 
dem  partikulären  Integrale,  das  den  zweiten  Teil  von  {ß)  bildet. 


§  9.     Elemente  der  Variationsrechnung. 
390.    Aufgabe  der  Variationsrechnung.     Die  Formel 


dient  unmittelbar  zur  Lösung  der  Aufgabe,  die  Fläche  zu  be- 
stimmen, welche  ein  Bogen  der  Kurve,  deinen  Ordinate  y  als 
Funktion  der  Abszisse  x  gegeben  ist,  bei  einer  vollen  Umdrehung 
um  die  a?-Achse  beschreibt.  Die  Endpunkte  des  Bogens  haben 
die  Abszissen  Xq,  x^{Xq  <  i^i). 

Läßt  man  die  Kurve,  beziehungsweise  die  Funktion  y,  so 
weit  unbestimmt,  daß  man  ihr  bloß  die  Ordinaten,  bzw.  die 
Werte  y^,  y^  an  den  Grenzen  vorschreibt,  so  kann  der  Fläche 
noch  eine  Forderung  auferlegt  werden.  Diese  möge  insbesondere 
darin  bestehen,  daß  die  Fläche  ein  Minimum  werden  soll.  Da- 
durch entsteht  in  geometrischer  Fassung  das  Problem: 

Unter  allen  Kurven  der  Ebene,  welche  zwei  gegebene 
Punkte  M^iXf^jy^,  M^(xjy^  miteinander  verbinden,  diejenige 
zu  bestimmen,  die  bei  der  Drehung  um  die  .r-Achse  die  kleinste 
Fläche  beschreibt. 
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Und  in  analytischer  Formulierung: 

Es  ist  y  als  Funktion  von  x  so  zu  bestimmen,  daß  es  an 
den  Stellen  x^,  x^  die  Werte  y^,  y^  annimmt  und  dem  Integral 


fyViTY'dx 


den  kleinsten  Wert  verleiht. 

Abstrahiert  man  von  der  speziellen  Aufgabe,  so  handelt 
es  sich  um  das  folgende  Problem: 

Es  soll  die  unbelcannte  Funktion  y  von  x  so  hestinimt  wer- 
den, daß  sie  an  den  Stellen  x^,  x^  vorgeschriebene  Werte  y^,  y^ 
annimmt  und  das  Integral 


J  =ff(^  ,y,y')dx,  [y  -  ^) 


worin  f  eine  gegebene  Funktion  bedeutet,  zu  einem  Minimum  oder 
Maximum  macht. 

Das  Problem  erfährt  eine  naheliegende  Verallgemeinerung, 
wenn  man  annimmt,  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
enthalte  auch  noch  den  zweiten  und  eventuell  noch  höhere 
Differentialquotienten  der  unbekannten  Funktion;  auf  der  nächst 
höheren  Stufe  handelt  es  sich  also  um  solche  Funktionen  y, 
welche  gewisse  Greuzbedingungen  erfüllen  und  dem  Integral 

J=jf{x,  y,  y,  y") ^^     [^  -j^'  ^  ~  TxV 

einen  extremen  Wert  verleihen. 
Die  Formel 

fyi  -\-y^-\-7^dx 

dient  zur  unmittelbaren  Lösung  der  Aufgabe,  den  Bogen  einer 
Kurve  im  Räume  zu  rektifizieren,  wenn  y  und  2  als  Funktionen 
von  X  gegeben  sind. 

Denkt  man  sich  aber  y,  z  unbestimmt,  so  kann  man  fragen, 
bei  welcher  Wahl  von  y,  z  die  Bogenlänge  am  kleinsten  wird 
unter  Einhaltung  der  Grenzbedingungen,  daß  y,  z  bei  x^,  x^ 
bestimmte  Werte  y^,  y^\  Zq,  z^  anzunehmen  haben. 
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Durch  Abstraktion  ergibt  sich  daraus  das  analytische  Problem : 

Es  sind  y,  z  als  FunUionen  von  x  so  zu  'bestimmen,  daß 

sie  hei  x^,  x^  die  Werte  y^,  y^;  z^,  z^  annehmen  und  das  Integral 

f  (  ,       dy       ,       dz\ 

J=Jf{x, y,y,z,z)dx       \y  -  j^,  ^  -j^} 

zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen 

Die  formale  Weiterführung  dieses  Problems  besteht  einer- 
seits darin,  daß  man  in  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
mehr  als  zwei  unbekannte  Funktionen  von  x  einführt,  und  daß 
man  andererseits  über  die  ersten  Differentialquotienten  hinausgeht. 

Bisher  ist  an  die  unbekannte  Funktion  oder  an  die  unbe- 
kannten Funktionen  außer  den  Grenzbedingungen  nur  die  For- 
derung gestellt  worden,  daß  sie  ein  gewisses  bestimmtes  Inte- 
gral zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen.  Das  Problem 
tritt  aber  auch  in  Modifikationen  auf,  wo  den  unbekannten 
Funktionen  noch  andere  Bedingungen  auferlegt  werden,  die 
analytisch  in  mannigfacher  Weise  formuliert  sein  können. 

Zwei  typische  Beispiele  sollen  dies  erläutern. 

Die  Forderung,  y  als  Funktion  von  x  so  zu  bestimmen, 
daß  zu  Xq,  x^  vorgeschriebene  Werte  y^,  y^  gehören,  daß 

27cfyy\  -^ipdx 
einen  vorgezeichneten  Wert  annimmt  und 


■^1 
n  j  y^dc 


ein  Minimum  wird,  entspricht  der  folgenden  geometrischen 
Aufgabe:  Unter  allen  Kurven  in  der  Ebene,  die  zwei  Punkte 
Mq{xJxj),  M^ipcjy^  verbinden  und  bei  der  Rotation  um  die 
a;-Achse  eine  Fläche  von  gegebener  Größe  beschreiben,  diejenige 
zu  finden,  für  welche  der  von  dieser  Fläche  und  den  beiden 
Ebenen  x  =  Xq,  x  =  x^  begrenzte  Raum  am  kleinsten  ist. 

Man  abstrahiert  hiervon  das  folgende  analytische  Problem : 
Unter  allen  FunJdionen  y,  tcelche  dem  Integral 


•^1 
K=fg{x,y,y')dx 
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einen  bestimmten  Wert  erteilen  und  an  den  Grenzen  die  vorge- 
scliriehenen  Werte  y^,  y^  annehmen,  diejenige  zu  'bestimmen,  die 
dem  Integral 


—1 


einen  extremen  Wert  verleiht. 

Die  Forderung,  y,  z  als  Funktionen  von  x  derart  zu  wählen, 
daß  die  Gleichung 

F{x,  y,z)  =  0 

identisch  befriedigt  wird,  daß  Xq,  x^  bestimmte  Werte  y^,  y^ 
von  y  (und  vermöge  der  letzten  Gleichung  auch  bestimmte 
Werte  z^,  z^  von  z)  zugeordnet  sind  und  daß  schließlich  das 
Integral 


fyi  +7/'  +  z''dx 


ein  Minimum  wird,  schließt  die  folgende  geometrische  Aufgabe 
ein:  Unter  allen  Kurvenbögen  auf  der  Fläche  F(x,  y,  z)  =  0, 
welche  zwei  Punkte  M^^ix^^jy^jz^,  3I^{x^/yi/Zj)  miteinander 
verbinden,  den  kürzesten  zu  finden. 

Dies  fällt  unter  das  allgemeine  Problem: 

Es  sind  y,  z  als  Funktionen  von  x  derart  zu  hestinanen, 
daß  sie  die  Gleicliung 

F{x,  y,  z)  =  0 

identisch  befriedigen,  bei  Xq,  x^  vorgeschriebene,  dieser  Gleichung 
entsprechende  Werte  y^,  y^;  z^,  z^  haben  und  dem  Integral 


J  =Jf{x,  y,  y,  z,  z) dx 


einen  extremen  Wert  verleihen. 

In  dem  ersten  dieser  Beispiele  war  die  Nebenbedingung 
wieder  durch  ein  von  der  unbekannten  Funktion  abhängiges 
bestimmtes  Integral,  in  dem  zweiten  Beispiel  durch  eine  end- 
liche Gleichung  zwischen  den  unbekannten  Funktionen  ausge- 
drückt. Es  gibt  auch  Probleme,  wo  die  Nebenbedingung  in 
Form  einer  Differentialgleichung  dargestellt  ist. 

Eine  das  Problem  erschwerende  Weiterführung  besteht 
darin,  daß  die  Endpunkte  il/^,  i)/,  der  zu  bestimmenden  Kurve 
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nicht  fest  gegeben,  sondern  auf  vorgeschriebene  Bahnen  ange- 
wiesen sind;  das  hat  die  Wirkung,  daß  die  Grenzen  des  Inte- 
grals, bzw.  der  Integrale  selbst  auch  variabel  werden  und  von 
vornherein  unbekannt  sind. 

In  den  bisherigen  Beispielen  handelte  es  sich  um  Funk- 
tionen einer  Variablen. 

Geht  man  von  der  Formel 

aus,  die  der  direkten  Lösung  der  Aufgabe  dient,  den  in  P  sich 
projizierenden  Teil  der  gegebenen  Fläche  z  =  <p(x,  y)  zu  kom- 
planieren,  läßt  z  unbestimmt  und  weist  ihm  bloß  längs  des 
Randes  von  P  bestimmte  Werte  an,  so  kann  die  Forderung 
gestellt  werden,  z  unter  Einhaltung  dieser  Grenzbediugung  so 
zu  wählen,  daß  das  Integral  den  kleinsten  Wert  annimmt.  Dies 
entspricht  der  folgenden  geometrischen  Aufgabe:  Unter  allen 
Flächen,  die  durch  eine  vorgegebene  geschlossene  Randkurve 
gelegt  werden  können,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  inner- 
halb dieser  Randkurve  den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzt. 

Durch  diese  Darlegungen  ist  die  Aufgabe  der  Variations- 
rechnung genügend  gekennzeichnet.  Sie  ist  im  Wesen  dahin  ge- 
richtet, eine  oder  mehrere  unbekannte  Funktionen  mit  vorge- 
schriebenen Grenzbedingungen  so  zu  bestimmen,  daß  ein  von 
diesen  Funktionen  selbst  und  ihren  Ableitungen  bis  zu  einer 
gewissen  Ordnung  abhängiges  Integral  einen  extremen  Wert 
erlange. 

Der  zur  Lösung  dieser  vielgestaltigen  Aufgabe  ausgebildete 
Teil  der  Analysis,  einer  der  schwierigsten,  greift  in  alle  ange- 
wandten Gebiete,  insbesondere  in  die  Geometrie  und  Mechanik, 
ein  und  hängt  vielfach  mit  deren  fundamentalen  Fragen  zu- 
sammen. Hier  sollen  nur  die  einfachsten  Fälle  als  Einführung 
in  die  Materie  behandelt  werden. 

391.  Definition  der  extremen  Werte  eines  bestimm- 
ten Integrals.  Das  Argument  einer  Funktion  einer  Variablen 
ist  die  Variable  selbst,  deren  wohldefinierter  Wertbereich  den 
Wertevorrat  der  Funktion  erschöpft. 
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Das  ArQ-ument  des  bestimmten  Integrals 


bei  gegebenem  f  ist  die  Funktion  y  oder,  in  geometrischer  Aus- 
drucksweise, eine  Kurve.  Es  ist  aber  nicht  möglich,  die  Ge- 
samtheit der  Funktionen,  die  an  den  Grenzen  des  Integrals  die 
Werte  y^,  y^  annehmen,  also  die  Gesamtheit  aller  denkbaren 
Kurven,  die  durch  zwei  feste  Punkte  M^^x^/y^,  M^ix^jy^  hin- 
durchgehen, in  ein  geordnetes  System  zu  bringen  und  dadurch 
den  ganzen  Wertevorrat  des  Integrals  zu  überblicken. 

Zunächst  ist  es  notwendig,  gewisse  Einschränkungen  zu 
treffen,  die  durch  den  Begriff  des  bestimmten  Integrals  geboten 
sind.  Wird  nämlich  y  als  Funktion  von  x  irgendwie  angenom- 
men, so  ist  damit  auch  ij  als  Funktion  von  x  bestimmt  und 
dadurch  wird  auch  f{x,  y,  y')  zu  einer  Funktion  von  x.  Damit 
nun  das  Integral  einen  bestimmten  Wert  erlange,  setzen  wir 
voraus: 

a)  daß  fix,  y,  y),  zunächst  als  Funktion  der  drei  ^mdb- 
hängigen  Variablen  x,  y,  y  aufgefaßt,  in  einem  gewissen  Wert- 
bereich derselben  stetig  sei  und  stetige  Ableitungen  bis  zu  jener 
Ordnung  besitze,  die  in  den  folgenden  Deduktionen  als  höchste 
auftreten  wird;  der  Wertbereich  der  drei  Variablen  umfaßt  auch 
einen  Punktbereich  xjy,   der  mit  S  bezeichnet  werden   möge; 

b)  daß  y  selbst  stetig  sei  und  einen  stetigen  endlichen 
Differentialquotienten  besitze  in  dem  Integrationsintervall  [x^,  x^. 

Jede  in  S  verlaufende  Kurve  ^,  die  der  Voraussetzung  b) 
entspricht  und  durch  die  Punkte  M^,  M^  geht,  bezeichnen  wir 
als  eine  zulässige  Kurve.  Der  Gesamtheit  der  zulässigen  Kurven 
soU  der  Wertevorrat  des  bestimmten  Integrals  entsprechen,  den 
wir  in  Betracht  ziehen. 

Die  Definition  des  Extremwertes  einer  Funktion  erklärt 
denselben  als  den  kleinsten,  beziehungsweise  den  größten  unter 
den  Werten  aus  einer  beliebig  engen  Umgebung  jener  Stelle, 
zu  welcher  er  gehört.  Diese  Begi'iffsbildung  ist  nun  auf  die 
zulässigen  Kurven  zu  übertragen. 

Wir  wollen  unter  der  Naclihar Schaft  einer  zulässigen  Kurve 
Ä  die   Gesamtheit  jener  zulässigen  Kurven  verstehen,  welche 
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Fig.  224. 


von  ihr  in  Richtung  der  Ordiuatenachse  nicht  mehr  als  um 
einen,  übrigens  behebig  klein  festsetzbaren  Betrag  6  abweichen.*) 
Alle  diese  benachbarten  Kurven  bilden  ein  Kurvenbüschel  mit 
den  Grundpunkten  Mq,  M^  und  verlaufen  in  einem  Parallel- 
streifen  in  S  zu  beiden  Seiten  von  ^ 
und  von  der  Breite  26,  gemessen  in 
der  Richtung  der  i/-Achse,  Fig  224. 

Mit  diesen  HilfsbegriflFen  können 
nun  die  Extremwerte  des  Integrals  J 
wie  folgt  definiert  werden: 

Das  Integral  J  wird  längs  der  zu- 
lässigen Kurve  Äg  ein  Minimum  (Maxi- 
mum), tcenn  sein  Wert  Meiner  (größer) 
ist  als  der  Wert  längs  irgendeiner  Kurve   einer   beliebig   engen 
NacJibarscJiaft. 

Eine  Kurve  ^^  von  dieser  Eigenschaft  heiße  eine  Extremale. 

Es  sei  hervorgehoben,  daß  diese  Definition  nicht  den  klein- 
sten (größten)  Wert  von  J  überliaupt  zu  trefi'en  braucht;  es  ist 
denkbar,  daß  ein  Integral  in  dem  angeführten,  bloß  auf  eine 
beliebig  enge  Nachbarschaft  gerichteten  Sinne  mehrere  Minima, 
beziehungsweise  Maxima  besitzt;  dann  wäre  das  kleinste  dieser 
Minima  zugleich  der  kleinste  Wert  überhaupt;  und  ähnlich  beim 
Maximum. 

Im  Grunde  obiger  Definition  besteht  das  Problem  der 
Variationsrechnung  in  seiner  einfachsten  Form  in  ^qx  Aufsuchung 
der  Extremalen.  Die  Bestimmung  des  Integralwerts  längs  der 
Extremale  ist  eine  sekundäre  Aufgabe,  die  keinerlei  neue  Hilfs- 
mittel mehr  erfordert. 

392.  Die  erste  Variation.  Um  die  Bedingungen  kennen 
zu  lernen,  die  eine  Extremale  zu  erfüllen  hat,  nehmen  wir  an, 
^0  mit  der  Gleichung 

(1)  y  =  ?/o(^) 

sei  eine  solche,   und  gehen  von  ihr  zu  einer  Nachbarkurve  ^ 
über  mit  der  Gleichung 

(2)  y  =  y{^)- 


*)  Bei  Kurven,  die  am  Rande  des  Gebietes  S  verlaufen,  kann  nur 
von  einer  einseitigen  Nachbarschaft  gesprochen  werden. 
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Die  Differenz  y(x)  —  y^ix),  welche  den  Übergang  von  ^^ 
zu  ^  vermittelt,  nennen  wir  die  Variation  von  y  imd  bezeich- 
nen sie  mit  oy,  so  daß 

(3)  y{x)  =  y^ix)  +  8y. 

Die  Variation  dy  ist  selbst  eine  Funktion  von  x,  der  vor- 
läufig nur  die  Einschränkungen  auferlegt  sind,  nebst  ihrer  Ab- 
leitung stetig  zu  sein  in  {x^,  x^,  an  den  Grenzen  ic^,  x^  zu 
verschwinden  und  im  ganzen  Intervall  die  Bedingung 

(4)  \Sy\<<3 

zu  erfüllen. 

Durch  die  Variation  von  y  erfährt  das  Integral  J^^  eine 
Änderung,  indem  es  einen  neuen  Wert  J^  annimmt;  diese 
Änderung 

(5)  AJ=Jsi  —  J^^ 

heiße  die  vollständige  Variation  von  J]  ihr  Ausdruck  ist 

AJ=Jf{x,  y  +  dy,  y' ^  dy')  dx  -Jf(x,  y,  y)  dx, 

wobei  y,  y  sich  auf  die  Extremale  beziehen;  8y'  ist  die  Variation, 
welche  y  vermöge  der  Variation  von  y  erführt. 

Für  den  Fall  des  Minimums  muß  für  alle  Kurven  einer 
genügend  engen  Nachbarschaft 

A.7>0, 
für  ein  Maximum 

AJ<0 
sein. 

Bisher  ist  über  die  analytische  Darstellung   der  Variation 
dy  keine  Annahme  getroffen  worden;  von  jetzt  ab  soll  sie  nach 
dem  Vorgange  von  Lagrange  in  der  Form 
(7)  8y  =  £7j(rr) 

vorausgesetzt  werden,  wobei  ri{x)  eine  beliebige,  nebst  ihrer 
Ableitung  stetige  Funktion  und  £  einen  von  a;  unabhängigen 
veränderlicJien  Parameter  bedeutet,  der  an  die  durch  die  Forderung 

I  ^v{^)  I  <  <^ 
gesteckten  Grenzen  gebunden  sein  soll;  überdies  muß  notwendig 
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Mit  dieser  Annahme  ist  ein  Büschel  von  Kurven  mit  den 
Grundpunkten  31^,  il/,  als  Nachbarschaft  von  St^  erklärt,  dessen 
Individuen,  sobald  einmal  das  die  Gestalt  bestimmende  rj(x) 
gewählt  ist,  nur  mehr  von  den  Werten  des  s  abhängen. 

Hiermit  ist  aber  das  Problem  auf  das  eines  gewöhnlichen 
Extrems  einer  Funktion  einer  Variablen  zurückgeführt.  Denn 
Jjj  ist  jetzt  eine  Funktion  s  —  sie  sei  mit  J(s)  bezeichnet  — , 
von  der  man  weiß,  daß  sie  an  der  Stelle  f  =  0  einen  extremen 
Wert  erlangt,  weil  durch  den  Übergang  von  £  zu  Null  Ä  in 
^0  übergeführt  wird.  Nach  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Ex- 
treme muß  somit 

„  ,^  ^        ^       .  ,    ^„  ,    V   f  f^3,rf  nicht  negativ  sein  für  ein  Minimum 

J'(0)  =  0  sein,  und  J"(0)  °.  ,^    . 

^  "■   -^  I     „         „     positiv       „      „      „     Maximum. 

Diesen  Bedingungen  kann  eine  andere  Ausdrucksform  ver- 
liehen werden,  wenn  man  die  folgenden  Begriffe  einführt.  Nach 
dem  Mittelwertsatz  (38)  ist 

J(6)  -  J(0)  =  sJ\0)  +  f  ^, 
wo  t,  eine  mit  s  gleichzeitig  gegen  Null  konvergierende  Funktion 
von  £  bedeutet.  Den  Hauptteil  der  rechten  Seite  erklärt  man  als 
die  erste  Variation  von  J,  bezeichnet  ihn  mit  öJ  und  hat  demnach 
(8)  ^-7=  £J\0)- 

in  analoger  Weise  werden  die  Ausdrücke  £-J"(0),  s^J"'(p),  usw. 
als  zweite,  dritte,  .  .  .  Variation  erklärt  und  mit  d^J,  Ö^J,  .  .  . 
bezeichnet. 

Man  kann  somit  sagen: 

Soll  das  Integral  J  längs  einer  zulässigen  Kurve  einen  Ex- 
tremivert  annehmen,  so  ist  notivendige  Bedingung  hierfür,  daß  die 
erste  Variation  dJ  gleich  Null,  die  zweite  Variation  d^J  nicht 
negativ,  hzw.  nicht  positiv  sei,  soll  es  sich  speziell  um  ein  Mini- 
mum, hziv.  um  ein  Maximum  handeln. 

Zur  näheren  Ausführung  der  ersten  dieser  Bedingungen*) 
gehen  wir  von 


*)  Auf  die  ziveite  Variation  wird  hier  nicht  eingegangen.  Bei  geo- 
metrischen, mechanischen,  überhaupt  bei  angewandten  Problemen  läßt 
sich  zumeist  aus  der  Natur  der  Sache  erkennen,  ob  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  entstehen  kann. 


494  Zweiter  Teil.     Integral-Rechnung. 

aus*)  und  machen  bei  der  Bildung  von  J'is)  von  dem  Ver- 
fahren der  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  (283)  Ge- 
brauch; werden  dabei  die  Ableitungen  von  f(x,  y,  y)  nach 
y,  y,  usw.  mit  fy,  fy-  usw.  bezeichnet,  so  ergibt  sich 


wobei   die  partiellen  Ableitungen  von  f  mit  den  Argumenten 
X,  y  ■}-  st],  y  -\-  eri   zu  schreiben  sind;  infolgedessen  ist 

hierin  jedoch   die  partiellen  Ableitungen   mit  den  Argumenten 
X,  y,  y   geschrieben. 

Es  ist  also  notwendige  Bedingung  eines  Extrems,  daß 

(9)  f[fyV  +  fy'ri']dx=^0 

sei.  Wendet  man  auf  den  zweiten  Teil  der  linken  Seite  partielle 
Integration  an  in  der  Weise,  daß  man  setzt 

Xi  Xi 

J  fy'  ri  dx  ==[rifyY^-jiq^  dx, 

Xq  Xq 

so  reduziert  sich  das  erste  Glied  wegen  r]  (Xq)  =  t]  (x^)  =  0  auf 
Null,  und  es  geht  die  Bedingung  (9)  über  in 

(10)  J'n[f,--ä]^-  =  0- 

393.  Die  Eulersche  Differentialgleichung.  Aus  dem 
Umstände,  daß  r^  noch  in  hohem  Grade  willkürlich  ist,  kann 
man  den  Schluß  ziehen,  daß  dieser  Bedingung  (10)  nur  durch 

(11)  /;--S-o 

entsprochen  werden  kann. 


*)  Geht  y  in  y-\-  £7]  über,   so  verwandelt  sich  y'  in  y'  -{-stj';  mit- 
hin ist  Sy'=sri\  analog  8y"  =  s7\"  usw. 
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Aber  dieser  Schluß  ist  nicht  selbstverständlich;  erst  wenn 
gezeigt  wird,  daß  bei  der  Annahme,  es  sei  im  ganzen  Intervall 
(^Xq,  x^)  oder  in  einem  Teile  desselben 

/y       dx  ^^' 
tj  so  eingerichtet  werden  kann,  daß  das  Integral  in  (10)  nicht 
verschwindet,  ist  er  als  richtig  erwiesen.*) 

Führt  man  in  (11)  die  angezeigte  Differentiation  aus  — 
ihr  Ergebnis  lautet 

~ß^  ~  ly'x  -T  ly'yy    -T  ly'ij'y 

— ,  so  kommt  man  zu  der  ausgeführten  Form  von  (11): 
(11*)  fy-fy^-fyyy'-fy'y'y"  =  0. 

Der  Gleichung  (11),  in  endgültiger  Form  (11*),  muß  also 
die  unbekannte  Funktion  y  genügen,  soU  das  Integral  J  einen 
extremen  Wert  erlangen.  Nach  ihrem  Urheber  wird  diese  Glei- 
chung die  Eulersclie  Differentialgleichung  genannt. 

Alle  Kurven,  die  ihr  genügen,  bezeichnet  man  als  Extre- 
malen  des  zugehörigen  Variationsproblems,  weil  sie,  wenn  man 
von  vorgeschriebenen  Grenzpunkten  absieht,  zu  Lösungen  des 
Problems  führen.  Da  das  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zwei  Konstanten  enthält,  so  gibt  es  der  Ex- 
trem alen  zweifach  unendlich  viele  und  diejenigen  unter  ihnen, 
die  durch  die  Punkte  J/^,  M^  gehen,  bilden  die  spezielle  Lö- 

*)  Ein  solcher  Beweis  ist  u.  a.  von  P.  Du  Bois-Eeymond  (Mathem. 
Ann.  15  (1879))  gegeben  worden.     Angenommen,  in  dem  Integral 


I  rjFdx 


sei  die  stetige  Funktion  F  an  einer  Stelle  x'  innerhalb  {x^,  x^)  nicht  Null, 
sondern  z.  B.  F{x')  ^  0 ;  dann  wird  dies  wegen  der  Stetigkeit  in  einer 
wenn  auch  noch  so  engen  Umgebung  (1^,  IJ  von  x'  anhalten.  Nun  setze 
man  rj  derart  fest,  daß 

■7]  =  0         in   (a;^,  xj  außerhalb  {^q,  IJ 

r^=={x-^,yi^,-xr-  in(ao,li); 

es  erfüllt  dann  alle  ihm  auferlegten  Bedingungen,  indem  es  stetig  ist  im 

ganzen  {x^,  a^J,  Null  an  den  Grenzen,  und  indem  auch  rf  stetig  ist  in 

(Xq,  iCj);   denn   außerhalb   (|, ,  IJ  ist  es  beständig  Null,  im  Innern  von 
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suüg  der  gestellten  Aufgabe.  Zu  ihrer  Bestimmung  reichen 
die  Grenzbedingungen  gerade  aus;  denn,  schreibt  man  das  In- 
tegral von  (11*)  in  der  Gestalt 

(12)  •  ij  =  (p{x,  c„  c^), 

so  hat  man  zur  Feststellung  der  verlangten  partikulären  Lösungen 
die  Gleichungen: 

yo  =  9'(-^'o>  ^17  ^2);       Vi  =  (pi^i,  Ci,  Ci)- 
Nur  vrenn   sich   für  c^,  c^  reelle  Werte    ergeben,   hat   das    ge- 
stellte Problem  überhaupt  eine  Lösung. 

Es  wäre  Sache  einer  tiefer  gehenden  Untersuchung  zu 
prüfen,  ob  die  Bedingung  (11),  die  zu  einem  Extrem  jedenfalls 
notwendig  ist,  dazu  auch  hinreicht.  Bezügrlich  dieser  Frage  sei 
auf  Spezialwerke  verwiesen. 

394.  Besondere  Fälle  der  Eulerschen  Differential- 
gleichung. —  Neuer  Beweis  des  Hauptsatzes  über 
Kurvenintegrale.  Es  gibt  einige  Fälle,  in  welchen  sich  die 
Ordnung  der  Eiil€rs,Q\\en  Differentialgleichung  unmittelbar  er- 
niedrigt, also  ein  Zwischenintegral  angeben  läßt.  Dadurch  ist 
die  Intecprationsarbeit  abgekürzt. 

a)  Enthält  die  Funktion  f  das  ?/  nicht  explizit,  so  ist 
fy  =  0,  (11)  reduziert  sich  auf  .  -  =  0  und  dies  führt  zu  der 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(13)  fy-  ==  konst. 


do,  ^1)  ist  es  stetig  und  beim  Übergang  von  innen  nach  außen,  d.  i.  an 
den  Stellen  1^  -j-  0  und  |^  —  0  konvergiert  es  ebenfalls  gegen  Null. 

Unter  diesen  Annahmen  reduziert  sich  aber  das  obige  Integral  auf 
das  Teilintegral 


ß 


Fax 


und  hat  mit  diesem  zugleich  einen  von  Null  verschiedenen  positiven 
Wert,  weil  sowohl  >]  ^  0  als  auch  F^O  ist. 

In  analoger  Weise  zeigt  man,  daß  die  Voraussetzung  F{x')  <^  0 
(«0  <C  ^'  <!  •"'^i)  zu  einem  negativen  Wert  des  Integrals  führt. 

Somit  kann 


f' 


i]Fdx  =  0 
sein  nur  dann,  wenn  F=0  ist  im  ganzen  Intervall. 
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b)  Auch  wenn  x  in  f  nicht  explizit  vorkommt,  kann  ein 
Zwischenintegral  allgemein  augegeben  werden;  denn  unter  dieser 
Voraussetzung  ist 

t-,  {f  -  yf,)  -  f,y  +  f,f  -  ff,  -  y't  = :"'  {f,  - 1) ' 

wenn  man  also  von  dem  Falle  y  =  konst.,  der  zu  y'  =  0  führt, 
absieht,  hat  jetzt  (11)  die  Gleichung 

(14)  /•-2/7y  =  konst. 

zur  notwendigen  Folge,  und  das  ist  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung. 

c)  Von  besonderem  Interesse  ist  der  FaU,  daß 

ly'y'  ^  ^ 
ist  für  alle  Wertverbindungen  der  Variablen.  Es  gibt  nur  eine 
Funktion  einer  Veränderlichen  (21),  deren  erste  Ableitung  kon- 
stant und  deren  zweite  Ableitung  somit  beständig  NuU  ist:  es 
ist  die  lineare  Funktion.  Sonach  muß,  soll  obiges  eintreten, 
f{x,  y,  y)  in  bezug  auf  y  die  folgende  Zusammensetzung  haben: 

f{x,  y,  y')  =  P-\-  Qy, 

wobei  F,  Q   lediglich   Funktionen   von  x,  y   sind,    die    nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  in  dem  Gebiete  S  stetig  sein  müssen, 
damit  die  bezüglich  f{x,  y,  y)  gemachten  Voraussetzungen  er- 
füllt seien. 
Da  jetzt 

fy-Q 

ly'x  =    Y-r 

ty'y  ="  ^y 
ist,  so  lautet  die  Gleichung  (H*)  nunmehr: 

(15)  Py-Q.=  ^- 

Ist  dies  heine  Identität,  so  hat  man  in  (15)  schon  die  end- 
liche Gleichung  der  einzigen  Kurve,  die  der  Eulerschew  Diffe- 
rentialgleichung Genüge  leistet;  den  Anfangsbedingungen  wird 
im  allgemeinen  nicht  entsprochen  sein;  das  Problem  läßt  dann 
keine  Lösung  zu. 

C  z üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  32 
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Ist  aber  (15)  eine  Identität,  so  drückt  es  die  Tatsache  aus, 
daß  Pdx  ■\-  Qdi)  das  exakte  Differential  einer  gewissen  Funk- 
tion u{x,  y),  somit 

f(x,  y,  y')dx  =  du 

ist.  Ist  dann  Ä  irgendeine  ganz  in  S  und  zwischen  den  Punk- 
ten MQ{xJyQ),  M^{xjy^)  verlaufende  Kurve,  so  ist  das  längs 
ihr  genommene  Integral 

^fi  =ff(^,  y,  y)^^  =Jdu  =  u(x^,  y^)  —  u{Xo,  2/o), 

sein  Wert  also  nur  abhängig  von  den  Endpunkten  und  nicht 
auch  von  dem  Verlauf  der  ß';  ein  Extremwert  ist  unter  diesen 
Umständen  ausgeschlossen. 

Es  ergibt  sich  sonach  der  Satz,  der  299  auf  anderem 
Wege  bewiesen  wurde: 

Das  zivischen  zwei  Funkten  des  Gebietes  S,  auf  welchem 
die  Funktionen  P,  Q  nehst  ihren  partiellen  Ableitungen  stetig 
sind,  längs  einer  in  diesem  Gebiet  verlaufenden  Kurve  gebildete 
Integral   ( (Pdx -\-  Qdy)  ist  unabhängig   von  dem  Verlauf  der 

Kurve,  ivenn  ^^  =  ^^  ist  im  ganzen  Gebiete. 

'  dy       ox  ^ 

395.  Beispiele.  1)  Es  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  geo-ebenen  Punkten  der  Ebene  zu  bestimmen. 

Sind  xjy^,  xjy^  diese  Punkte,  so  handelt  es  sich  um  den 
kleinsten  Wert  des  Intec^rals 


1 
J^fyi^y'Hx. 


Hier  ist  fix,  y,  y')=  V'^  +  y'^  und  es  kann  der  Sonderfall  a) 
des  vorigen  Artikels  zur  Anwendung  gebracht  werden,  der  zu 
der  Differentialgleichung 

y 

,/7-j — r.  =  konst. 

führt;  ihre  Auflösung  nach  y'  gibt 

y'  =  Ä 
und  das  Integral  hiervon  ist 

y  =  Ax  +  B. 
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Damit  ist  der  analytische  Betveis  für  die  von  Euldiä  zu 
ihrer  Erklärung  benützte  Eigenschaft  der  Geraden  geliefert, 
die  kürzeste   Linie  zwischen  je   zweien  ihrer  Punkte   zu   sein. 

Die  Extremalen  des  Problems  sind  alle  Geraden  der  Ebene, 
und  unter  diesen  bildet  diejenige,  deren  Parameter  sich  aus  dem 
Gleichungspaar 

2/i  =  Ax^  +  B 

berechnen,  die  Lösung  der  speziellen  Aufgabe. 

2)  Unter  allen  Kurven,  welche  zwischen  zwei*)  gegebenen 
Punkten  gezogen  werden  können,  diejenige  zu  bestimmen,  längs 
welcher  ein  nur  der  Schwere  unterworfener  materieller  Punkt 
aus  der  höheren  in  die  tiefere  Lage  in  der  kürzesten  Zeit  gelangt. 

Es  ist  dies  die  erste  zur  analytischen  Lösung  vorgelegte  Auf- 
gabe der  Variationsrechnung**).  Joliann  BernouUi,  der  sie  1696 
gestellt,  gab  der  Bahnkurve  den  Namen  Brachistochrone. 

Wir  nehmen  vorläufig  als  erwiesen  an***),  j,.    ^^s 

die  Bahn  sei  eine  ebene  Kurve  und  liege  in  der  Jl 
durch  die  gegebenen  Punkte  gelegten  Vertikal- 
ebene. Der  höher  liegende  Punkt  Ä,  Fig.  225, 
werde  zum  Ursprung,  die  durch  ihn  in  der 
Richtung  der  Schwere  gezogene  Gerade  Ä  Y 
als  positive  Ordinatenachse  eines  rechtwink- 
ligen Systems  gewählt. 

Zunächst  kann  gezeigt  werden,  daß  der  bewegte  Punkt  an 
einer  Stelle  M  der  Bahn  mit  derselben  Geschwindigkeit  v  an- 


*)  Nicht  in  einer  Vertikalen  liegenden. 

**)  Um  die  Begründung  der  Variationsrechnung  haben  sich  die 
Brüder  Jakob  und  Johann  BernouUi  und  L.  Euler,  um  ihre  theo- 
retische Ausbildung  J.  Lagrange,  A.  M.  Legendre  und  C.  G.  J.  Ja- 
cob i  verdient  gemacht.  Legendre  nahm  insbesondere  die  Frage  nach 
den  speziellen  Kriterien  des  Minimums  und  Maximums  in  Angriff,  die 
Jacobi  zu  einem  Abschluß  brachte.  Die  grundlegenden  Arbeiten  der 
Genannten  sind  in  ihren  wesentlichen  Teilen  in  Ostwalds  Klassikern 
Nr.  46  und  47  leicht  zugänglich  gemacht  worden.  —  Bezüglich  der 
neueren  mit  Weierstrass  beginnenden  Arbeiten  auf  diesem  vielfach 
durchforschten  Gebiet  sehe  man  Oskar  Bolzas  Vorlesungen  über  Va- 
riationsrechnung, Leipzig  1909. 
***)  Siehe  399,  1). 

32* 
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kommt,  mit  welcher  er  in  dem  zugeordneten  Punkt  P  bei 
freiem  Fall  anlangen  würde,  also  mit  der  Geschwindigkeit 
y2gy,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  bedeutet. 
Denn  aus  den  Bewegungsgleichungen 

ds  d^s dy 

dt^'"'       'dT^^^Tls' 

in  welchen  s  den  Weg  Ä3I,  t  die  zu  seiner  Zurücklegung  be- 
nötigte Zeit  bedeutet,  folgt 

d^s         dy  dt 

JT^^^dtds' 
daraus  weiter 

und  durch  Integration  tatsächlich 

weil  dem  Wortlaute  der  Aufgabe  gemäß  die  Anfangsgeschwindig- 
keit Null  ist. 

Hieraus    ergibt    sich    die   zur  Zurücklegung   des  Bahnele- 
ments ds  nötige  Zeit 

V  V      2gy 

und  die  für  den  Wesr  von  A  bis  B  erforderliche  Zeit 


-m 


t  =  \    V^^-dx. 


Somit  handelt  es  sich  um  das  Minimum  des  Integrals 


-'-JY-^'^' 


worin  f(x,  y,  y')  =\/  ~  ;  es  könnte  somit  der  Sonderfall 
b)  des  vorigen  Artikels  zur  Anwendung  gebracht  werden. 
Bildet    man   jedoch    die  Eulersche  Differentialgleichung    (11*) 

mit  Hilfe  von  

1 4-  y"".     f  y' 


r    '     ■''      Vyii  +  y'r 
y'  r  y 


jy'x  —  0,      ty'y—      „,/— ?7i — i — 7^'      ly'y' 


^Vy\^^y")'       ""       {y(i  +  2/'*)}i 
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80  lautet  sie 

\  +  iß-\-  2yf  =  0 

und  drückt,  in  der  Form 

geschrieben,  eine  geometrische  Eigenschaft  der  Extremalen  aus, 
die  in  376  als  den  gemeinen  Zykloiden  von  gemeinsamer  Grund- 
linie eigentümlich  erkannt  worden  ist. 

Man  kann  also  die  Brachistochrone  in  parametrischer  Dar- 
stellung schreiben 

X  =  a(u  —  sin  u) 

y  =  a{l  —  cos  u) 
und  hat  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  a  und  des  zu  B{x^ly^ 
gehörigen  Wälzungswinkels  u^  die  Gleichungen: 

x^  =  a  (Wj  —  sin  mJ 
Vi  =  ö(1  —  cos  Wj); 
zuerst  bestimmt  man  n.^  aus 

Mj  —  sin  Mj       x^ 


1  —  cos  Mj  ?/j  ' 

und   diese    Gleichung   hat   in    dem  Intervall  (0,  2%)   eine   und 
nur  eine  Lösung;  denn  die  Funktion ist    in    diesem 

°  '  1  —  cos  Itj 

Intervall  stetig  wachsend  von  0  bis  oo,  da  ihr  Differentialquotient 


.     u       u  u 

Bin  — -r-  cos  -- 

2  2  2 

.     3m 

sm  — 
2 

außer  u  =  0  keine  reeUe  Nullstelle  hat,  somit  beständig  das- 
selbe u.  zw.  das  positive  Vorzeichen  beibehält.  Ist  ti^  berech- 
net, so  kann  jede  der  beiden  Gleichungeu  zur  Bestimmung  von 
a  verwendet  werden.  So  ergibt  sich  beispielsweise,  wenn  x^  =?/j, 
also    -  =  1  ist,  aus  der  Gleichung 

1  -f  sin  Mj^  —  cos  Uy^  =  Uy 
durch  Näherungsrechnung  u^  =  2'4120,   wozu   das  Winkelmaß 
138^12'  gehört,  und  die  zweite  Gleichung  liefert 

a  =  — ^ —  =  0-5729  ?/i. 

2  sin«  -^ 
2 
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3)  In  einer  Ebene  sind  eine  Gerade  X  und  zwei  zu  einer 
Seite  derselben  liegende  Punkte  ü/q,  31^  gegeben.  Unter  allen 
die  Punkte  verbindenden  Kurven  wird  diejenige  gesucht,  welche 
bei  der  Rotation  um  X  die  kleinste  Fläche  beschreibt. 

Macht  man  die  Gerade  X  zur  Abszissenachse,  einen  ihrer 
Punkte  zum  Ursprung  und  bezeichnet  die  Koordinaten  von 
Mq,  M^  mit  Xq/Pq,  x-^ly^,  so  hat  die  beschriebene  Oberfläche 
den  Ausdruck 

^1     

2nfyyi  -\-ißdx. 

Man  hat  also  das  Integral 

J-=fyVTT7'dx 


zu   einem  Minimum   zu  machen.    Aus  f{x,  y,  y)  =  y/]/l  -f  y"^ 
folgt: 


fy-y^  +  y",    U  = 


yy 


1/1  +  2/' 


y 


r.  =  0      f  ■  = - f ' '  = 


yi+2/'^'      '    1/(1+ 2/' V 

und  hiermit  ergibt  sich  als  Eulersche  Differentialgleichung  des 
Problems 

yiTT^^  - -£=  - -l£=  =  0, 

1/1 +  2/^     Vi^  +  yr 

was  auch  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann.  Dies  ist  aber  der  analytische  Aus- 
druck einer  geometrischen  Eigenschaft  der  Extremalen,  von 
der  377,  4)  erkannt  wurde,  daß  sie  den  in  der  Gleichung 

/  x-l  x-ß\ 

y-^\e-    +e     -  ) 

enthaltenen  Kettenlinien  zukommt. 

Das  allgemeine  Ergebnis  kann  in  dem  Satze  ausgesprochen 
werden,  daß  das  Katenoid  in  der  Kategorie  der  Botations flächen 
eine  Minimal  fläche  ist  (216,  II;  377,  5)). 
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Die  der   speziellen  Aufgabe   entsprechende  Extremale   er- 
gibt sich  aus  den  Grenzbedingungen 


tx    I      — 7. —  ~ 

2/0  =  ^ 


[e  "     +  e     «   j 


sofern  ihnen  durch  reelle  Werte  von  a,  ß  genügt  werden  kann. 
Daß  dies  nicht  immer  der  Fall,  zeigt  die  besondere  Aus- 
nahme —  Xq  =  x^  ^  a,  pQ  =  y^,  die  /3  =  0  und 

zur  Folge  hat;  denn  der  Ausdruck 

26 


i"-^) 


besitzt  ein  Minimum,  und  sobald  —  unter  dieses  Minimum 
sinkt,  ist  eine  reelle  Lösung  nach  6,  also  nach  a,  nicht  mehr 
möglich. 

396.  Integrale,  in  welchen  höhere  Differentialquotienten  der 
unbekannten  Funktion  vorkommen.  Der  Gedankengang,  mittels 
dessen  die  Bedingungen  extremer  Werte  eines  Integrals  von 
der  allgemeinen  Form 


•^1 


'^;  y,  y,  y",--  -y^^^jäx 


festgestellt  werden,  wobei  angenommen  werden  soll,  daß  den 
festen  Integrationsgrenzen  Xq,  x^  vorgeschriebene  Werte  von  y, 
y, ' '  .  ?/(""^)  zugeordnet  sind,  ist  im  Wesen  der  gleiche  wie  bei 
dem  bisher  behandelten  einfachsten  Fall.  Es  wird  genügen, 
wenn  wir  uns  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  beschränken 
und  mit  den  Bedingungen  für  die  Minima  und  Maxima  des 
Integrals 

(16)  J=^ff{x,  y,  y,  y")dx 

befassen. 
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Zu  Xq,  x^  sollen  die  gegebeneu  Werte  ?/q,  y^]  y^,  y[  ge- 
hören; alle  zulässigen  Kurven  gehen  jetzt  durch  zwei  feste 
Punkte  und   haben   dort  vorgeschriebene  Tangentenrichtungen. 

Die  Voraussetzungen  hinsichtlich  der  Stetigkeit  und  der 
Existenz  und  Stetigkeit  der  Ableitungen  von  f  einerseits  und 
von  y  andererseits  müssen  jetzt  entsprechend  erweitert  werden, 
wie  sich  dies  aus  dem  Gange  der  Untersuchung  von  selbst 
ergeben  wird. 

Nimmt  man  die  Variation  von  y  wieder  in  der  Form 

dy  =  trj{x) 

an,  so  muß  die  sonst  beliebige  Funktion  7j(x)  so  beschaffen  sein, 
daß  sie  selbst  und  ihi*  Differentialquotient  ri'(x)  im  ganzen  In- 
tervall stetig  ist  und  an  seinen  Grenzen  verschwindet,  daß  also 

VM  =  0,  7?(a;0  =  0;     rj\xQ)  =  0,  r}\x,)  =  0. 

Ist  einmal  ri(x)  in  solcher  Weise  gewählt,  so  ist  die  ein- 
zelne Kurve  durch  den  Wert  des  Parameters  s  allein  gekenn- 
zeichnet, der  Wert  des  Integrals  eine  Funktion  dieses  Parameters: 

wobei  y,  y,  y"  sich  auf  die  Extremale  beziehen  sollen. 

Bezeichnet  man  die  partiellen  Ableitungen  von  f{x^  y,  y,  y") 
init  fxi  fyj  •  •  •  fy'^'  fy'yy--}  ^o  schreibt  sich 

'^(«)  =j\fyn  +  /i/'V  +  fy"ri"^äx 

und  die  Argumente  der  Ableitungen  von  f  sind  noch  x,  y  -\-  e  i;, 
y  -\-  ST}',  y"  -\-  8  7]"'^  derselbe  Ausdruck  gilt  auch  für  J'{0): 

x^ 

nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  die  Argumente  nunmehr  x,  y, 
y',  y"  sind. 

Wendet  man  auf  die  Glieder  vom  zweiten  angefangen  par- 
tielle Integration  an  und  zwar  so  lange,  bis  r]  selbst  unter  dem 
Integralzeichen  erscheint,  so  ergibt  sich  der  Reihe  nach 
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Jfy'Vdx=[rif,Y^-Jri'^J^dx 

wird  dies  in  den  Ausdruck  für  J\0)  eingetragen,  wobei  zu 
beachten  ist,  daß  die  Klammerausdrücke  zufolge  der  Grenz- 
bedingungen sämtlich  Null  sind,  so  kommt 

X, 

(17)  j'(0)=/;[/;_-f  +  |^]rf,. 

X:, 

Notwendige  Bedingung  für  einen  extremen  Wert  von  J 
ist  das  Verschwinden  von  J'{0\  und  dieses  erfordert  wegen 
der  Willkür,  die  noch  bezüglich  der  Wahl  von  ?;  übrig  bleibt,  daß 

sei.  Dies  ist  die  Eulersche  Differentialgleichung  des  vorliegenden 
Problems,  nach  Ausführung  der  Differentiationen  eine  solche 
der  vierten  Ordnung;  denn  es  ist 

-^  =  fy"x  +  fy">;y'   +  fy'yV'     +  fy"y"y"' 

und  das  letzte  Glied  gibt  bei  neuerlicher  Differentiation  unter 
anderen  auch  den  Bestandteil  fy"y"if^.  Das  allgemeine  Integral 
von  (18)  enthält  vier  Konstanten  und  bestimmt  die  vierfach 
unendliche  Schar  von  Extremalen,  aus  der  sich  die  dem  spe- 
ziellen Problem  entsprechenden  mittels  der  Grenzbedingungen 
herausheben  lassen. 

In  einigen  besonderen  Fällen  kann  die  Ordnung  von  (18) 
unmittelbar  erniedricrt  werden.    Als  solche  seien  angeführt: 

a)  Kommt  y  in  /"nicht  explizit  vor,  so  ist  fy=  0  und  es  läßt 
sich  an  (18)  eine  Integration  ohne  weiteres  ausführen;  ihr  Ergebnis: 

(19)  /;^-^'  =  konst. 

ist  nunmehr  von  dritter  Ordnung. 
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b)  Erscheint  x  nicht  explizit  in  f,  so  beachte  man,  daß 
sich  df  um  ein  Glied  reduziert: 

^f  =  fy^y  +  fy'^y  +  fy^'dy"; 
addiert  man  zu 

df—fydy  —  fy'dij  —  fy"dy"  =  0 
die  mit  dy  multiplizierte  Gleichung  (18),  so  entsteht 

der  erste  Klammerausdruck  ist  aber  das  Differential  von  yf'^ 

j  f  „ 

der  zweite  das  Differential  von  y   -^ y"fy",  daher  gibt  ein- 
malige Integration 

(20)  f -  y'fy^  +  2/'  ^'  -  y'fr  =  konst. 

und  das  ist  wieder  bloß  von  der  dritten  Ordnung. 

c)  Treffen  beide  Umstände  zusammen,  so  gelten  auch  (19) 
und  (20)  gleichzeitig,  somit  reduziert  sich  (20)  auf 

(21)  f  —  y"fy"  =  konst.  +  y'  Konst., 

d.  i.  auf  eine  Differentialgleichung  ziveiter  Ordnung. 

397.  Beispiel.  Unter  allen  Kurven,  die  durch  zwei  feste 
Punkte  gehen  und  daselbst  vorgeschriebene  Tangenten  haben, 
diejenige  zu  bestimmen,  welche  mit  ihrer  Evolute  und  den 
Krümmungsradien  der  Endpunkte  die  kleinste  Fläche  einschließt. 

Ist  Q  der  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  gesuch- 
ten Kurve,  dr  der  Kontingenzwinkel  des  anstoßenden  Bogen- 
elements,  so  kann  das  Element  der  Fläche  zwischen  Kurve 
und  Evolute  mit  Außerachtlassung  von  Größen  höherer  als 
der  ersten  Ordnung  durch       Q^dt   ausgedrückt  werden;   ersetzt 

man  p  und  dt  =  ~-r  ,9  durch  ihre  Ausdrücke,  so  schreibt  sich 

1  +  2/'  ' 

die  Fläche 


JCi 

i/ 


y 


Unter  dem  Integral,   das  ein  Minimum  werden  soll,  steht  die 
Funktion 

j-r  '     "\      (1+2/'*)' 

f{x,y,  y,y  )  - -^^—  » 
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es  liegt  also  der  Fall  c)  der  vorigen  Nummer  vor,  man  hat 
somit  das  Zwischenintegral 

Führt  man  für  a,  ß  neue  Konstanten  a,  y  ein  mittels  der  Sub- 
stitution 

«  =  —  4a  cos  y,       /3  =  —  4a  sin  y, 

schreibt  die  Gleichung  in  der  Form 

4a(cosy  —  2/' sin  y) 

und  substituiert  auf  der  rechten  Seite  y'  =  cotg  \y  ~  v)  j  ^^ 
entsteht 

Q  =  —  4:a  sm  — -; 

dies  ist  aber  der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  einer 
gemeinen  Zykloide,  wenn  u  der  Wälzungswinkel.  Mithin  sind 
die  Extremalen  des  Problems  gemeine  Zykloiden.  Die  Aufgabe, 
die  noch  zu  lösen  ist,  geht  dahin,  durch  zwei  Punkte  mit  vor- 
gezeichneten Tangenten  eine  gemeine  Zykloide  zu  legen. 

398.  Integrale,  in  welchen  zwei  unbekannte  Funk- 
tionen der  Variablen  x  vorkommen.  Es  sind  y,  z  als 
Funktionen  von  x  derart  zu   bestimmen,   daß   sie  das  Integral 

{^^2)  'T=ffi^,  y,  y\  ^,  ^')dx 

zu  einem  Minimum  (oder  Maximum)  machen  und  dabei  den 
Anfangsbedingungen  genügen,  wonach  zu  x^,  x^  gegebene  Werte 
«/q,  y^;  0Q,  z^  von  y,  z  gehören  sollen. 

Nimmt  man  die  Variationen  von  y,  z  in  der  Form 
dy  =  srj{x),  dz  =  st(x) 
an,  wobei  rj^x),  t,{x)  willkürliche  diflFerentiierbare  und  an  den 
Integrationsgrenzen  verschwindende  Funktionen  und  s  einen 
veränderlichen  Parameter  bedeuten,  der  so  einzuschränken  ist, 
daß  dy  <Cö  und  dz  <Cß  sei,  so  erscheint  J,  wenn  einmal  für 
ri,  t,  eine  Wahl  getroffen,  nur  mehr  als  Funktion  von  f: 

J{e)  =j fix,  y  +  sri,  y'  -\-  sri,  z  -\-  £^,  /  -f  s^)dx, 
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worau-s 

die  AbleituDgen  von  f  mit  den  Argumenten  x,  y  -{-  erj,  y'  -\-  sr]', 
0  -\r  st,,  /  -\-  Et,'  geschrieben,  hingegen  ist 

^'(0)  =J\f,V  +  fy'V   +  /-.e  +  fAldx, 

wenn   die  Ableitungen  mit   den  Argumenten  x,  y,  y',  2,  z    ge- 
schrieben werden,  die   sich  auf  die  Extremale  beziehen  sollen. 
Wendet  man  auf  das  zweite  und  vierte  Glied  partielle  In- 
tegration in  der  Weise  an,  daß  man  setzt 

jfy'ndx^[.^f}^l~jri^{y-dx 

Xi  x^ 

J'f,.fd.^{tf,]l-ßf^d., 

SO  wird,  da  die  vom  Integralzeichen  freien  Glieder  mit  Rück- 
sicht auf  die  Anfangsbedingungen  verschwinden,  weiter 


(23)       j'(o)=/[„(/-,-f)  +  s(/;-f); 


dx. 


Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß  dies,  wie  es  das  Vorhanden- 
sein eines  extremen  Wertes  erfordert,  bei  beliebigem  rj  und  ^ 
nur  dann  Null  werden  kann,  wenn 

(24)  ''       "^ 

f.  - 1  =  0; 

denn,  wählt  man  einmal  ^  =  0,  so  kann  durch  die  in  393  be- 
nutzte Schlußfolge  gezeigt  werden,  daß  bei  beliebigem  7]  der 
Faktor  in  der  ersten  Klammer  verschwinden  müsse,  und  durch 
die  Annahme  r]  =  0  kann  der  Nachweis  bezüglich  des  Faktors 
von  ^  geliefert  werden. 

Die  unbekannten  Funktionen  haben  also  einem  System 
von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
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zu  genügen.  Das  allgemeine  Integral,  bestehend  in  zwei  end- 
lichen Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  und  vier  Konstanten,  be- 
stimmt das  System  der  Extremalen,  und  die  Anfangsbedingungen 
reichen  aus,  diejenigen  unter  ihnen  zu  kennzeichnen,  welche  die 
Lösung  des  speziellen  Problems  bilden. 

In  geometrischer  Interpretation  handelt  es  sich  um  die 
Extreme  eines  längs  einer  noch  unbekannten  Raumkurve,  die 
zwei  gegebene  Punkte  verbindet,  genommenen  Integrals. 

Wird  der  Raumkurve  vorgeschrieben,  sie  habe  einer  ge- 
gebenen Fläche  anzugehören,  so  tritt  die  Gleichung 

(25)  Fix,  y,z)=^0 

dieser  Fläche  als  Bedingunsgleichung  hinzu.  Man  kann  dann 
so  verfahren,  daß  man  mittels  (25)  und  der  daraus  resultieren- 
den Gleichung 

(26)  F^  +  F^y'  -f  F^z  =  0 

z  und  /  aus  dem  Integral  eliminiert  und  so  den  FaU  auf  jenen 
zurückführt,  bei  dem  es  sich  nur  um  eine  unbekannte  Funk- 
tion handelt. 

399.  Beispiele.  1)  Unter  allen  Kurven,  welche  zwischen 
zwei  gegebenen  Punkten  gezogen  werden  können,  diejenige  zu 
bestimmen,  längs  welcher  ein  nur  der  Schwere  unterworfener 
materieller  Punkt  aus  der  höheren  in  die  tiefere  Laoje  in  der 
kürzesten  Zeit  gelangt. 

Der  Wortlaut  des  Problems  ist  der  nämliche  wie  in  395,  2); 
dort  aber  wurde  als  selbstverständlich  angenommen,  daß  die 
Beweguncf  von  minimaler  Fallzeit  in  der  Vertikalebene  der 
beiden  Punkte  vor  sich  gehen  werde;  das  kann  jetzt  als  richtig 
erwiesen  werden. 

Wählt  man  die  nach  abwärts  gerichtete  Vertikale  aus  dem 
höheren  Punkt  als  positive  a^-Achse  eines  im  übrigen  beliebig 
gerichteten  orthogonalen  Systems,  so  ergibt  sich  als  Bahnge- 
schwindigkeit an  der  SteUe  M{x\y' z) 

daraus  folgt  die  FaUzeit 

0 
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In  dem  hier  maßerebenden  Intecfral 


,^jy_±^^,^ 


0 

ist/'=T/  — ,   es   fehlen   darin  y,  z,   infolgedessen   ist 

fy=fg  =  ^'t  dann  aber  ergeben  sieh  aus  (24)  unmittelbar  die 
Zwischenintegrale 

r. y_ r  __  z'  

aus  denen  weiter  die  Beziehung 

q/  —  c^ij  =  0 
resultiert,  deren  Integral 

die  Tatsache  ausdrückt,  daß  alle  Punkte  der  Bahn  in  einer 
Vertikalebene  liegen,  und  das:  kann  nur  diejenige  sein,  die  durch 
die  gegebenen  Punkte  geht.  Somit  war  die  früher  gemachte 
Annahme  zutreffend. 

2)  Zwei  auf  einer  gegebenen  Fläche  liegende  Punkte  durch 
die  kürzeste  in  der  Fläche  selbst  verlaufende  Linie  zu  verbinden. 

Ist 

Fix,  y,z)  =  0 

die  Gleichung  der  Fläche  und  sind  MQ{xQlyQlz^,  M.^{x^lyjz^ 
die  beiden  Punkte,  so  befriedigen  ihre  Koordinaten  die  Glei- 
chung, d.  h.  es  ist 

F(Xq,  yo,  ^o)  =  0;        F{x^,  IJi,  Z^)  =  0. 
Es  handelt  sich  darum,  y,  z  als  Funktionen  von  x  derart 
zu  bestimmen,   daß   die  Flächengleichung   durch   sie   identisch 
erfüllt  und  überdies 


ein  Minimum  wird. 

Schreibt  man  die  Bedingungsgleichung  für  das  Minimum 
in  der  Gestalt 


dJ 


=  sr(P)=f[(/,-^öy  +  {f^-^ö;]dx  =  0 
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(s.  Gl.  (23)),  SO  folgt  aus  ihr,  da 

/  =0      f>=^       y ^ 


als  erste  Bedingung 


/■  =  0         /•'  = - =  -  ^ 


, d V  ^  dz 

dx       ^  dx  ' 

weil  ferner  die  variierte  Kurve  auch  der  Fläche  angehört,  daher 

F{x,y^dy,  z-^dz)==0 

sein  muß,   so  besteht  für  entsprechend  eingeschränkte  8y,  Ö2 
bis  auf  Größen  höherer  Kleinheitsordnung  die  Beziehung 
F^dy-{-FJz  =  0. 

Hieraus  schließt  man  auf  die  Verhältnisgleichung 
^dy        ^  dz 
ds  ds 

dx  dx 

aus  der  weiter  abgeleitet  werden  kann 

dy  ■,  dy  d 2      dz        dy^dydzdz 

ds      ds  ds      ds         ds      ds        ds      ds 
dy  dz     ~       TP  dy  dz     5 

ds  ds  '  ds  ds 

aus 

(i-:r+(^r+(sT=i -^^/r:+^.^+^-ii=o 

folgt   aber,   daß  Zähler   und  Nenner   des  letzten  Bruches   be- 

fi  1*       fi  ^  _      (I  'IT 

ziehungsweise  durch  —   ,    d  -T  und  —  F^  ~r'     ersetzt    werden 
^  ds       ds  ^  ds 

können,  so  daß  schließlich  die  Beziehung 

d^x       d-y       d-2 
ds'        ds'        ds' 

zustande  kommt.  Die  Zähler  der  drei  Brüche  sind  den  Rich- 
tungskosinus der  Hauptnormale  der  Kurve,  die  Nenner  den 
Richtungskosinus  der  Normale  der  Fläche  proportional.  Es 
ergibt  sich  daraus  für  die  kürzeste  Linie  die  Eigenschaft,  daß 
in   allen   ihren   Punkten   die  Hauptnormale   mit   der   Flächen- 
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normale  vereinigt  liegt,  die  Oskulationsebene  der  Kurve  also 
auf  der  Tangentialebene  der  Fläche  senkrecht  steht.  Sonach 
ist  die  Tiürzeste  Linie  irnnier  eine  geodätische  Linie  (221). 

400.  Isoperimetrische  Probleme.  Unter  dieser  Be- 
zeichnung faßt  man  alle  Probleme  zusammen,  welche  darauf 
hinauslaufen,  eine  Funktion  so  zu  bestimmen,  daß  ein  von  ihr 
und  ihren  Ableitungen  abhängiges  Integral  einen  extremen  Wert 
annimmt  und  ein  anderes  analog  zusammengesetztes  Integral 
gleichzeitig  einen  vorgeschriebenen  Wert  erlangt.*)  Der  Name 
.  ist  von  einem  sjDezieUen  und  zwar  dem  ältesten  Problem  dieser 
Art  genommen,  bei  dem  es  sich  darum  handelt,  unter  umfangs- 
gleichen  —  isoperimetrischen  —  Figuren  der  Ebene  (oder  einer 
Fläche)  die  inhaltsgrößte  zu  bestimmen. 

In  geometrischer  Ausdrucksweise  lautet  das  einfachste  iso- 
perimetrische Problem  wie  folgt: 

Unter  allen  Kurven,  welche  außer  den  allgemeinen  Be- 
dingungen der  Zulässigkeit  noch  die  besondere  erfüllen,  daß  sie 
dem  Integral 

(27)  K  =Jg{x,  y,  y')dx 

einen  vorgeschriebenen  Wert  l  geben,  sind  diejenigen  zu  suchen, 
längs  welcher  das  Integral 

(28)  J=J'f{x,ij,y')dx 

einen  extremen  Wert  erlangt. 

Die  zulässigen  Kurven  sind  hier  dem  Variationsproblem 
ohne  Nebenbedingung  gegenüber  auch  noch  durch  die  Forde- 
rung K  =  l  eingeschränkt.  Ist  ^^  mit  der  Gleichung  y  =  y^  {x) 
eine  Extremale  des  Problems  und  erteilt  man  ihr  die  Variation 

(29)  Sy  =  £y]{x)  +  s^ri^{x), 

wobei  ri,  rj^  beliebige  Funktionen  bedeuteu,  deren  Wahl  nur 
durch  die  Forderungen  der  Stetigkeit,  auch  von  r]'  und  r][,  und 


*)  In  der  bei  den  gewöhnlichen  Extremen  (I,  5.  Abschn.)  gebrauch- 
ten Terminologie  entsprechen  die  isoperimetrischen  Probleme  den  relativen 
Extremen,  die  anderen  Variationsprobleme  den  absoluten  Extremen. 
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des  Verscliwindens  an  den  Inteffrationsgrenzen  gebunden  ist, 
so  verwandelt  sich  K,  wenn  diese  Wahl  einmal  getroffen  ist, 
in  eine  Funktion  von  s  und  e^,  die  wieder  den  Wert  l  annehmen 
muß^  soll  man  unter  den  zulässigen  Kurven  bleiben,  mithin  drückt 

(30)  K{£,  O  ==J  g(x,y  +  ei]^  8^7^,,  y'  +  £^/'  +  £,  Vi)  ^^^  =  ^ 

eine  Beziehung  zwischen  den  Parametern  aus,  aus  der  sich 
durch  Differentiation  nach  dem  als  unabhängig  angenommenen  s 
die  weitere  Beziehung 

(31)  j  [gyn  +  gy'^ü  (^x  4-'^' J  [g,vi  +  gy'^i\]  dx  =  o 

Xj  Xg 

ergibt;  hierin  sind  die  Ableitungen  von  g  mit  den  Argumenten 
X,  y  -\-  £7]  -{-  s^rj^,  y'  -\-  erj'  -{-  s^rj[  zu  schreiben. 

Der  Stelle  0/0  des   zulässigen  Gebiets  von  s/s^  entspricht 

de         .        . 
die  Extremale  ^q;  der  ihr  zugehörige  Wert  von  -~  ergibt  sich 

aus  (ol),  wenn  mau  darin  £  =  0,  f^  =  0  setzt;  bezeichnet  Kq 
den  Wert  des  ersten,  K^  den  Wert  des  zweiten  Integrals  nach 
Ausführung  dieser  Substitution,  so  wird 

dabei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  daß  %(:i")  sich  so  wählen  lasse, 
daß  Kj^^  0  sei.    Diese  Voraussetzung  ist  begründet;  denn  wäre 


-^1 

■^1  =f[gt,vi  +  g,'vd(^^  =  0 


wie  mau  auch  t]^  wählen  möge,  so  hieße  das,  K^  und  also 
auch  K  selbst  sei  längs  ^^  ein  Extrem ;  dann  aber  wäre  es 
unzulässig,  K  einen  Wert  vorzuschreiben,  wie  es  im  Sinne  des 
Problems  liegt. 

Infolge  der  Variation  (29)  verwandelt  sich  auch  J  in  eine 
Funktion  von  s,  s^: 

x^ 

Jih h)  =Jfi^' y  +  £v  +  ^1  Vi,  y  +  ^y  +  hVi)dx, 

Xo 

Cz  üb  er,  Vorlesungen    II.    3.  Aufl.  33 
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die  aber  mit  Hilfe  der  Relation  (30)  auf  eine  Funktion  von  s 
allein  zurückgeführt  werden  könnte;  vollzieht  man  diese  Eli- 
mination nicht,  so  liefert  die  Differentiation  nach  s: 

darin  sind  die  Ableitungen  von  f  mit  den  Argumenten  x, 
y  -\-  srj  -{-  Sj^Tji,  y'  -\-  Sfj'  -{-  s^rji'  zu  schreiben.  Für  die  Extremale, 
d.  i.  an  der  Stelle  0/0  des  Gebiets  von  s/s^ ,  muß  J/  Null  wer- 
den; bezeichnet  man  also  die  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Werte 
des  ersten  und  zweiten  Integrals  mit  Jq,  J^,  so  hat  man  als 
Extremalbedingung 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Nebenbedingung,  aus  der  (32)  her- 
vorgegangen war: 

(33)  j-„-^j;  =  o. 

Denkt  man  sich  die  Funktion  rj^  (x)  einmal  angenommen,  so 
besitzt  ^  einen  nur  von  ihr  (und  f)  abhängigen  festen  Wert 
—  A*),  und  es  lautet  die  Bedingung  für  das  vollständige  Problem 
(Extrem  samt  Nebenbedingung)  endgültig: 

oder  ausgeschrieben: 

flfyV   +  fyrV'^X   4-    ^f[9yV   +  9y>V'](i^  =   0, 

und  in  anderer  Zusammenfassung: 

Xi 

(34^  JKfy  +   ^^yh   +  ify>  +  ^9y>>ndX  =  0. 

Xq 

Vergleicht  man  dies  mit  der  Bedingung  (9),  die  sich  in 
392  für   ein  Extrem   ohne  Nebenbedingung  ergab,  so  gelangt 


*)  Indessen  hängt  l  auch  nicht  von  der  Wahl  des  tj^  ,  sondern  nur 
von  der  Natur  des  Problems,   also  von  den   beiden  Funktionen  f,  g  ab; 

denn  aus  (33)  folgt  ^=  -^,  die  rechte  Seite  enthält  nur  mehr  tj  und 

das  war  willkürlich  geblieben.    Es  gehört  also  zu  jedem  isoperimetrischen 
Problem  eine  bestimmte  Konstante. 
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man  zu  einer  sehr  einfachen  Ausdrucksweise  für  das  Erirebnis 
der  Untersuchung,  zu  der  Eulerschen  Begel,  die  an  den  Vorgang 
bei  Aufsuchung  relativer  Extreme  im  gewöhnlichen  Sinne  (125) 
erinnert. 

Soll  das  Integral 


durch  geeignete  Bestimmung  der  Funktion  y  zu  einem  Extrem 
gemacJit  werden  unter  Einhaltung  der  Bedingung,  daß  das  Integral 

K==J  g{x,y,ij')dx 

einen  vorgeschriebenen  Wert  l  annehme,  so   kommt  dies  darauf 
zurück,  das  Integral 

f[f-{-kg]dx 

zu  einem  Extrem  schlecht tveg  zu  machen. 
Die  zugehörige  i^M^ersche  Gleichung 

(36)  f^-^^  +  ,{g^-il^)^0 

oder  kurz  geschrieben 

(35*)  fl,-'lS^  =  0. 

wenn  man  unter   H  das  Aggregat  f  -\-  Xg  versteht,  führt  zu 
einer  allgemeinen  Lösung  von  der  Zusammensetzung 

(36)  y--^(f{x,l,c^,c,}; 

zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  q,  c^  und  der  iso- 
perimetrischen Konstante  l  hat  man  die  Grenzbedingungen 

und  die  isoperimetrische  Bedingung 

K  =  l. 

401.  Beispiele.  1)  Unter  allen  Linien  von  gegebener 
Länge  21,  die  zwischen  zwei  Punkten  M^,  M^  in  der  Ebene 
gezogen  werden  können,  diejenige  zu  bestimmen,  die  mit  der 
Sehne  MqM^  zusammen  die  größte  Fläche  einschließt. 

33* 
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Legt  man  die  Abszissenachse  durch  Mq,  M^,  den  Ursprung 
in  die  Mitte  der  beiden  Punkte,  und  bezeichnet  die  (positive) 
Abszisse  von  M^  mit  x^  (Fig.  226),  so  soll 

J  =  f  ydx 

ein  Maximum  werden  und  gleichzeitig 

-'     ■'  K  =y  Vr+7  V7^  =  2 1 

sein. 

Man  hat  also  im  vorliegenden  Falle  H  =  y  -{-  l  ]/l  +  y'^> 
daraus  folgt 

Xy'  dJSy,  ly" 


ff..=  1 


dx 


(1  +  y'^-^ 


die  Differentialcrleichuns:  des  Problems  ist 


1 


ly" 


(1  +  2/'^ 


=  0 


und  besagt,  daß  die  Extremale  die  Eigenschaft  q  =  X  besitzt, 
also  ein  Kreis  ist.  Schreibt  man  demnach  das  allgemeine  In- 
tegral in  der  Form 

{x  -  af  +  (i/  -  hy  =  l\ 
so  hat  man  zur  Bestimmung  von  a,  h,  X  die  Grenzbedingungen 

{x^  +  ay  +  &^  =  A2 

{x,  -  af  +  ?/  =  X" 

und  die  Forderung  K  =  21. 

Der  vorgeführten  Lösung  kann  aber  nur  beschränkte  Gel- 
tung zuerkannt  werden,  weil  sie  ^Z  als  eine  in  dem  Intervall 
( —  x^,  x)   eindeutige    Funktion   voraussetzt*),    was  jedoch  nur 


*)  Diese  Bemerkung  wird  bei  allen  geometrischen  Problemen  gelten, 
da  man  bei  der  zu  suchenden  Kurve  die  Eindeutigkeit  von  y  (und  das 
Endlichbleiben  von  y')  im  Intervall  {x,,,  xj  nicht  von  vornherein  an- 
nehmen kann.  Diesem  Bedenken  begegnet  die  von  Weierstrass  ausgebil- 
dete parametrische  Behandlung  der  Variatiousprobleme. 
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bedingt  zutreffen  wird.  Es  könnte  somit  ein  Zweifel  darüber 
entstehen,  ob  das  Resultat  von  allgemeiner  Geltung  ist.  Hier 
kann  die  Schwierigkeit  durch  Anwendung  von  Polarkoordinaten 
behoben  werden;  bei  Benutzung  des  Systems  OX,  Fig.  227, 
hat  man  die  Ansätze 

J 


0 

^=/Vr2  +  /^^^  =  2Z; 

0 

somit  ist  jetzt 


H=r  + 


Xr 


Ä..  = 


Xr 


dE^.        X{r^r"  —  rr'') 


]/r^  +  r'-'        «^qP 


und  hieraus  ergibt  sich  die  Differentialgleichung  des  Problems 

die  das  frühere  Resultat  bestätigt;   das  veränderte  Vorzeichen 
hängt  mit  dem  Umlaufssinn  zusammen. 

Wählt  man  den  Mittelpunkt  C  des  Kreises  bei  nach  auf- 
wärts gerichteter  Achse  zum  Pol  und  schreibt  die  Gleichung 
der  Extremale 

r  =  l, 

so  lautet  die  isoperimetrische  Bedingung 


gibt  ausgeführt 


2fldcp  =  21, 


X  aresin    '  =  Z, 


und  setzt  man    .    =  xt ,  so  ergibt   sich  zur  Bestimmung  von  ^ 
die  Gleichung 


^-ö-  =  sin  ^. 


die   wegen  x^<,l  m   dem   Intervall   (0,  n)   eine   und   nur   eine 
Wurzel  hat,  aus  der  sich  dann  X  ergibt. 
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2)  Unter  allen  Linien  von  gegebener  Länge,  welche  in 
einer  Vertikalebene  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  verlaufen, 
diejenige  zu  finden,  deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Mit  dieser  Aufgabe  ist  auch  die  Frage  nach  der  Gleich- 
gewichtsfigur eines  schweren,  homogenen,  an  seinen  Enden  fest- 
gehaltenen Fadens  gelöst. 

Ordnet  man  die  positive  Ordinatenachse  vertikal  nach  auf- 
wärts an  und  bedenkt,   daß  sich  die  Schwerpunktsordinate  als 

^/ 
Quotient  aus  dem  Integral  /  ^]/l  -|-  y'^dx  durch    das    Integral 

/  ]/l  -f-  y'^dx  ausdrückt,  und  daß  letzteres  die  gegebene  Bogen- 

länge  darstellt,  so  erkennt  man,  daß  das  Problem  darauf  zurück- 
kommt, das  Integral 

J  =- fy^/V^Hx 

zu    einem   Minimum   zu  machen    durch   eine   solche   Funktion, 
die  dem  Integral 


•«-1 
K=fyi  -\-y''dx 


den  vorgeschriebenen  Wert  l  verleiht. 

Zu  denselben  Ansätzen  führt  auch  die  folgende  rein  geo- 
metrische Aufgabe:  In  einer  Ebene  zwischen  zwei  Punkten  eine 
Kurve  von  gegebener  Länge  zu  ziehen,  die  bei  der  Rotation 
um  eine  in  der  Ebene  liegende  Gerade  die  kleinste  Fläche  be- 
schreibt. 

Da   es   sich   um   das   Minimum   schlechtweg   des   Integrals 

j\y  i-  x)yr+y''cix 

handelt,  also  um  das  gleiche  Problem  wie  in  Beispiel  3),  395, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  y  -\-  l  an  die  Stelle  von  y  ge- 
treten ist  (wodurch  sich  y  nicht  verändert),  so  kann  die  Lö- 
sung unmittelbar  angegeben  werden;  sie  lautet: 
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Die  Extremalen  des  allgemeinen  Problems  sind  Kettcnlinien] 
zur  Bestimmung  derjenigen,  welche  den  speziellen  Bedingungen 
genügen,  lassen  sich  die  erforderlichen  Gleichungen  aufstellen. 

Führt   man ==  u  als  Parameter  ein,   so  hat   die  Ex- 

tremalenschar  die  Gleichungen  (34): 

und  es  muß  a  >  0  sein,  soll  u  gleichzeitig  mit  x  wachsen.  Die 
Ansätze  zur  Konstantenbestimmunoj  und  zur  Ermittlung  der 
Grenzen  von  u  sind  nun: 

Xq  =  ß  -\-  a«o         ^0  =  ^  cosh  Uq 

Xj  =  /3  -f-  au^         yi=<^  cosh  M^ , 

l  =  ci  (sinh  Ui  —  sinh  Uq). 

Benutzt  man  ~^~^ — -  =  ^ ,    -^— ^ — -  =  v  als  Hilfsgrößen,  so 
ergibt  sich 

y^  —  y^  =  a  (cosh  u^  —  cosh  Uq)  =  2a  sinh  fi  sinh  v 
l  =  2a  cosh  II  sinh  v , 
daraus  durch  Division 

tgh^  =  ^^-^; 

auf  Grund  dieser  Gleichung  kann  mittels  einer  Tafel  der  hyperboli- 
sehen  Funktionen  (oder  mittels  der  Gleichung  g^,  =  ,  1  /i, 
dann  aus 


]//^  —  {y^  —  y^Y  =  2a  sinh  v ,     x^  —  Xq  =  2av 

der  Quotient 

sinhy  ^  yi^  —  (Vi  —  j/o)' 

1/  *t/*      """'■    «^Q 

und   aus    diesem  v   selbst   berechnet   werden;   dann   aber  ist  es 
leicht,  der  Reihe  nach  Uq,  u^,  a  und  ß  zu  bestimmen. 

3)  Unter  den  Linien  von  gegebener  Länge  ?,  welche  zwei 
gegebene  Punkte  ilfo-»  ^^i  ^^n  positiver  Ordinate  verbinden  und 
ganz  zu  einer  Seite  der  a-'-Achse  verbleiben,  diejenige  zu  be- 
stimmen, die  mit  den  Ordinaten  von  31^,  M^  und  der  Abszissen- 
achse eine  Figur  begrenzt,  bei  deren  Rotation  um  diese  Achse 
das  größte  Volumen  erzeugt  wird. 
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Aus   den  Formeln  für  das  Volumen   und  die  Bogenlänge: 

v^-xii/dx,      s  =  j  yi  ■\- y'^dx 

folgt,  daß  es  auf  das  Maximum  des  Integrals 

j\y'+xyT^r^')dx 

ankommt.     Aus  H  =  y^  -\-  A]/l  -\-  y''  erhält  man 

die  Differentialgleichung  der  Extremalen  des  Problems  lautet  also 

2y ^  =  0 

(1  +  2/'^)^ 
und  drückt,  in  der  Gestalt 

X 
^  =  2y 

geschrieben,  eine  geometrische  Eigenschaft  dieser  Kurven  aus, 
die  sie  als  elastische  Linien  kennzeichnet.  Ersetzt  man  nämlich 
y"  durch  y'  -j~  und  trennt  die  Variablen,  so  ergibt  sich 

v'dy'     ^  2ydy 

und  durch  Integration 

1  cc  —  y^ 

nach  Auflösung  in  bezug  auf  y'  und  abermalige  Integration 
schließlich 

f   {(^  —  y-)dy    . 

^"^^     J  V^'-{a-yr' 
dies  aber  unterscheidet  sich  von  dem  in  377,  3)  gefundenen  Re- 
sultate dadurch,  daß  x  und  y  miteinander  vertauscht  sind. 

Die  endgültige  Darstellung  ist  —  von  dem  Grenzfall  tt  =  X 
abgesehen,  der  auf  ein  elementares  Integral  führt  —  nur  mittels 
elliptischer  Integrale  möglich. 

Mit  vorstehender  Aufgabe  ist  die  Frage  nach  der  Gestalt 
beantwortet,  die  ein  homogener  elastischer  Stab  annimmt,  der 
an  den  Endpunkten  festgehalten  (nicht  eingespannt)  wird. 
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4)  Unter  allen  Kurven  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten, 
die  mit  den  Endordinaten  und  der  Abszissenachse  Figuren  von 
gegebenem  Fläcbeniuhalt  bilden,  diejenige  zu  bestimmen,  die 
bei  der  Drehung  um  die  a;-Achse  die  kleinste  Fläche  beschreibt. 

Das  Problem  führt  auf  die  Extremalen  des  Integrals 

J  (3/1/1  -¥y"'  +  ly)dx; 
Die  zugehörige  Differentialgleichung 

kann  in  die  Gestalt 

ldy  +  dl-—^=^\  =0 


gebracht  werden  und  gibt  nach  zweimaliger  Integration 
X  +  a=  I  ~= 


ily  +  ß)dy  _ 
X^)y^-2ßly 


Das  Integral  ist  in  endlicher  Form  ausführbar;  sein  Re- 
sultat und  damit  die  Natur  der  Kurven  hängt  wesentlich  davon 
ab,  ob  1  —  P  positiv,  negativ  oder  NuU  ist;  im  letztgedachten 
Falle  erhält  man  algebraische  Kurven  dritter  Ordnung.  Die 
Annahme  ^  =  0  führt  auf  gerade  Linien.  Mit  der  Annahme 
A  =  0  ist  die  Nebenbedingung  aufgehoben,  man  kommt  daher 
in  den  FaU  der  Kettenliuie  zurück  (895,  3)). 

5)  Unter  allen  Kurven  zwischen  zwei  Punkten  J/^,  M^, 
die  bei  der  Rotation  um  die  a;-Achse  eine  gegebene  Oberfläche 
beschreiben,  diejenige  zu  bestimmen,  die  mit  den  Endordinaten 
und  der  Abszissenachse  eine  Figur  begrenzt,  welche  bei  der- 
selben  Rotation  das  größte  Volumen  erzeugt  (Rotationskörper 
größten  Volumens  bei  gegebener  Oberfläche). 

Es  handelt  sich  um  das  Maximum  des  Integrals 


1 

J\y'+XvVlT7"')dx. 


Da   X   m  H  nicht  explizit  vorkommt,   kann  nach  394,  b) 
das  Zwischenintegral 
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unmittelbar  angesetzt  werden,  woraus  dann 

dy 


_  r     (ß-y')dy 


'  y') 

folgt 

Soll  der  Meridian  von  der  a;-Aclise  ausgehen,  so  muß  die 
vorb ergehende  Gleichung  auch  durch  1/  =  0  zu  befriedigen  sein, 
was  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  /3  =  0;  dann  aber  ergibt  sich 
als  Gleichung  der  Extremale 

{x  +  af  +  y^  =  l\ 

darstellend  die  Schar  der  Kreise  aus  den  Punkten  der  a;- Achse. 
Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Kugel  hei  gegebener  Oherfläche  das 
größte  Volumen  besitzt. 

Zu  dem  nämlichen  System  von  Extremalen  führt  das 
Problem  des  Rotationskörpers  kleinster  Oberfläche  bei  gegebenem 
Volumen;  man  erkennt  die  Richtigkeit  dieser  Aussage  ans  der 
Bemerkimg,  daß 

wenn 

H=ijyi  +/2  +  Xv'   und   Ä  =  y 

gesetzt  wird.  So  ordnet  sich  allgemein  jedem  isoperimetrischen 
Problem  ein  reziprokes  zu  und  beide  besitzen  dasselbe  Extre- 
malensystem.*) 

6)  Die  Gestalt  eines  homogenen  Rotations- 
körpers von   gegebener  Masse   zu  bestimmen, 
der  auf  einen  in  der  Rotationsachse  gelegenen 
bestimmten  Massenpunkt  die  größte  Anziehung 
'pIp'       ^      ausübt. 
Das   schraffierte   Element  des   Flächenstreifens  PF'M'M, 
Fig.  228,  beschreibt  bei  der  Rotation  um   OX  einen  Ring,  der 
auf  die  Masseneinheit  in   0  die  Anziehung 

^TtQridr\dx  x 

«'  +  ■ff     >/ä*+Y* 

ausübt,   wenn   o  die  Massendichtigkeit   ist.     Demnach  beträgt 


*)  Reziprozitätsgesetz  der  isoperimetrischen  Probleme  von  A.  Ilayer' 


/= J(i_-^=Vx 
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die  von  der  Zone  des  Körpers,  die  von  FF' M' M  erzeugt  wird, 
ausgehende  Anziehung 
y 
2'jtQxdx  I  — ^—  -3  =  27tQ  (1 .]dx. 

u 

Man  hat  also,  um  der  gestellten  Aufgabe  zu  genügen,  y 
derart  zu  bestimmen,  daß  das  Integral 

X 

ein  Maximum  werde,  während  crleichzeitior  das  Integral 

jifäx 
einen  vorgeschriebenen  Wert  erlangt. 

Die  Funktion  H=  1 ==:r  +  Z^/^  ist  unabhängig  von 

y',  daher  Hy'  =  0,  d.  i. 

bereits  die  endliche  Gleichung  der  Extremalen;  aus  ihrer  Polar- 
gleichung 

0    .     cos  qp         ^ 

erkennt  man  unmittelbar,  daß  der  Meridian  eine  im  Endlichen 
geschlossene,  in  bezug  auf  0  symmetrische  Kurve  ist. 

Zur  Bestimmung  von  l  dient  die  gegebene  Masse.  Die 
Grenzen  der  Integrale  ergeben  sich  nachträglich  aus  der  Glei- 
chung der  Kurve. 

B.  Partielle  Differentialgleichungen. 
§   1.     Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
402.     Stellung  des  Problems.     Geometrische  Deu- 
tung.    Eine  partieUe  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit 
zwei   unabhängigen  Variablen  x,  y  und  einer   abhängigen  z  in 
allgemeinster  Form    drückt    eine   Beziehung    zwischen    x,  y,  z 

und  den  Ableitungen 

dz  c  z 

ex  oy       -^ 

aus,  kann  also  geschrieben  werden: 

(1)  Fix,  y,  z,  p,  q)  =  0. 
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Jede  Bestimmung  von  z  als  Funktion  von  x^  y,  welche 
mit  ihren  ersten  Ableitungen  diese  Gleichung  identisch,  d.  h. 
für  alle  Wertverbindungen  xjy  befriedigt,  heißt  ein  Integral 
derselben.  Die  Gleichung  (1)  integrieren  heißt  alle  ihre  Inte- 
grale bestimmen. 

Faßt  man  x,  y,  z  als  Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume 
auf,  so  entspricht  einem  funktionalen  Zusammenhange  zwischen 
z  und  X,  y  eine  Fläche.  Ist  dieser  Zusammenhang  ein  solcher, 
daß  er  die  Gleichung  (1)  identisch  erfüllt,  mit  andern  Worten, 
ist  das  so  bestimmte  z  ein  Integral  von  (1),  so  heißt  die 
Fläche  eine  Integralfläche  der  Gleichung. 

Bei  dieser  Auffassung  kommt  auch  den  Ableitungen  p,  q 
von  z  eine  geometrische  Bedeutung  zu:  sie  bestimmen  die 
Stellung  der  Tangentialebene  im  Punkte  x/y/z  an  die  betref- 
fende Fläche,  deren  Gleichung  ja  lautet: 

(2)  pü  -x)  +  ciiij  _  2/)  _  (e  -  ^)  =  0. 

Hiernach  sind  durch  den  Komplex  der  fünf  Größen  x,  y,  z,  p,  g 
ein  Punkt  im  Räume  und  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  be- 
stimmt-, diese  geometrische  Verbindung  nennt  man  ein  Flächen- 
element'^)  und  bezeichnet  x/'yjzlpjq  als  seine  Koordinaten. 

Ist  eine  Fläche  durch  ihre  Gleichung 

(3)  ^{x,  y,  z)  =  0 

gegeben,  so  können  die  zu  einer  Wertverbindung  x/y  (eines 
gewissen  Bereichs)  gehörigen  Werte  von  z,  p,  q,  die  beiden 
letzteren  aus  den  Gleichungen 

ermittelt  werden;  dadurch  ist  ein  Punkt  der  Fläche  (3)  und 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene,  die  Tangentialebene,  bestimmt. 
Folglich  definiert  die  endliche  Gleichung  (3)  so  viele  Flächen- 
elemente, als  die  durch  sie  dargestellte  Fläche  Punkte  aufweist, 
d.  h.  c»2  Flächenelemente  (8). 


*)  Dieser  Begriff  ist  gleichzeitig  mit  dem  Begriff  des  Linienelementes 
in  den  Jahren  1870 — 71  von  Sophus  Lie  eingeführt  worden;  vgl.  die 
Fußnote  zu  340. 
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Es  entsteht  die  Frage  nach  der  Menge  der  Flächenelemente, 
welche  durch  die  Differentialgleichung  (1)  definiert  sind.  Er- 
teilt man  x,  ?/,  z  bestimmte  Werte,  so  drückt  (1)  nur  noch 
eine  Beziehung  zwischen  j),  g  an  der  Stelle  xjylz  aus  und  lie- 
fert zu  jedem  angenommenen  Werte  von  p  im  allgemeinen 
einen  anderen  Wert  (oder  deren  mehrere)  von  q,  also  oo^ 
Wertverbindungen  _p/g;  jede  Wertverbindung  führt  zu  einem 
Flächenelement  mit  dem  Träger  xjijjz.  Da  dies  für  jeden 
Punkt  des  Raumes  (unter  Umständen  bloß  für  einen  Teil  des 
Raumes)  gilt,  so  ist  die  gestellte  Frage  dahin  zu  beantworten, 
daß  die  Grleichung  (1)  cx)'*  Flächenelemente  definiert. 

Um  einen  Einblick  in  deren  Anordnung  zu  erlangen,  stellen 
wir  folgende  Betrachtung  an.  Die  Gesamtheit  der  Ebenen  der 
Flächenelemente  mit  dem  bestimmten  Träger  xjy'jz  ist  durch 
die  Gleichung 

[h)  p{%  _  a;j  +  g(^  _  2/)  _  (e  -  ^f)  =  0 

dai-gestellt,  wobei  die  Parameter  ^j,  g  durch  die  Gleichung 

(1)  F{x,y,z,p,q)^^ 

untereinander  verbunden  sind.  Im  allgemeinen  werden  die 
Ebenen  durch  einen  Kegel  eingehüllt;  um  diesen  zu  erhalten, 
hat  man  (5)  und  (1)  nach  einem  der  Parameter,  z.  B.  nach  p 
zu  differeutiieren ,  dabei  den  anderen  als  Funktion  von  diesem 
aufzufassen  und  aus  den  so  erhaltenen  Gleichungen 

{l-x)^{ri-y)%-^ 

^4.^^  =  0 
dj)         dq  dp 

den  Differentialquotienten  —  zu  eliminieren;  die  so  gewonnene 
Gleichung 

(6)  (|-».)|f-(,-!/)|f-0 

im  Verein  mit  (5)  und  (1)  bestimmt  den  Kegel,  man  hat,  um 
seine  Gleichung  zu  erhalten,  zwischen  den  genannten  drei 
Gleichungen  oder  zwischen 

I  — a;  ^  n  —  y  g  — g 

(7)  BF  dF'^oF      ,    dF 
8p  oq  dp  dq 
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und  (1)  p  und  q  zu  eliminieren.  Geometrisch  bedeuten  die 
Gleichungen  (7)  eine  durch  xjyjz  laufende  Gerade,  die  mit  dem 
Punkte  zusammen  ein  Linienelement  bestimmt,  das  in  der  Ebene 
des  betreffenden  Flächenelements  liegt,  und  der  Ort  dieser 
Linienelemente  ist  der  in  Rede  stehende  Kegel,  den  man  als 
den  zu  x/yjz  gehörigen  Elementarhegel  bezeichnet.*) 

Dies  alles  gilt  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß 
die  Nenner  in  (7)  wirklich  von  p,  q  abhängen;  hängen  sie  hin- 
gegen nur  von  x,  y,  z  ab,  so  gibt  es  in  dem  Punkte  x'jyjz  nur 
em  Linienelement,  durch  das  alle  zu  diesem  Punkte  gehörigen 
Flächenelemente    hindurchgehen,    so    daß    deren    Ebenen    ein 

Büschel  bilden.  Sollen  aber  zunächst  75-,  -^^  nur  von  x,y,z 
abhängen,  so  muß  (1)  in  bezug  auf  2>,  q  linear  sein,   also    die 

Form 

ap  -{-  ßq  —  y  =  0 

haben,  wobei  a,  ß,  y  nur  mehr  Funktionen  von  x,  y,  z  sind; 
alsdann  ist  nämlich 

dF  dF       ^         dF       ^    dF  ,     „ 

der  dritte  Nenner  in  (7)  also  auch  unabhängig  von  p,  q,  und 

sind  die  Gleichungen  des  einzigen  zu  xjyjz  gehörigen  Linien- 
elements. 

Dabei  ist  abgesehen  von  Punkten,  in  welchen  die  Nenner 
in  (7)  oder  (8)  verschwinden  und  die  darum  ein  singuläres 
Verhalten  zeigen;  Wert  System  x/y/z/p/q,  für  welche  dies  ein- 
tritt, bestimmen  singulare  Flächenelemente. 

Die  Struktur  des  Systems  der  nicht  singulären  Flächcn- 
elemente,  welche  durch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
definiert  sind,  kennzeichnet  sich  also  in  der  Weise,  daß  die  zu 
einem  Punkte  gehörigen  Flächenelemente  einer  nichtlinearen 
Gleichung  einen  Kegel  umhüllen,  während  sie  bei  einer  linearen 
Gleichung  ein  Ebenenhiischel  bilden. 

*)  Eingefiibrt  durch  0.  Bonn  et. 
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Mit  den  eben  entwickelten  Begriffen  kann  das  Problem 
der  Integration  der  Gleichung  (1)  so  gedentet  werden,  daß  es 
sich  um  die  Auffindung  aller  Flächen  handelt,  deren  Flächen- 
elemente sämtlich  dem  durch  (1)  definierten  Systeme  angehören. 

Ist  eine  solche  Fläche  gefunden  und  M  ein  Punkt  auf 
ihr,  so  ist  die  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  zugleich  Tan- 
gentialebene an  den  zugeordneten  Elementarkegel,  eine  Seite 
dieses  Kegels  also  Tangente  an  die  Fläche  in  Jtf;  war  die 
Differentialgleichung  linear,  so  ist  die  Achse  des  zu  M  gehö- 
rigen Ebenenbüschels  Tangente  der  Fläche.  In  beiden  Fällen 
gehört  somit  zu  jedem  Punkte  einer  Integralfläche  ein  be- 
stimmtes sie  berührendes  Linienelement.  Bewegt  man  sich  auf 
der  Fläche  so,  daß  man  beständig  die  Richtung  dieses  Linien- 
elements einhält,  so  beschreibt  man  eine  Kurve,  die  als  eine 
Charalteristik  der  Integralfläche  bezeichnet  wird. 

403.  Lineare  Differentialgleichungen.  Eine  lineare 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  hat  die  Form 

(1)  Pp  +  Qq  =  i?5 

darin  bedeuten  die  Koeffizienten  P,  Q,  II  (eindeutige)  Funktio- 
nen von  X,  y,  z. 

Vergleicht  man  (1)  mit  der  im  vorigen  Artikel  bespro- 
chenen allgemeinen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  so 
hat  man  zu  setzen: 

F{x,  y,  z,  p,  q)  =  Pp  4-  Qq  -  B, 
folglich  ist 

hiernach  ist  das  dem  Punkte  x/y/z  durch  (1)  zugeordnete  Linien- 
element außer  durch  den  Punkt  selbst  durch  die  Gerade 

I  — ^  ^  n  —  y  ^  Lzii 

P  Q  B 

bestimmt;    auf   allen    durch    diesen   Punkt    gehenden   Integral- 
flächen existiert  also  eine  den  Gleichungen 

,^^  dx       dy  dz 

^"^^  T^'Q^  It 

entsprechende  Fortschreitungsrichtung. 
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Hiermit  ist  aber  das  Problem  der  Integration  von  (1)  zu- 
rückgefübrt  auf  ein  System  zweiter  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  dessen  Theorie  in  372 
entwickelt  worden  ist.  Dabei  ergab  sich,  daß  die  vollständige 
Lösung  eines  solchen  Systems  analytisch  in  zwei  voneinander 
unabhängigen  Gleichungen  der  Form 

(3)  u  =  a,     V  =  }) 

besteht,  wo  u,  v  Funktionen  von  x,y,z  und  a,  h  willkürliche 
Konstanten  bedeuten,  und  daß  sie  geometrisch  durch  ein  zwei- 
fach unendliches  System  von  Kurven  im  Räume  dargestellt  ist, 
die  als  Charakteristiken  der  Integralflächen  von  (1)  auftreten. 
Hebt  man  durch  Aufstellung  irgendeiner  Relation  h  =  (p(a) 
zwischen  den  Parametern  aus  der  zweifach  unendlichen  Kurven- 
mannigfaltigkeit eine  einfach  unendliche  heraus,  so  erhält  man 
als  ihren  Ort  eine  Integralfläche  von  (1): 

(4)  V  =  (p{u). 

Hiermit  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (1) 
gefunden,  sofern  man  die  Funktion  (p  unbestimmt  läßt.  Jede 
Spezialisierung  ergibt  ein  partiluläres  Integral. 

Die  Ergebnisse  zusammenfassend  kann  man  das  folgende 
von  Lagrange*)  angegebene  Verfahren  aufstellen: 

Um  die  lineare  Differentialgleichung 
(l)  Pp  +  Qq  =  R 

zu  integrieren,  bilde  man  mittels  ihrer  Koeffizienten  das  System 
gewöJmlicher  Differentialgleichungen 

/f)N  dx dy        dz 

^"^^  P  =   Q^  R' 

suche  zwei  verschiedene  Integrale  m  =  a,  v  =  h  desselben  und  ver- 
binde sie  mittels  der  tvillhürlichen  FunJction  (p  zu  dem  allgemeinen 
Integral 

(4)  v  =  ^{u). 

Das  System  (2)  bezeichnet  man  als  die  Hilfsgleichungen 
von  Lagrange. 

Zum  besseren  Verständnis  seien  noch  die  folgenden  Be- 
trachtungen angefügt. 


♦)  Nouv.  Mem.  de  rAcad.  de  Berlin  1779,  1785. 
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Jedes  Integral  ti  =  a  des  Systems  (2)  ist  aucla  ein  Inte- 
gral der  Gleichung  (1).     Denn  aus  u  =  a  folgt 

du  j  ,  du  -,  ,  du  -j  „ 
1^  dx  +  ,^  dy  -[-  -—  dz  =  0 
ox  dy     ^        dz 

und  daraus  mit  Rücksiciit  auf  (2) 

(5)  p|--+g|l*  +  i2|«==0; 

^   ^  dx    '    ^  dy  dz  ' 

da  aber  weiter  aus  der  impliziten  Darstellung  von  z  als  Funk- 
tion von  X,  y,  die  durch  u  =  a  vermittelt  wird, 

du  d  -u 

dx  dy 

^            cu''  ^            du 

dz  dz 

resultiert,  so  führt  (5)  tatsächlich  auf 

zurück. 

Im  Hinblick  auf  (5)  kann  aber  gesagt  werden: 

Das  Frohlem  der  Integration  der  nichtJiomogenen  linearen 

Differentialgleichung 

Pp  +  Qq^R 

mit  der  unbekannten  Funktion  z  ist  äquivalent  dem  Problem  der 
Integration  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung 

dx       ^  dy  cz 

mit  der  unbekannten  Funktion  u. 

Daß,  sofern  u  und  v  der  Gleichung  (5)  genügen,  dies  auch 
von  der  mit  einem  willkürlichen  tp  gebildeten  Funktion  v  —  9d(m) 
gilt,  ist  so  zu  erkennen.  Die  Ableitungen  der  letztgenannten 
Funktion  nach  x,  y,  z  sind: 

dv  ,,  ^  5m       dv  , r  s  du       dv  , ,  -.  du 

Tx-'f^^'^dx^    -ü,-'^^''^Ty^    Tz-"f^'')Tz'^ 

setzt   man   sie   in  der  linken  Seite  von  (5)  statt  der  dort  auf- 
tretenden Differentialquotienten  ein,  so  verwandelt  sie  sich  in 

P^ — h  Q  ^ — \-  R- (p  (u) \  F^ — h  O3 — \-  li-^\ 

dx        ^  cy  cz       y^  "^  ■>]_     dx       ^  dy  dzA 

und    dies   verschwindet   nach    den  gemachten  Voraussetzungen 
in  der  Tat  identisch. 

C  z  üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  34 
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Es  läßt  sich  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  daß  eine  end- 
liche Gleichung  von  der  Form  (4)  zu  einer  linearen  Differential- 
gleichung führt,  wenn  man  die  willkürliche  FunJction  (p  elimi- 
niert. Differentiiert  man  nämlich  (4)  zu  diesem  Zwecke  nach 
X  und  nach  y,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 


\dx  '^'dz 


P 


,    d  V  ,.-.  [du    ,    du 

,    dv  ,/  ^  \cu    ,    du     ] 


cv 
ex 
dv 


eliminiert   man  hieraus   das   gleichfalls  willkürliche  (p'{u)   und 
ordnet  das  Resultat  nach  p^  q,  so  kommt  die  Gleichung 


du  dv 

dti  dv 

dit  dv 

dy  dy 
du  dv 

P  + 

dz   dz 
du  dv 

2  = 

dx  dx 
du  dv 

dz  dz 

du  dx 

dy  dy 

=  0, 


dF     .  dF       .. 

op  ^         dq  ^  ' 


zustande,  und  das  ist  tatsächlich  eine  Gleichung  der  Form  (1). 

In  geometrischer  Beziehung  sei  bemerkt,  daß  eine  Glei- 
chung von  dem  Bau  v  =  g)(u)  eine  FläcJienJcategorie,  d.  h.  die 
Gesamtheit  von  Flächen  eines  einheitlichen  Bildun^sgesetzes 
repräsentiert,  dessen  Natur  von  m,  v  abhängt;  cp  spezialisiert 
nur  innerhalb  der  Kategorie. 

Im  vorigen  Artikel  sind  die  Ansätze 

cp  '         dq 

wovon  der  dritte   eine  notwendisre  Folge  der   zwei  ersten  ist, 
als  Merkmal  singulärer  Flächenelemente  angegeben  worden,  so- 
fern es  sich  um  die  Gleichung  F(x,  y,  2,p,  s)  =  0  handelt;  für 
die  lineare  Gleichung  lauten  diese  Ansätze 
P  =  0,     Ö  =  0,     R  =  0 
und  enthalten  p,  q  nicht.    Je  nachdem  diese  drei  Gleichungen 
unabhängig  voneinander  sind  oder  sich  auf  zwei,  beziehungsweise 
auf  eine  Gleichung  reduzieren,  gibt  es  nur  einzelne  PmiMe  singu- 
lären  Verhaltens,  oder  eine  Kurve,  bzw.  eine  Fläche  solcher  Punkte, 
404.  Beispiele.     1)  Zu  der  Differentialgleichung 
ap  -{-  ßq  =  y 
mit  konstanten  Koeffizienten  gehören  die  Hilfsgleichungen 
dx       dy        dz 
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das  System  der  Charakteristiken  besteht  also  in  der  Gesamt- 
heit der  Geraden  von  der  llichtimg  a:ß:y,  dessen  analgetische 
Darstellung 

yy  —  ßz  =  a,     yx  —  az  =  h 

lautet.     Das  allgemeine  Integral 

yx  —  a2  =  (p{yij-  ßz), 

wofür  in  ungelöster  Form  ifj^yx  —  az,  yy  —  ßz)  =  0  geschrieben 
werden  kann,  stellt,  als  stetige  Folge  einer  einfach  unendlichen 
Schar  solcher  Geraden,  eine  der  Richtung  cc  :  ß  :  y  parallele 
Zijlinder fläche  vor,  deren  sonstige  Gestaltung  von  der  Natur 
der  Funktion  cp  abhängt.  Die  Mantellinien  sind  die  Cha- 
rakteristiken. 

Auch  jede  Ebene,  welche  die  Richtung  cc:ß:y  enthält,  ist 
somit  eine  Integralfläche. 

Die  Frage  nach  Punkten  singulären  Verhaltens  ist  hier 
durch  die  Natur  der  Differentialgleichung  ausgeschlossen. 

2)  Die  Differentialgleichung 

(x  ~  x^)p  +  (//  -  y^)(i  =  z  -  z^ 
bestimmt  im  Punkte  xjyjz  die  Richtung 

äx  dy  dz 

x  —  x^  ^  2/  —  2/0  ~  ^  —  ^0 ' 
welche  also  zusammenfällt  mit  derjenigen,  die  diesen  Punkt 
mit  dem  festen  Punkte  x^/y^/zQ  verbindet.  Die  durch  die  Hilfs- 
gleichungen definierten  Kurven  bestehen  sonach  in  dem  Geraden- 
bündel durch  den  Pmikt  x^/y^jz^^,  und  ihre  analytische  Dar- 
stellung lautet: 

=  a,      ~  =  0. 


Das  allgemeine  Integral 


^  \x  —  Xo'   y  —  %/ 


da  es  einer  stetigen  Folge  von  unendlich  vielen  solchen  Geraden 
entspricht,  repräsentiert  alle  Kegel  flächen  mit  dem  Scheitel 
xjyjz^'^  die  spezielle  Gestaltung  hängt  von  der  Wahl  der 
Funktion  i^  ab.  Wiederum  sind  die  Mantellinien  zugleich  die 
Charakteristiken. 

34* 
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Auch  jede  durcli  oc^/i/Q/^Q  gelegte  Ebene  ist  demnach  eine 
lategralfläche. 

Als  einziger  Punkt  singulärer  Natur  ergibt  sich  der  Punkt 
X  =  Xq,  y  =  Vq,  z  ^  Zq,  der  Scheitel  aller  Kegel. 

3)  Die  Differentialgleichung 

xp  -\-  yq=.0 

führt  auf  die  Hilfsgleichungen 

dx        dy        dz 
X  y  0 

Ein  Integral  derselben  ergibt  sich  aus  dz  =  0  und  lautet 

z  =  a, 

..  dx       dy        ..TT 

em  zweites  aus  —  =       ,  namlich 

X         y  ' 

X  ' 

die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  alle  zur  ^- Achse  normalen 
Ebenen,  die  zweite  alle  durch  die  ^- Achse  gelegten  Ebenen 
dar,  beide  zusammen  ergeben  die  Gesamtheit  der  zur  5;-Achse 
normalen  Geraden. 

Das  allsemeine  Integ-ral 


=  ^(f) 


ist  sonach  die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Konoide,  für 
welche  die  «r-Achse  Leitgerade  ist  (187).  Als  Charakteristiken 
treten  die  geradlinigen  Erzeugenden  auf. 

Die  Bedingungen  für  singulare  Punkte  reduzieren  sich  auf 
die  zwei  Gleichungen  x  =  i),  y  =  0,  womit  die  Leitgerade  eines 
jeden  Konoids  als  Ort  von  singulären  Punkten  gekennzeichnet  ist. 

4)  Zu  der  Differentialgleichung 

(ßz  —  yy)p  -\-  {yx  —  az)q  =  ay  —  ßx 

gehören  die  Hilfsgleichungen: 

dx  dy  dz 

ßz  —  yy        yx  —  as        ay—ßx 

Ihre  Integration  ist  in  373,  2)  ausgeführt  worden  und  ergab 
die  beiden  voneinander  verschiedenen  Integrale 

ax  -\-  ßy  -^  yz  =  a 

x'+  y'  +  z'  =  b, 
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welche  zusammen  die  Gesamtheit  der  um  die  Gerade 

X  y         2 

cc  ~  ß  ~  Y 
als    Achse    gelegten    Kreise    repräsentieren.      Das    allgemeine 
Integral 

ax  -\-  ßy  -\-  y3  =  (p(x^  +  y^  +  ^^) 

ist  demnach  die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen, 
welche  die  genannte  Gerade  zur  Achse  haben.  Als  Charakte- 
ristiken figurieren  die  Parallelkreise. 

Singulare  Punkte  haben  den  Gleichungen 

ßz  —  yy  =  0,     yx  —  az  =  0,     ay  ~  ßx  =  0 
zu  genügen,  die  sich  aber  auf  die  zwei 

X        y  __  z 
«    =  7  =    y 

zusammenziehen;  sofern  also  die  Rotationsachse  mit  der  Ro- 
tationsfläche Punkte   gemein   hat,    sind  diese  singulärer  Natur. 

5)  Die  Differentialgleichung 

xzp  ^-  yzq  =  xy 
ergibt  die  Hilfsgleichungen: 

dx       dy        dz 
xz        yz       xy'' 

die  erste  derselben  hat  das  Integral 

y 

—  =  «: 
X  ' 

um  ein  zweites  Integral  zu  finden,  erweitere  man  die  drei 
Brüche  der  Reihe  nach  mit  y,  x,  —  2z  und  bilde  hierauf  die 
Summen  der  Zähler  und  Nenner;  man  erkennt  so,  daß 

ydx  +  xdy  —  2zdz  =  0 

sein  müsse,  und  diese  exakte  Gleichung  gibt  das  Integral 

xy  —  z^  =  h. 

Demnach     ist     die     allgemeine    Lösung    der    vorgelegten 
Gleichung 
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Sobald  zwei  der  Variablen  x,  y,  z  verschwinden,  sind  die 
Bedingungen  der  Singularität  erfüllt;  die  Kooi'dinatenacbsen  ent- 
halten also  singulare  Punkte  dieser  Flächenkategorie. 

6)  Man  löse  die  folgenden  Gleichungen: 

a)  x^p  +  y^q  =  s^]  (Lösung:  A=  1  +  g,^!-!^      (Bei 

welcher  Spezialisierung  der  willkürlichen  Funktion  rp  stellt  die 
Gleichung  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  dar?) 

^)  p'('gx-\- qigy  =  i^Z]    (Lösung:  ^m  z  =  s'm  x-(p[^^~\\  ■ 

c)  x^p  —  xyq  +  y^  =  0;  (Lösung:  ^  =  |^  -j-  (p{xy)). 

d)  x^{y  -  d)p  +  y\z  -  x)q  =  z\x  -  y)-, 

(Lösung:  yz-\-zx-\-xy  =  (p{xyz)). 

405.  Nichtliueare  Differentialgleichungen.  Wir 
setzen  nunmehr  von  der  Differentialgleichung 

(1)  F{x,y,z,p,q)^0 

ausdrücklich  voraus,  sie  sei  niclit  linear  in  bezug  auf  ])  und  q, 
und  fragen  nach  den  Integralen,  welche  sie  besitzen  kann. 

Die  Gleichung  definiert,  wäe  in  402  ausgeführt  worden  ist, 
oü^  Flächenelemente.  Eine  einzelne  Fläche  umfaßt  oo^  Flächen- 
eleraente,  somit  kann  ein  zweifach  unendliches  System  von 
Flächen  alle  oo^  Elemente  der  Gleichung  (1)  in  sich  ver- 
einigen. Ist  ein  solches  Flächensystem  gefunden,  so  soll  es 
ebenso  wie  seine  Gleichung 

(2)  Q{x,  y,  z,  a,  h)  =  0, 

die   zwei  unabhängige   willkürliche  Parameter  enthalten  muß, 
eine  vollständige  Lösimg  der  Gleichung  (1)  genannt  werden. 

Die  Probe  dafür,  ob  (2)  eine  solche  Lösung  ist,  wird  in 
folgendem  bestehen:  Differentiiert  man  (2)  nach  x  und  nach  y 
und  eliminiert  mit  Hilfe  der  so  erhaltenen  Gleichunsren 


(3) 


die   Parameter  a,  h  aus  (2),    so  muß   die   Gleichung  (1)   zum 
Vorschein  kommen. 


dx 

+ 

3z  P- 

=  0 

dy 

+ 

=  0 

Fünfter  Abschnitt.     Differentialgleichungen.  535 

Der  Gang  dieser  Probe  zeigt  zugleich,  daß  zu  jedem  zivei- 
facJi  unendlichen  Flächensysteme  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  gehört. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  eine  vollständige  Lösung, 
wenn  sie  einmal  gefunden,  alle  möglichen  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung herzustellen  gestattet. 

1)  Mit  der  Annahme  einer  Beziehung 

(4)  cp{a,h)  =  0 

zwischen  den  Parametern  a,  h  ist  aus  dem  zweifach  unend- 
lichen Flächensysteme  ein  einfach  unendliches  herausgehoben. 
Besitzt  letzteres  eine  Einhüllende,  so  stellt  diese  ebenfalls  eine 
Lösung  dar;  denn  (193)  jedes  ihrer  Flächenelemente  ist  zu- 
gleich Flächenelement  irgendeiner  Fläche  aus  (2),  genügt  also 
der  Gleichung  (1).  Nun  wird  die  Gleichung  der  Einhüllenden 
gefunden,  wenn  man  zuerst  zwischen  den  Gleichungen 

d^       d^  dh  ^^ 
da        ch  da 

dcp    .    8(p  db ^ 

da         db  da 

den    Differential quotienten  y-,   dann  zwischen   dem   Resultate 

und  den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Parameter  elimi- 
niert; im  ganzen  kommt  es  also  auf  die  Elimination  von  a,  b 
aus  den  drei  Gleichungen 

(5)  ^  =  0,     9^  =  0,     e^|f_|^|^  =  0 

^  ^  '     ^  '       ra   db         db   da 

an.  Eine  so  erhaltene  Lösung,  dadurch  gekennzeichnet,  daß 
sie  von  einer  willkürlich  festzusetzenden  Funktion  9?  abhängt, 
wird  als  allgemeine  Lösung  bezeichnet. 

Hervorzuheben  ist,  daß  die  Einhüllende  mit  jeder  ein- 
gehüllten Fläche  unendlich  viele  Elemente  gemein  hat,  deren 
Punkte  eine  Kurve  —  die  CharalieristiJc  —  erfüllen. 

2)  Die  Einhüllende  des  z\veifach  unendlichen  Systems  (2), 
falls  eine  solche  existiert,  stellt  auch  eine  Lösung  von  (1)  dar; 
denn  jedes  Flächenelement  dieser  Einhüllenden  ist  gleichzeitig 
Flächenelement  irgendeiner  Fläche  aus  dem  Systeme  (2),  be- 
friedigt also  die  Gleichung  (1).    Man  erhält  aber  die  Gleichung 
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der  Einhüllenden  durch  Elimination  von  a,  h  zwischen  den 
drei  Gleichungen 

(«)  *  =  ".   l!  =  o.   11  =  0; 

eine  so  gefundene  Lösung  wird  als  singulare  Lösung  der 
Gleichung  (1)  bezeichnet. 

Daß  sie  singulär  ist  in  dem  Sinne,  daß  sie  aus  den  singu- 
lären  Flächenelementen  der  Gleichung  (1)  besteht,  ist  in  folgen- 
der Weise  zu  erkennen. 

Die   singulären  Flächenelemente   von   (1)    genügen   außer 

dieser  Gleichung  auch  noch  den  Gleichungen  -^==0,  -^  =  0. 

Ist  ^{x,  y,  z,  a,Jj)  =  ()  eine  vollständige  Lösung  von  (1), 
so  muß  sich,  wie  schon  bemerkt,  die  Differentialgleichung 
wieder  ergeben,  wenn  man  a,  b  mit  Hilfe  von 


(3) 


eliminiert.  Man  kann  also  0{x,  y,  z,  a,h)  =  0  als  die  Diffe- 
rentialgleichung des  Flächensystems  ansehen,  wenn  man  darin 
a,  h  aus  (3)  ersetzt.  An  dieser  Auffassung  festhaltend,  hat 
man  zur  Auffindung  der  singulären  Flächenelemente  die  folgen- 
den Gleichungen  zu  benützen: 

d^  da   .    dj^  g^  _  Q 
da  dp        db  dp 

d±da        d^  db^^Q 
da    dq         db   dq 

Ist  nun  wirklich  ^  =  0  eine  vollständige  Lösung  von  F=0, 

so  können  -^— ,  -t^-  ,  ^^ ,  ^^    nicht  sämtlich  und  beständig  NuU 
dp'   dq     dp'   cq  ° 

sein;  denn  dies  hieße,  daß  sich  aus  (7)  Werte  für  a,  h  er- 
geben, die  unabhängig  sind  von  p,  g,  wodurch  JP=0  als  Folge 
von  ^  =  0  ausgeschlossen  wäre.  Dann  aber  können  (7)  nur 
bestehen,  wenn 


dx 

+ 

d^ 

dz^ 

=  0 

d^ 

dy 

+ 

d$ 

dz^ 

=  0 
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Die  Träger  singulärer  Flächenelemente,  wenn  solche  vor- 
handen sind,  genügen  also  nicht  nur  den  Gleichungen 

(9)  ^  =  0'     lf'  =  0.     lf=0' 
sondern  auch  den  Gleichungen 

(10)  ^  =  0,     1^  =  0,     ij  =  0; 

die  singulare  Integralfläche  als  Ort  dieser  Träger  ergibt  sich 
also  sowohl  aus  (9)  durch  Elimination  von  p,  q  wie  aus  (10) 
durch  Elimination  von  a,h. 

Analytisch  ist  eine  singulare  Lösung  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  sie  weder  von  einem  veränderlichen  Parameter, 
noch  von   einer  willkürlich   festzusetzenden  Funktion   abhängt. 

Zu  beachten  ist  der  Umstand,  daß  die  singulare  Lösung 
'mit  jeder  Fläche  des  Systems  (2)  nur  einen  oder  mehrere  ver- 
einzelte Punkte  gemein  hat  (200). 

Hiermit  sind  aber  alle  Integralflächen  erschöpft,  welche 
die  Gleichung  (1)  haben  kann. 

Um  dies  zu  erkennen,  sei  s  =  fix,  y)  irgendeine  Lösung; 
die  durch  sie  vertretenen  oo"  Flächenelemente  können  unter  die 
Flächenelemente  der  Flächen  des  Systems  (2)  nur  auf  drei  ver- 
schiedene Arten  verteilt  sein. 

1]  Sie  kommen  alle  auf  einer  Fläche  des  Systems  (2)  vor, 
dann  ist  diese  identisch  mit  z  =  f{x,  y)  und  man  hat  es  mit 
einer  partikulären  Lösung  aus  (2)  selbst  zu  tun. 

2]  Sie  verteilen  sich  auf  einfach  unendlich  viele  Flächen 
aus  dem  Systeme  (2)  derart,  daß  auf  jeder  einfach  unendlich 
viele  vorkommen;  dann  ist  z  =  f{x,y)  Einhüllende  dieser  ein- 
fach unendlichen  Flächenschar,  also  ein  besonderer  FaU  der 
allgemeinen  Lösung. 

3]  Sie  verteilen  sich  auf  alle  Flächen  des  Systems  (2) 
derart,  daß  auf  jeder  nur  ein  oder  eine  beschränkte  Anzahl 
von  Flächenelementen  vorkommt;  dann  aber  ist  z  =  f{x,  y) 
die  Einhüllende  des  Systems  (2),  also  die  singulare  Lösung 
der  Gleichung  (1). 

Eine  andere,  bezüglich  der  Integrale  von  F{x,y,Z,p,q)  =  0 
zu  erledigende  Frage  geht  dahin,  ob  eine  solche  Gleichung  nur 
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eine  vollständige  Lösung  besitzt,  mit  andern  Worten,  ob  sich 
die  cx)^  Flächenelemente  jener  Gleichung  nur  auf  eine  Art  in 
eine  zweifach  unendliche  Flächenschar  zusammenfassen  lassen. 
Die  Antwort  ergibt  sich  in  folgender  Weise.  Angenommen, 
es  sei  eine  vollständige  Lösung  gefunden, 

um  einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  Lösung  daraus  ab- 
zuleiten, setze  man 

h  =  (p{a,  a,  Ij), 

unter  (p  eine  bestimmte  Funktion  und  unter  a,  V  willkürliche 
Parameter  verstanden;  es  bleibt  dann  zwischen 

^{x,  y,  z,  a,  cp{a,  a,  h'))  =  0  und  ^  =  0 

a  zu   eliminieren      Das  Resultat  dieser  Elimination  wird  aber 

eine  Gleichung 

W(x,  y,  z,  a,  h')  =  0 

sein,  welche  wieder  zwei  willkürliche  Parameter  enthält  und 
daher  auch  eine  vollständige  Lösung  darstellt.  Da  die  Wahl 
von  q)  auf  unendlich  viele  Arten  getroffen  werden  kann,  so 
erkennt  man,  daß  die  vorgelegte  Differentialgleichung  unbegrenzt 
vieler  vollständiger  Lösungen  fähig  ist. 

Die  Betrachtuns;  läßt  aber  auch  erkennen,  daß  ein  wesent- 
lieber  Unterschied  zwischen  vollständigen  und  allgemeinen 
Lösungen  nicht  besteht;  nur  die  singulare  Lösung  spielt  eine 
besondere  Rolle;  sie  ist  Einhüllende  sowohl  der  vollständigen 
wie  der  allgemeinen  Lösungen. 

In  zusammenfassender  Wiederholung  der  Ergebnisse  kann 
der  folgende  Satz  ausgesprochen  werden:  Ist  von  einer  Diffe- 
rentialgleichung 

l\x,y,z,p,q)  =  0 

ein  vollständiges  Integral 

0{x,ij,z,a,h)  =  O 

gefunden,  so  ist  damit  der  Zugang  zu  allen  Integralen  geivonnen. 
Verbindet  man  a  mit  b  durch  eine  Relation 

(p{a,b)  =  0, 
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SO  ergibt  die  Elimination  von  a,  b  zwischen 

*  =  o,  ,p-o,  |5|?_|i|?  =  o 

'      da  00         do  da 

einen  Fall  des  allgemeinen  Integrals.  Und  eliminiert  man,  ivenn 
es  möglich  ist,  a,  h  zwischen 

'      ca  '      dh  ' 

SO  erhält  man  die  singulare  Lösung. 

406.  Erläuterndes  Beispiel.  Zur  Erläuterung  des 
Vorgeführten  möge  ein  Fall,  der  geometrisch  leicht  zu  durch- 
blicken ist,  eingehend  besprochen  werden.  Es  wird  dabei  von 
der  vollständigen  Lösung  ausgegangen. 

Die  endliche  Gleichung 

(«)  (^  -  af  +  (1/  -  hy-  +  z'  =  r% 

in  welcher  r  konstant  ist,  repräsentiert  die  zweifach  unendliche 
Schar  von  Kugeln  des  Halbmessers  r,  deren  Zentren  in  der 
xy-Yiloeae  liegen. 

Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  zu  erlangen,  bilde 
man  durch  Differentiation  nach  x,  y  die  Gleichungen: 

X  —  a  -\-  zp  =  0 
p  —  b-\-zq  =  ö 

und  eliminiere  mit  Hilfe  derselben  a  imd  &;  es  ergibt  sich  auf 
diese  Weise 

iß)  ^'(if^  +  r  +  1)  =  r' 

als  die  verlangte  Differentialgleichung,  von  welcher  die  vor- 
gelegte endliche  Gleichung  eine  vollständige  Lösung  ist. 

Zwischen  den  Parametern  a,  b  eine  Relation  aufstellen 
heißt  diejenigen  Kugeln  herausheben,  deren  Zentren  auf  der 
durch  die  Gleichung  (p{a,  b)  =  0  dargestellten  Kurve  liegen; 
die  Einhüllende  dieser  Kugeln,  eine  Röhrenfläche  (195,  3)),  ist 
bei  jeder  Wahl  von  qj  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Integrals.     Setzt  man  beispielsweise  b  =  a,  diöerentiiert 

{x  -  af  +  (^  -  af  +  ^'  =  >•' 
partiell  nach  a,  wodurch 

x  —  a  -\-  y  —  a  =  0 
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erhalten  wird,  und  eliminiert  a,  so  entsteht 

(r)  (^'  -  yf  +  2^^  =  2r2 

als  Gleichung  eines  geraden  Kreiszylinders  vom  Halbmesser  r, 

dessen  Achse  den  Winkel  XOY  halbiert. 

Um  die  singulare  Lösung  zu  erhalten,  hat  man  zwischen 

(x  -  af  +  {y-  hy  +  z^-  =  r\     x-a  =  0,     y-h^O 
a  und  h  zu  eliminieren;  man  gelangt  so  zu 
(d)  z^  =  r\ 

Zu  dem  gleichen  Resultat  führt  auch  die  Elimination  von 
p,  q  zwischen  (ß)  und 

pz^  =  0 

qz^'  =  0; 

denn  diese  Gleichungen  können  bei  unbestimmtem  z  nur  be- 
stehen, wenn  p  =  ^,  q  =  0  ist,  und  dies  führt  wieder  auf 
z^  =  r-. 

Diese  Gleichung  stellt  ein  Paar  zur  x^/- Ebene  paralleler 
Ebenen  in  den  Abständen  —  r,  r  dar.  Dieses  Ebenenpaar  hüllt 
nicht  bloß  alle  Kugeln,   sondern   auch   alle  Röhrenflächen   ein. 

Setzt  man  ferner  in  der  vollständigen  Lösung 

h  =  a  a  +  V 
und  eliminiert  zwischen 

{x  —  (£f  +  (y  —  «'ö^  —  ^'f  +  2^  =  r^, 
X  —  a  -\-  a{y  —  a  a  —  h')  =  0 

den  Parameter  «,  so  kommt  man  zu 

(s)  {y  -  ax  -  hj  +  (1  +  a'^)(5'2  -  r^)  =  0 

und  dies  ist  eine  andere  vollständige  Lösung.  Die  geometrische 
Bedeutung  dieses  Vorganges  ist  leicht  zu  erkennen.  Die 
Gleichung  h  =  aa  -\-  h'  ist  die  Gleichung  aller  Geraden  in  der 
a;«/-Ebene,  folglich  die  zuletzt  gefundene  Gleichung  der  ana- 
lytische Ausdruck  für  alle  geraden  Kreiszylinder,  deren  Achsen 
in  der  ic?/- Ebene  liegen.  Diese  Zylinder  umfassen  alle  Flächen- 
elemente des  zweifach  unendlichen  Kugelsystems,  ordnen  sie 
aber  anders  an. 
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Durcli  einen  zwischen  den  Ebenen  z  =  —  r  und  z  =  r 
angenommenen  Punkt  M  gehen  unendlich  viele  Kugehi  aus 
dem  Systeme  (a),  aber  auch  unendlich  viele  Zylinder  aus  dem 
Systeme  (e);  die  Tangentialebenen  an  alle  die  Flächen  in  M 
werden  durch  einen  Kegel  eingehüllt,  und  zwar  durch  einen 
Kreiskegel  mit  zur  iCi/-Ebene  senkrechter  Achse;  es  ist  dies  der 
diesem  Punkte  entsprechende  Elementarkegel.  Fällt  der  Punkt 
in  die  ä:^- Ebene,  so  degeneriert  der  Kegel  in  eine  zur  x^- Ebene 
senkrechte  Gerade,  und  fällt  M  in  eine  der  Ebenen  z  =  +  r,  so 
degeneriert  der  Kegel  in  diese  Ebene  selbst;  zu  Punkten  außer- 
halb des  Zwischenraums  der  genannten  Ebenen  gehört  kein 
reeller  Elementarkegel,  wie  auch  keine  reellen  Integralflächen 
durch  sie  hindurchgehen. 

407.  Besondere  Formen  nichtlinearer  Differential- 
gleichungen. Bevor  wir  an  die  Entwicklung  einer  all- 
gemeinen Methode  zur  Integration  nichtlinearer  Difi'erential- 
gleichungen  erster  Ordnung  gehen,  soUen  einige  besondere 
Formen  behandelt  werden,  bei  denen  das  geometrische  Raisonne- 
ment  allein  zum  Ziele  führt.  Auch  von  dem  Gedanken  kann 
man  Gebrauch  machen,  welcher  der  allgemeinen  Methode  zu- 
grunde liegt  und  darin  besteht,  daß  man  eine  Relation  zwischen 
p,  q  und  einer  willkürlichen  Konstanten  a  aufzustellen  sucht, 
die  mit  der  vorgelegten  Differentialgleichunor  zusammen  zu  solchen 
Bestimmungen  für  p,  q  führt,  welche  die  Gleichung 

dz  =  2Jdx  -f  qdy 

zu  einer  exakten  machen;  bei  der  Integration  dieser  Gleichung 
tritt  eine  zweite  Konstante  h  hinzu,   so  daß  das  Resultat  eine 
vollständige  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung  darstellt. 
1)  Wir  beginnen  mit  der  Differentialgleichung 

(1)  Fip,  q)  =  0, 

welche  keine  der  drei  Variablen  x,  tj,  Z  explizit  enthält. 

Sind  p  =  a,q  =  h  zwei  der  Gleichung  (1)  genügende  Werte, 
so  ist  jede  in  der  Gleichung 

(2)  z  =  a  X  -\-  hy  -\-  c 

enthaltene    Ebene     eine    Integralfläche,    denn    aus    (2)     folgt 
p  ==  a,    q  =  h]     folglich     genügt    jedes    Flächenelement    einer 
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solchen    Ebene    mit    seinen    fünf   Koordinaten    xlylzjpjci    der 
Gleichung  (1). 

Durch  (2)  und 

(3)  F{a,  h)  =  0 

ist  aber  ein  zweifach  unendliches  Ebenensystem  bestimmt  und 
dieses  bildet  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung. 

Jeder  Fall  der  allgemeinen  Lösung,  als  Einhüllende  einer 
einfach  unendlichen  Ebenenschar,  ist  eine  developpable  Fläche. 
In  diesem  Sinne  kann  daher  (1)  als  Differentialgleichung  aller 
developpahlen  Ilächen  angesehen  werden,  solange  F  unbestimmt 
gelassen  ist  (198). 

Betrachtet  man  in  (2)  a  und  c  als  die  unabhängigen  Para- 
meter {b  ist  vermöge  (3)  Funktion  von  a),  so  erforderte  die 
Auffindung  einer  singulären  Lösung  das  Nullsetzen  der  partiellen 
Ableitungen  von  z  —  ax  —  hy  —  c  in  bezug  auf  a  und  c;  dies 
aber  würde  zu  den  Gleichungen  — x  =  0,  —1=0  führen,  deren 
zweite  absurd  ist-,  eine  singulare  Löung  besitzt  also  die  Glei- 
chung (1)  nicht. 

Es  liege  beispielsweise  die  Gleichung 

p^  -\-  q^  =  m^ 
vor.     Eine  vollständige  Lösung  derselben  ergibt  sich  aus 

z  =  ax  -\-  hy  -{-  c 
und 

a^  -\-l)^  =  m^5 
sie  lautet 

5  =  ax  +  Vf^^  —  CL^y  +  c 

und   charakterisiert   alle   Ebenen,    welche    mit    der   xy-WoeuQ 
einen  Winkel  vom  Kosinus    ,^  oder  der  Tangens  m  bilden. 

Jede  Annahme  über  die  Abhängigkeit  von  a  und  c  führt 
zu  einem  Falle  der  allgemeinen  Lösung,  also  auch  die  An- 
nahme c  =  0;  um  das  zugehörige  Integral  zu  finden,  hat  man 
zwischen 

z  =  ax  -\-  Ym^  —  a^y 

0  =  ^-^^^ 

|/m*— a* 
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a  zu  eliminieren.  Multipliziert  man  zu  diesem  Ende  die  zweite 
Gleichung  mit  ]/wi^  —  a"  und  bildet  dann  die  Summe  der 
Quadrate  beider,  so  ergibt  sich 

dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreiskegels  mit  0  als  Scheitel  und 
der  rf -Achse  als  Achse;  die  Mantellinien  wie  auch  die  Tangen- 
tialebenen dieses  Kegels  sind  zur  a;?/-Ebene  unter  einem  Winkel 
geneigt,  dessen  Tangens  gleich  m  ist. 

2)  Von  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aus  lassen  sich 
die  Differentialgleichungen  der  drei  Formen 

(1)  Fix,  p,q)  =  0 

(2)  F{y,p,q)  =  0 

(3)  F{z,  p,  g)  =  0 
lösen. 

Einer  Ebene  mit  der  Gleichung 

ist  bei  gegebenen  ^j,  q  vermöge  der  Gleichung  (1)  ein  be- 
stimmtes X  zugeordnet;  folglich  befinden  sich  in  dieser  Ebene 
unendlich  viele  Flächenelemente,  deren  Punkte  in  einer  zur 
yz-'Eihene  parallelen  Geraden  liegen.  Daraus  schließt  man,  daß 
sich  unter  den  Integralflächen  der  Gleichung  (1)  auch  Zylinder 
befinden,  welche  der  genannten  Koordinatenebene  parallel  sind. 

Desgleichen  gehören  zu  den  Integralfiächen  der  Gleichungen 
(2)  und  (3)  auch  Zylinderflächen,  welche  der  zx-,  bzw.  a;?/- Ebene 
parallel  sind. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Richtung  sind 

A  =  iL  =  i. 

a  ß  Y 

und  die  Bedingung  dafür,  daß  die  Ebene  (4)  dieser  Richtung 
parallel  sei,  drückt  sich  durch  die  Beziehung 

(5)  ap  +  ßq  -  y  =  0 

aus. 

Ist  die  Richtung  der  ?/^- Ebene  parallel,  so  ist  a  =  0,  daher 

(1*)  ßq  —  y  =  0,     woraus     q  =  a-, 
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ist  sie  der  5;r- Ebene  parallel,  so  ist  ß  =  0,  daher 
(2*)  ß;|)  —  y  =  0,     woraus    ^  =  «; 

ist  sie  endlich  der  xij-^hene  parallel,  so  ist  y  =  0,  daher 
(3*)  ap  -^  ßq  =  0,     woraus     q  =  ap. 

Die  Beziehungen  (1*),  (2*),  (3*)  führen  zur  Integration 
der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  beziehungsweise. 

Bei  q  =  a  ergibt  sich  aus  Gleichung  (1)  durch  Auflösung 
nach  p:  p  =  f\x,  a);  hiermit  wird 

ds  =  f(x,  a)dx  +  o,äy 
und  daraus  ergibt  sich  das  vollständige  Integral 

(I)  ^  ^  j  f\^y  a)dx  -\-  ay  -\-  h. 

Bei ;)  =  a  liefert  Gleichung  (2)  durch  Auflösung:  q  =  (p  Oy,  a); 
hiermit  wird 

dz  =  adx  -\-  cpiy,  a)dy 

und  daraus  folget  das  voUständicre  Integral 

(II)  z  =  ax  -^  h  -\-  j  (p{y,  a)dy. 

Gleichung  (3)  gibt,  wenn  darin  q  =  ap  gesetzt  wird, 
p  =  4>(2,  a);  demnach  lautet  nun  die  Gleicbung  dz=pdx  -\-  qdy 
wie  folgt: 

dz  =  ifj^z,  a){dx  +  ady] 

und  gibt  nach  Trennung  der  Variablen  das  vollständige  Integral 

(III)  xi-ay  +  b=  l~-T- 

Eine  singulare  Lösung  gibt  es  in  den  vorliegenden  Fällen 
nicht,  weil  die  Differentiation  nach  einem  der  Parameter,  nach 
h,  zu  einer  absurden  Gleichung  führen  würde. 

Zur  Illustration  mögen  die  folgenden  besonderen  Fälle 
dienen. 

Die  Gleichung 

p  =  2xq 

gibt  auf  Grund  von  (I)  die  vollständige  Lösung 

z  =  ax^  -\-  ay  -\-  h, 

eine  zweifach  unendliche  Schar  parabolischer  Zylinder. 
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Die  Gleichung 

q  =  2yp^ 

liefert  die  vollständige  Lösung 

z  =  ax  -\-  a^y^  +  h, 

gleichfalls  in   einer  zweifach    unendlichen  Schar   parabolischer 
Zylinder  bestehend. 
Die  Gleichung 

hat  die  vollständige  Lösung 

{z  +  a'f  =  {x-\-ay-{-  If, 

welche  eine  zweifach  unendliche  Schar  von  Zylinderflächen 
dritter  Ordnung  darstellt. 

3)  Ein  bemerkenswertes  Verhalten  zeigt  die  Gleichung 

(1)  z==xp  +  yq  +  f{p,  q), 

welche  der  nach  Clairaut  benannten  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung (360)  nachgebildet  ist  und  gewöhnlich  als  verall- 
gemeinerte Clairaiitsche  Gleichung  bezeichnet  wird. 

Erteilt  man  darin  p  und  q  willkürliche  Werte  a  und  h, 
so  stellt  sie  eine  Ebene  dar,  und  jeder  Punkt  dieser  Ebene  in 
Verbindung  mit  ihr  selbst  bildet  ein  Flächenelement,  das  der 
Gleichung  (1)  genügt,  mithin  ist  diese  Ebene 

(2)  z  =  ax  -{-  hy  -[-  f{a,  b) 

eine  Litegralfläche.  Denkt  man  sich  jetzt  unter  a,  h  ver- 
änderliche Parameter,  so  stellt  (2)  ein  vollständiges  Integral 
der  Gleichung  (1)  dar. 

Man  kann  sich  von   dieser  Tatsache   auch  dadurch   über- 
zeugen,   daß    man  (2)  nach  x,   dann  nach  y  differentiiert   und 
hierauf  a  und  b  eliminiert;  die  Differentiation  gibt 
p  =  a,         q  =  b 

und  die  Elimination  von  a,  b  aus  (2)  führt  tatsächlich  zu  (1), 
Fügt  man  zu  (2)  eine  Gleichung 
cp(a,b)  =  0 
zwischen  den  beiden  Parametern  hinzu,  so  wird  damit  aus  (2) 
ein  einfach  unendliches  System  von  Ebenen  ausgelöst,   dessen 
Einhüllende  eine   developpable  Fläche  ist;   in   der  allgemeinen 

C  z  n  b  e  r ,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  35 
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Lösung  der  Clair au t sehen  Gleicliung  sind  also  lauter  deve- 
loppable  Flächen  enthalten. 

Die  etwa  vorhandene  singulare  Lösung  erhält  man  durch 
Elimination  von  a,  h  zwischen  den  Gleichungen: 

s  =  ax-]-hy  -\-  f(a,  b),     0  =  a;  +  ^ ,     0  =  «/  +-'^ , 

oder  von  ^9,  q  zwischen  den  Gleichungen: 

2=-xp  +  tjq-\-f(p,  q),     0  =  x  +  ^-^,     0  =  2/  +  ^-; 

hier  ist  es  augenscheinlich,  daß  beides  zu  dem  nämlichen  Resul- 
tat führt. 

Die  verallgemeinerte  Clairautsche  Gleichung  ist  der 
analytische  Ausdruck  für  ein  Problem,  das  eine  Fläche  zu  be- 
stimmen verlangt  aus  einer  Eigenschaft  ihrer  Tangentialebene, 
die  von  der  Lage  des  Berührungspunktes  in  der  Ebene  im- 
abhängig  und  daher  von  allen  ihren  Punkten  gleichmäßig  er- 
füllt ist.  Bringt  man  nämlich  die  Gleichung  der  Tangential- 
ebene  im  Punkte  xjyjz  der  unbekannten  Fläche,  d.  i. 

l- z=p{i>  — x) +q{ri-y), 
auf  die  Form 

(3)  l  =  pl  + qri+ z -px- qij, 

so  bestimmt  der  Ausdruck  z  —  px  —  qy  den  Abschnitt  der 
Ebene  auf  der  ^-Achse;  hiei-nach  hängt  dieser  Abschnitt  im 
allgemeinen  von  x,  y,p  und  q  ab;  soll  er  von  der  Lage  des 
Berührungspunktes  in  der  Ebene  unabhängig  sein,  so  muß  er 
sich  auf  eine  Funktion  f{p,  q)  von  ^j  und  q  allein  reduzieren, 
so  daß 

z—px-qy  =  f\p,  q) 

wird.  Dies  aber  ist  die  Clairautsche  Gleichung,  nur  mit 
veränderter  Anordnung  ihrer  Glieder. 

Wird  beispielsweise  nach  der  Fläche  gefragt,  deren  Tangen- 
tialebenen vom  Ursprünge  um  eine  gegebene  Strecke  r  entfernt 
sind,  so  führt  dies  notwendig  auf  eine  Clairautsche  Gleichung, 
weil  von  der  Lage  des  Berührungspunktes  in  dem  Probleme 
nicht  gesprochen  wird.  In  der  Tat,  die  Ebene  (3)  hat  vom  Ur- 
sprünge den  Abstand 

z-px  —  q_y 
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folglich  ist 


■px  —  qy  ^^ 


Vp'  +  a'i-i 

oder 

(4)  z  =px  i-qy  -\-  rYp^  +  gM-  1 

die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Fläche. 

Diese  selbst  ist  die  mit  dem  Halbmesser  r  um  den  Ur- 
sprung beschriebene  Kugel  und  bildet  die  singulare  Lösung 
von  (4)  während  die  zweifach  unendliche  Gesamtheit  ihrer 
Tangentialebenen 


z  =  ax  -\-  htj  -{-  rYa^  +  &^  +  1 

eine  vollständige  Lösung  ausmacht.  Jede  andere  —  in  der  all- 
gemeinen enthaltene  —  Lösung  besteht  in  einer  der  Kugel  um- 
schriebenen Developpabeln  (220). 

Es  liege  zur  Lösung  die  Clairautsche  Gleichung 

ß  =  px  -\-  qy  -\-  Sykpq 
vor.     Aus  ihrer  vollständigen  Lösung 

3  / 

2  =  ax  -\-  by  -\-  dykab 

ergibt  sich  durch  Elimination  von  a,  h  mit  Zuhilfenahme  der 
Gleichungen 

0  =  X  -\- 


0  =  y  + 


ka 

3, 


die  singulare  Lösung 

xys  =  k. 

Jede  Relation,  die  man  zwischen  a,  h  aufstellt,  führt  zu  einem 
besonderen  Falle  der  allgemeinen  Lösung;  so  hat  man,  um  die 
der  Annahme 

entsprechende  Lösung  zu  finden,  zwischen  den  Gleichungen 
2  ^  ax  -\-  —  y  +  Sk 

0  ==  X iV 

35* 
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a  zu  eliminieren  und  erhält  als  Resultat: 

dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  mit  der 
Spitze  0/0/3  Ä;  (404,  2)). 

4)  Läßt  sich  eine  Differentialgleichung  auf  die  Form 

(1)  (p{x,p)  =  '^{y,ü) 

bringen,  so  gelangt  man  zu  einer  vollständigen  Lösung  da- 
durch, daß  man  die  beiden  Teile  von  (1)  einer  willkürlichen 
Konstanten  a  gleichsetzt  und  bezüglich  p  und  q  auflöst;  man 
findet  so: 

und  hiermit  wird 

dz  =  (pi^{x,  a)dx  +  i'i{y,  a)dy 
zu  einer  exakten  Gleichung,  deren  Integi^al 

(2)  0  ==J cp^(x,  a)dx  +J4>i{y,  a)dy  -\-h 
ist. 

Ein  Beispiel  hierzu  bietet  die  Gleichung 

i/  +  2^  =  ä;  +  y- 
als  vollständige  Lösung  ergibt  sich  laut  (2) 

2=1  ]/äH-  adx  -f  /  W~~  ^^y  +  ^7 
d.  i. 

z==-^{x-\-af  +  —  iy  -  af  -\-  h. 

5)  Man  bestimme  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 
2)q  =  Ic,  prüfe,  ob  sie  eine  singulare  Lösung  besitzt  und  er- 
mittle jenen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  Lösung,  welcher 
der  Annahme  c  =  0  (407,  1))  entspricht, 

6)  Man  löse  die  Gleichungen: 

a)  p^  =  0^(1  —  pq); 

{ Lösung:  a?  +  aw  +  &  =  l/l  +  az^  +  -- 1 ^—-^^-^^ ). 

ß)  p'-  +  xp  =  q- 

(Lösung:  z  —  ay  -\-  h  =  —  ~  -^  -~ ]/a;^+  4a  -f  al  {x  -\-  Yx^  +  4a)j 
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7)  Die  Fläche  zu  bestimmen,  deren  Tangentialebenen  auf 
den  drei  Koordinatenachsen  Abschnitte  von  konstantem  Produkt 
bilden;  (Lösung:  xyz  =  W'). 

8)  Die  Fläche  zu  bestimmen,  deren  Tangentialebenen  auf 
den  drei  Koordinatenachsen  Abschnitte  von  konstanter  Summe 
bilden;  (Lösung:  (V^  + /^Z  +  V^)^  =  ^^)- 

408.  Allgemeine  Methode  zur  Lösung  nichtline- 
arer Gleichungen.  Die  allgemeine,  von  Lagrange  und 
Charpit*)  herrührende  Methode  der  Integration  einer  nicht- 
linearen Gleichung 

(1)  F{x,y,  z,p,q)  =  0 

geht  darauf  aus,  eine  zweite  Gleichung  zwischen  x,  y,  s ,  p,  q 
und  einer  willkürlichen  Konstanten  a: 

(2)  f{x,  y,  s,  p,  q)  =  a 

zu  finden  derart,  daß  die  aus  (1)  und  (2)  resultierenden  Be- 
stimmungen für  p,  q  (im  allgemeinen  Funktionen  von  x,  y,  z,  d) 

(3)  dz  =  pdx  -\-  qdy 

zu  einer  exakten  Gleichung  (349)  machen.  Die  hierfür  not- 
wendige Bedingung  besteht  darin,  daß  p,  vollständig  nach  y 
differentiiert,  dasselbe  Resultat  ergeben  muß,  wie  die  voll- 
ständige Differentiation  von  q  nach  x,  d.  h.  daß 

dp    .dp  dz^  _dq_    .    dg.  dz 
Jy'^JzJy~Jx'^dz  dx 

oder,   wenn   man   für   3—,  7,-    wieder    die    Zeichen   p,   q    ge- 

braucht,  daß 

W  ^y-t^^q     sx^dz^ 

identisch  erfüllt  sein  muß. 


*)  In  einem  1784  der  Pariser  Akademie  vorgelegten,  jedoch  nicht 
gedruckten  Memoire,  über  dessen  Inhalt  S.  F.  Lacroix  in  seinem  Traite 
du  calc.  diff.  et  du  calc.  integr.,  t.  II  (1814)  p.  527  sq.  berichtet.  Indessen 
ist,  da  die  Abhandlung  auch  später  nie  veröffentlicht  wurde,  anCharpits 
Verdienst  gezweifelt  worden. 
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Um  diese  Bedingung  auszuführen,  differentiiere  man  (1), 
(2)  unter  dem  Gesichtspunkte,  daß  p,  q  Funktionen  von  x,  y,  z 
sind,  nach  x,  wodurch 

dF       dFdp        dFcq^^Q 
dx       dp  ex       dq  dx 

dx       dp  dx       dq  dx 

erhalten  wird;  daraus  resultiert,  wenn  man  sich  zur  Bezeichnung 
der  Funktionaldeterminanten  der  in  291  erwähnten  Donkinschen 
Schreibweise  bedient,  durch  Elimination  von  —-: 

(6)  |t5^  +  Wft|i.O, 

^   ^  d{x,p)    '    d{q,p)  dx 

Die  Differentiation  von  (1),  (2)  nach  y  gibt: 

^,SFdp^dFdq^^Q 
dy       dp  dy       dq  dy 

dy       dp  dy       dq  cy 

und  daraus  resultiert  durch  Elimination  von  „— : 

dy 

^  ^  d{y,q)  "^  d{p,q)  dy 

Die  Differentiation  von  (1),  (2)  nach  z  endlich  liefert: 

^  j_dFdp^       dj^dj^  ^Q 
dz        dp  dz        dq  dz 

dz        dp  dz  ''"  dq  dz 

und  daraus  folgert  man,  einmal  -„- ,  ein  zweitesmal  J^    elimi- 

^  '  dz  ^  cz 

nierend : 

m  g(-^>/)  ,  d{F,f)  dq  _f. 

^^  d{z,p)  '^  d{q,p)  dz  ' 

/ox  d{F,f)       d{F,f)  dp_^ 

^^  d{z,q)    ^  d{p,q)   dz        ''• 

Die  Einsetzung  der  aus  (5),  (6),  (7),  (8)  gezogenen  Werte 

^^^  ai'  äf '  If '  Tz  ^"  ^^®  Bedingungsgleichung  (4)  gibt  zu- 
nächst folgendes  Resultat: 

d{F,f)       d{F,f)       d{F,f)  HFJ)     _    r. 

d{x,p)  ~^  d{y,q)  '^  d{z,p)^^  d{z,q)^ 
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Entwickelt  man  die  Funktionaldeterminanten,  ordnet  nach 
den  Ableitungen  der  unbekannten  Funktion  f  und  benutzt  zur 
Bezeichnung  der  Differentialquotienten  der  gegebenen  Funktion 
F{x,  y,  z,  p,  q)  die  Abkürzungen: 

dx  '      dy  '     'dz  '       dp  '      dq~^' 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

(9) 


Pli+Qli  +  (Pp+Qi)U 


aus  welcher  f  zu  bestimmen  ist.  Hiernach  hängt  diese  Be- 
stimmung von  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(403)  ab,  die  wiederum  auf  die  Integration  des  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

,^p.\  dx       dy dz  dp       dq^ 

^^^^  ^^'Q^  Pp  +  Qq  ^  ~  T^^  ^  ~  T+JZ 

zurückführt. 

Ein  Integral  dieses  Systems  und  damit  auch  ein  Integral 
der  Gleichung  (9)  ist  bekannt:  es  ist  die  Funktion  F(x,y,z,p,q). 
In  der  Tat,  setzt  man  in  (9)  statt  der  Ableitungen  von  f  jene 
von  F  ein,  so  wird  sie  identisch  befriedigt,  da 

PX+  QY+{Fp+Qq)Z-{X+pZ)P-{Y-^qZ)  Q^O 
ist. 

Hat  man  ein  zweites  davon  verschiedenes  Integral  des 
Systems  (10)  gefunden,  so  kommt  es  nur  noch  auf  die  Inte- 
gration der  exakten  Gleichung  (3)  an. 

In  den  besonderen  Fällen,  welche  den  Gegenstand  des 
vorigen  Artikels  gebildet  haben,  führt  die  allgemeine  Methode 
ebenfalls  zum  Ziele  und  bestätigt  die  dort  auf  Grund  geome- 
trischer Überlegung  gemachten  Aufstellungen. 

So  ist  bei  der  Differentialgleichung  F(p,  q)  =  0 

X=  Y=Z=0, 
infolgedessen  geben  die  beiden  letzten  Teile  der  Hilfsgleichungen 

dp  =  0,     dq  =  0,     woraus     p  =  a,     q  =  b, 
wozu  die  weitere  notwendige  Bedingung  F(a,  h)  =  0  hinzutritt. 
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Die  Differential gleicliung  F(x,p,  q)  =  0  gibt 

r  =  o,     Z  =  0, 

infolgedessen  ist,  vermöge  (10) 

dq  ==  0,     woraus     q  =  a. 
Des  weiteren  gibt  F{y,  p,  q)  =  0 
X  =  0,     Z^O, 
daher  ist  auf  Grund  von  (10) 

dp  =  0,     woraus    p  =  a. 
Die  nächste  Form  F(0,  p,  q)  =  0  führt  zu 
X  =  0,     Y=0, 
womit  die  beiden  letzten  Teile  von  (10)  sich  vereinfachen  auf 

dp       da 

-^  ==  — -,     woraus     q  =  ap. 

P         q,  ±        sr 

Die  als  letzte  behandelte  Gleichung  (fix,  p)  —  ifil/,  q)  =  0 
ergibt 

Z  =  |^,    Z=0,     P  =  |^ 
ox'  '  dp 

und  hiermit  verbinden  sich  der  erste  und  vierte  Teil  von  (10) 

zu  der  Gleichung 

dx  dp 

dq)  dq> ' 

dp  dx 

woraus 

pdx-\-l^dp  =  0 
dx  dp    ^ 

und  weiter 

(p{x,p)=-a 
folgt. 

409,    Beispiele.     1)  Zu  der  Differentialgleichung 
xp  -[-  yq~  pq  =  0 
gehören  die  Hilfsgleichungen: 

dx    dy     dz  dp dq 

X^q  ~~  y—p  ~        pq~         p    ~  q    ' 

aus  deren  zwei  letzten  Teilen  sich 

q  =  ap 
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ergibt.     Dies    mit    der    gegebenen    Gleichung    verbunden    gibt 
(mit  Außerachtlassung  von  p  =  0) 

i>  =  ^  +  2/,     q  =  x-{-aij 
und  hiermit  wird 

^^  ^  (^  +  ^)  ^^^  +  (^  +  «y)<^2/; 

also 

ad^  =  (rc  +  ay){dx  -\-  ady), 

woraus  durch  Integration  die  vollständige  Lösung 

2az  ==  (x  -\-  ayY  +  b 

erhalten  wird;   sie  stellt  ein   zweifach   unendliches  System  zur 
rr^Z-Ebene  paralleler  parabolischer  Zylinder  dar. 
2)  Die  Differentialgleichung 

(qy  -\-sy-p  =  0 

führt  zu  den  Hilfsgleichungen: 

,     dy        dz  dp 


22/(32/ +  2)        —i'  + 2  22/(22/ +  5!)        —^P{iy  +  2) 

dq 

—  _  42(22/ +  2)' 

die  Verbindung  des  zweiten  Teiles  mit  dem  letzten  reduziert 

sich  auf  die  exakte  Gleichung 

2dy    ,    dg  ^Q 

2/2  ' 

deren  Integral  in  der  Gestalt 

a 

geschrieben  werden    kann;    hiermit    aber    gibt    die    vorgelegte 
Gleichung 

.=(f+^r- 

Die  Einsetzung  dieser  Werte  in  ds  =  pdx  -\-  qdy  liefert  zu- 
nächst : 

und  nach  Abtrennung  der  exakten  Teile: 

dz  -j^dy=  1^--  +  zjdx; 
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beachtet   man   aber,   daß   die   linke  Seite   das  Differential  von 

\-  0  ist,  so  kann  für  die  letzte  Gleichung  auch  geschrieben 

werden: 

=  dx. 


(1+^)- 


und  das  Integral  hiervon  gibt  die  vollständige  Lösung: 
0  H r^  H =  0. 

x-j-b        y 

3)    Die    Gleichung   xp^  +  ^5^  —  2pg  =  0    zu    integrieren. 

(Vollständige    Lösung:     z  ^h  =  a{x  —  y)  —  '2ayi  —  xy 

7  xVl  —  xy  —  x\ 

—  al     \         ^ • 

yy\  —  xy-\-yJ 

§  2.  Partielle  DiflFerentialgleiehungen  zweiter  Ordnung. 
410.  Allgemeine  Bemerkungen.  War  es  bei  den 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  möglich,  über  die  Zu- 
sammensetzung ihrer  Integrale  Aufschluß  zu  erlangen  und  all- 
gemeine Methoden  zu  ihrer  Integration  zu  entwickeln,  so  ist 
dies  bei  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ordnung 
bisher  nicht  gelungen;  nur  einzelne  spezielle  Formen  sind  mit 
besonderen  Hilfsmitteln  gelöst  worden,  darunter  vornehmlich 
solche,  zu  welchen  Probleme  der  Geometrie,  Mechanik  und  Physik 
geführt  haben. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  un- 
abhängigen Variablen  ist  im  aDgemeinen  eine  Relation  zwischen 
acht  Größen:  den  drei  Variablen  x,  y,  z  und  den  fünf  Diffe- 
rentialquotienten erster  und  zweiter  Ordnung  ^;,  g;  r,  s,  t  von  z\ 
ihr  Ausdruck  ist  also 
(1)  F{x,y,z,p,q,r,s,i)  =  ^. 

In  geometrischer  Auslegung  bedeutet  die  Integration  einer 
solchen  Gleichung  die  Bestimmung  von  Flächen,  welche  nicht 
allein  mit  ihren  Flächenelementen  —  Punkten  im  Verein  mit 
deren  Tangentialebenen  —  sondern  auch  bezüglich  der  Krüm- 
mungsverhältnisse  gewisse  Bedingungen  erfüllen,  die  eben  in 
der  Gleichung  (1)  ihren  analytischen  Ausdruck  finden. 
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Gelingt  es  auf  irgendeinem  Wege,  aus  (1)  eine  Gleichung 
abzuleiten,  welche  r,  s,  t  nicht  enthält,  also  eine  Gleichung 

(2)  f(x,y,2,p,q)  =  0, 

so  ist  die  weitere  Lösung  auf  ein  bereits  behandeltes  Problem, 
auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
zurückgeführt.  Die  Gleichung  (2)  wird  ein  erstes,  ein  inter- 
mediäres oder  ein  Zivischenintegral  der  Gleichung  (1)  genannt. 
In  den  beiden  folgenden  Artikeln  wird  eine  Auswahl  spe- 
zieller Gleichungen  vorgeführt  werden,  bei  denen  durch  ein- 
fache Überlegungen  ein  Weg  zur  Integration  gefunden  werden 
kann.  Zu  ihnen  gehören  auch  die  in  bezug  auf  die  unbekannte 
Funktion  z  und  ihre  Ableitungen  j),  q,  r,  s,  t  linearen  Glei- 
chungen und  unter  diesen  insbesondere  die  homogenen  mit 
konstanten  Koeffizienten.  Im  Anschlüsse  daran  werden  zwei 
wichtige  umfassende  Formen,  die  Amperesche  und  die  Monge- 
sche  Gleichung  behandelt  werden,  unter  welche  sich  auch 
manche  der  vorhin  erwähnten  speziellen  Gleichungen  subsu- 
mieren lassen. 

411.    Einige  besondere  Gleichungsformen.     1)  Die 
Differentialgleichung 

(1)  r=ax) 

ist  wie  eine  gewöhnliche  zu  behandeln,  jedoch  mit  dem  Be- 
merken, daß  an  die  SteUe  der  IntegrationsZ;o«s^aw^m  eine 
willkürliche  Funktion  von  y,  das  bei  dem  ganzen  Prozesse  als 
konstant  betrachtet  wird,  zu  setzen  ist,  um  das  Integral  in 
seiner  größten  Allgemeinheit  zu  erhalten.  Hiernach  ergibt  sich 
nach  einmaliger  Integration: 

—  dies  das  Zwischenintegral  —  und  nach  abermaliger  Inte- 
gration: 

(2)  z  =fdxff{x) dx-j-  xcp(y)  +  t{y). 

Es  enthält  also   die  allgemeinste  Lösung  außer  einer  be- 
stimmten Funktion  von  x  zwei  willkürliche  Funktionen  von  y. 
In  ähnlicher  Weise  wäre  t  =  f{y)  zu  lösen. 
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2)  Ein  analoger  Vorgang  führt  zur  Lösung  yon 

(3)  s  =  f(x,  y), 

nur  mit  dem  Unterschiede,  daß  nach  zwei  verschiedenen  Va- 
riablen integriert  wird;  man  erhält  bei  der  Integrationsfolge 
y,  X  zuerst: 

schließlich: 

(4)  z  =fdxff{x,  y)dy  +  (p{x)-\-i;{y). 

3)  Die  Gleichungen 

i  r  +  Pp  =  Q 

(5)  \t  4-  Qq=  B 

\s-^Pp  =  Q, 

worin  P,  Q,  R  Funktionen  von  x,  y  bedeuten,  erscheinen,  in 
den  Formen 

r.  +  Pp-^i 
g  +  ««  =  ^ 

geschrieben,  als  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  sofern  man  in  der  ersten  y,  in  den  beiden 
letzten  x  als  konstant  auffaßt.  Ihre  Integration  nach  der  in 
353  entwickelten  Methode  führt  zu  einem  Zwischenintegral, 
das  wieder  als  gewöhnliche  Differentialgleichung  anzusehen  ist. 
Ein  Beispiel  zu  dem  ersten  Falle  bietet  die  Gleichung 

xr  —p  =  xy] 

transformiert  man  sie  auf 

dp       p 
dx        X       '^^ 
so  gibt  sie  zunächst 

und  nach  nochmaliger  Integration 
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die  beiden   Glieder  ^   i{y)  —  ^  ziehen   sich  aber  zu  x'^(p{y) 

zusammen,  wobei  9^(3/)  wieder  eine  willkürliche  Funktion  von 
y  bedeutet,  so  daß  endgültig 

z^'^lx-^x^cp{y)^i>{y). 

4)  Sind  P,  Q,  R  Funktionen   von  x,  y,  p^    so    kann    die 
Gleichung 

(6)  Pr+Qs  =  R 

als   lineare   partielle  Differentialgleichung   erster  Ordnung   be- 
handelt werden;  man  braucht  sie  nur  in  der  Gestalt 

dx    '        oy 
zu    schreiben;    ihre   Integi-ation  ist  also   vorerst  auf  die  Inte- 
gration des  Systems 

dx       dy       dp 

^  =  ~Q^  E 

zurückgeführt;    das   Zwischenintegral,  welches   sich   so   ergibt, 
verhält  sich  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung. 
Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Gleichung 
i?  +  r  +  s=  1; 
die  zugehörigen  Hilfsgleichungen 
dx  =  dy 


1-p 

ergeben  die  beiden  unabhängigen  Lösungen: 
X  —  y  =  a,        1  —  p  ==he~^, 
und  aus  diesen  folgt  das  allgemeine  Integral: 

-^:y-  =  cp{x-y) 

oder 

^  =  1  —  e-y(p'{x  —  y), 
woraus  schließlich 

z  =  X  —  e~^(p(x  —  y)  +  ^{y}- 

5)  Bei  der  Differentialgleichung 

(7)  q^r-2p(is  +  pH^0, 

welche  alle  fünf  Differentialquotienten  enthält,  kann  von  dem 
folgenden  auch  in  einigren  anderen  Fällen  zum  Ziele  führenden 
Verfahren  Gebrauch  gemacht  werden. 
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Mit  Hilfe  der  Gleichungen 

dp  =  rdx  -{■  sdy 
dq  =  sdx  +  tdy 

lassen   sich  nämlich  aus  (7)  r  und  t  ausscheiden,   indem  man 

darin 

d}^  —  sdy  ,       dq  —  sdx 

dx       '  dy 

einsetzt;  die  umgestaltete  Gleichung  lautet  dann: 
q^dpdy  -\-p^dqdx  =  s{qdy  ■\-  pdx)^, 

enthält  nur  einen  zweiten  Differentialquotienten  und  wird  be- 
friedigt, wenn  gleichzeitig 

q^dpdy -\- p^dqdx  =  0 
qdy  -\- pdx  =  0 

ist;    die   erste    Gleichung  vereinfacht   sich    aber   vermöge    der 
zweiten,  so  daß  man  schließlich  das  Gleichungspaar 

qdp  —  pdq  =  0 

qdy  -{- pdx  =  0 
zu  integrieren  hat;  die  erste  Gleichung  gibt 

P 

die  zweite,  weil  ihre  linke  Seite  dz  darstellt, 

z  =  &; 
das  allgemeine  Integral  lautet  also: 

und  bildet  in  der  Anordnung 

p-(f{z)q  =  0 

eine  homogene  lineare  Differentialgleichung,  welche  mittels  der 
Hilfsgleichungen 


dx  = 

_  _<h  _ 

cp{e) 

_  dg 

0 

zu 

lösen  ist. 

Einmal  folgt 

daraus 

z=-C 

un 

d  hiermit 

weiter 

y  + 

x(p{C)^ 

C', 
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schließlich  also  ergibt  sich  die  allgemeine  Lösung,  wenn  man 
C'=i.'(C)  setzt,  d.  h. 

412.  Bezüglich  der  Funktion  und  ihrer  Differen- 
tialquotienten lineare  Gleichungen.  Besondere  Beachtung 
verdienen  wegen  ihres  Auftretens  in  den  Anwendungen  der 
Analysis  diejenigen  Gleichungen,  welche  in  bezug  auf  z  und 
seine  Differentialquotienten  p,  q,  r,  s,  t,  .  .  .  linear  sind  in  dem 
Sinne,  daß  die  Koeffizienten  nur  mehr  von  x,  y  abhängen,  und 
unter  diesen  insbesondere  die  homogenen  Gleichungen  mit  l:on- 
stanten  Koeffizienten. 

Gleichungen  der  angegebenen  Art  haben  mit  den  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichungen  (379)  mancherlei  Ana- 
logien.    So  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  a^z  +  2\p  4-  26,(/  +  c^r  +  2c^s  +  c^t  =  0, 

also  eine  homogene  Differentialgleichung,  gleichgültig,  ob  die 
Koeffizienten  a^,  b^,  h^,  .  .  .,  konstant  oder  Funktionen  von  x,  y 
sind,  die  Eigenschaft,  daß,  sobald  sie  durch 

z  =  <p{x,  y) 

befriedigt  wird,  auch  z  =  Ccp{x,  y)  ein  Integral  derselben  ist; 
und  weiter,  wenn  z  =  (p.^^(x,  y),  z  =  (p^ix,  y)  zwei  Integrale 
jener  Gleichung  vorstellen,  auch  der  mit  willkürlichen  Kon- 
stanten C^,  Cg  gebildete  Ausdruck 

^  =  ^i9i(^>  y)  +  Csg'sC^;  y) 

ein  Integral  bedeutet;  diese  Bemerkung,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich  ebenso  leicht  wie  bei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen überzeugt,  ist  wichtig  für  die  Konstruktion  des 
allgemeinsten  Integrals. 

Wir  setzen  nun  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1)  als 
Jconstant  voraus.  Führt  man  in  ihre  linke  Seite  den  mit  vor- 
läufig unbestimmten  Zahlen  a,  ß  gebildeten  Ausdruck 

(2)  2  =  e"^+'^^ 

ein,  so  verwandelt  sie  sich  in  das  Produkt 

e«^+/*2/[a^  +  2\a  -}-  2\ß  +  cy  -{■  2c,aß  +  c,J"-]] 
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mithin  ist  (2)  nur  dann,  dann  aber  immer  ein  Integral  von 
(1),  wenn  a,  ß  der  quadratischen  Gleichung 

(3)  «0  +  2h^a  -f  2h,ß  +  cy  +  2c^aß  +  c.,ß'  =  0 

genügen.  Ist  also  o;^,  ßj.  eine  Lösung  dieser  cliaraMerisüschen 
Gleichung,  so  ist 

ein  Integral,  und  das  allgemeinste  Integral  ist 

(4)  z  =^C^e">^''+^icy 

die  Summe  eigentlich'  über  die  oo^  Wertyerbindungen  ccjß^ 
erstreckt,  welche  der  Gleichung  (3)  entsprechen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  FaU,  daß  die  linke  Seite 
von  (3)  Zerlegung  in  lineare  Faktoren  gestattet,  so  daß 

{Ä,a  +  B,ß  +  C,){Ä,a  +  B,ß  +  (7,)  =  0 

ist.     Zieht  man  daraus  die  beiden  Bestimmungen 

ß  =  ma  -\-  n,       ß  =  m'a  -f  n, 

so  zerfäUt  (4)  in  zwei  Teile: 

;3  ==  e"V  %  (jQ{x  +  my)a  _j_  (,n' y  ^^ (^' g{x  +  m'y)a 

die  Summen  über  aUe  reeUen  Werte  von  a  erstreckt  und  jedem 
a  ein  beliebiges  C  zugeordnet.  Die  erste  Summe  aber  stellt 
in  letzter  Linie  eine  willkürliche  Funktion  von  x  +  my,  die 
zweite  eine  willkürliche  Funktion  von  x  -\-  m'y  dar;  man  hat 
also  unter  dieser  Voraussetzung 

(5)  z  =  e'^'cpix  +  my)  -^  e"'^ilj{x  +  m'y) 

als  allgemeinstes  Integral  von  (1). 

Zur  Illustration  dieses  Verfahrens  mögen  zwei  Beispiele 
dienen,  deren  erstes  insofern  von  historischem  Interesse  ist, 
als  es  die  erste  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
betrifft,  die  zur  Lösung  gebracht  wurde  —  durch  Euler  — ; 
das  zweite  ist  ein  bloßer  Spezialfall  des  ersten  und  behandelt 
eine  Differentialgleichung,  die  in  der  Theorie  schwingender 
Saiten  auftritt. 
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1)  Zu  der  Gleichung 

(6)  r  +  2as  +  &^  =  0 
(gehört  die  charakteristische  Gleichung 

«2 +  2aa/3  + 6/3^  =  0; 
dieselbe   ergibt   für   das  Verhältnis  —  zwei  Werte:  m  und  ni\ 

so  daß 

ß  =  ma     und     ß  ==  m'a 

zu  setzen  ist;  hiernach  ist 

(7)  ^  =  (p{x  +  my)  +  4){x  +  w'«/) 
das  allgemeine  Integral  von  (6), 

2)  Die  Gleichung 

(8)  r-  aH  =  0 

ist    in    der    vorigen    als    besonderer    Fall    enthalten,    hat    die 
charakteristische  Gleichung 

«2  _  «2/32  =  0 

mit    den    Lösungen    /3  =  +  — ,    also    das    allgemeine    Integral 
2  ==  q)  (x  -{-   A  +  ip  (x  — —j  oder,  vras  auf  dasselbe  zurückkommt, 

(9)  s  ==q){y  +  ax)  +  tiy  —  ax). 

Sind  ausreichende  Bedingungen  hierfür  vorhanden,  so  lassen 
sich  auch  die  willkürlichen  Funktionen  bestimmen.  Würde 
z.  B.  gefordert,  daß 

für     x  =  0       2-F{y),      ^=f{y) 

werden  solle,  wobei  F,  f  gegebene  Funktionen  bedeuten,  so  hätte 
man  in  Ausführung  dieser  Bedingungen: 

^{y)  +  i'{y)  =  F{y) 

a(p'{y)  —  aip\y)=f{y), 
folglich  weiter: 

fp{y)  +  tiy)  =  F{^J) 
<p{y)-^{y)  =  F,(y), 

wenn   —  1  f{y)dy  =  F^{y)  gesetzt  wird,  und  hieraus: 

<p{y)  =  ^  {F{y)  +  F,{y)] 
^{y)='^{F{y)~FM]^ 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.    II.    3.  Aufl.  36 
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der  den  festgesetzten  Bedingungen  entsprechende  besondere 
Fall  des  allgemeinen  Integrals  ist  demnach: 

2=^  {F{y  +  ax)  ^ F(y - ax)]  +  ^  {F^{ij  +  ax) - F^{y -  ax)} . 

413.  Die  Differentialgleichungen  von  Ampere  und 
Monge.  Man  gelangt  zu  einer  wichtigen  und  umfassenden 
Klasse  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  wenn 
man  sich  die  Frage  vorlegt,  welche  Form  eine  solche  Differential- 
gleichung haben  muß,  damit  sie  ein  Zwischenintegral  von  der 
Zusammensetzung 

(1)  v  =  (p{u) 

besitze;  darin  sind  u,  v  t)ekannte  Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  q 

und  cp  bedeutet  eine  willkürliche  Funktion. 

Die  Antwort  ergibt  sich  auf  folgende  Weise.    Differentiiert 

man    diese  Gleichung   einmal  in   bezug    auf  x,   ein   zweitesmal 

in  bezug   auf  y,  wobei   zu   beachten   ist,   daß  2,  p,  q  von  x,  y 

abhängen,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

dv    ,    dv       ,   dv      ,    dv  ,,  -.(du    ,    du      ,    du      ,    du\ 

dx    '    8z  -^    '    dp  oq         ^^   ^\cx       CS  ^    '    dp  cq   J 

dv    ,    dv      ,    dv      ,    dv  ,         ,,  -./du   .du      .du      ,    du\ 
dy       dz  ^       dp         dq        ^  ^     \dy       dz  ^      op         ßq  / 

Durch  Elimination  des  willkürlichen  q)'{u)  und  Ordnen  des  Re- 
sultats nach  den  zweiten  Ableitungen  erhält  man  eine  Gleichung 
von  dem  Baue: 

(2)  Hr  -\-2Ks-\-Lt^-3I-^  N{rt  -  s^)  =  0 ; 

die  Koeffizienten  H,  K,  L,  31,  N  sind  im  allgemeinen  Funktionen 
von  x,y,  z,p,  q,  deren  Bildung  aus  u,  v  leicht  hingeschrieben 
werden  kann. 

Hierdurch  ist  erwiesen,  daß  jede  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  die  ein  Zwischenintegral  der  Form  (1)  besitzt,  den  Bau 
von  (2)  aufweisen  muß.  Doch  kann  nicht  umgekehrt  behauptet 
werden,  daß  jede  Differentialgleichung  von  der  Art(2)  ein  Zwischen- 
integral der  Form  (1)  haben  müsse. 

Ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  (2)  ist  die  in  bezug 
auf  die  zweiten  Ableitungen  lineare  Gleichung 

(3)  Hr+2Es  +  Lt-\-M^0, 
die  sich  dann  einstellt,  wenn  iV^  ^  0  ist. 
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Man  bezeichnet  (2)  als  die  Amperesche  und  (3)  als  die 
Differentialgleichung  von  Monge*). 

414.  Theorie  der  Charakteristiken  der  Ampere- 
schen  Differentialgleichung.  Ist  5"  =  ^  {^,y)  eine  Inte- 
gralfläche der  Gleichung  (2),  d.  h.  erfüllen  z  und  die  daraus 
abgeleiteten  Werte  von  p,  q,  r,  s,  t  die  Gleichung  (2)  identisch, 
so  bestimmen  x,  y,  z  die  Lage  eines  ihrer  Punkte,  p,  q  die 
Stellung  der  Tangentialebene,  r,  s,  t  im  Verein  mit  p,  q  die 
Krümmungsverhältnisse  daselbst. 

Solcher  durch  acht  Größen  gekennzeichneter  Elemente  defi- 
niert die  Gleichung  (2)  wie  überhaupt  jede  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  oo'^,  weil  sieben  von  den  Größen  frei  gewählt 
werden    können,    während    sich    die    achte    aus   (2)    bestimmt. 

Wir  gehen  nun  von  der  Aufgabe  aus,  eine  Integralfläche 
z  =  0{x,  y)  zu  finden,  die  durch  eine  gegebene  Kurve  C  geht 
und  in  den  Punkten  derselben  vorgeschriebene  Tangentialebenen 
besitzt.  Da  diese  Tangentialebenen  in  ihrer  Gesamtheit  durch 
eine  Developpable  D  eingehüUt  werden,  so  kann  man  die  Auf- 
gabe auch  so  fassen,  daß  es  sich  um  eine  Integralfläche  handelt, 
welche  die  Developpable  I)  längs  der  ihr  aufgeschriebenen 
Kurve  C  berührt.  Weil  beide  Flächen  längs  C  einen  infini- 
tesimalen Flächenstreifen  gemein  haben,  so  kann  man  auch 
sagen,  die  gesuchte  Integralfläche  habe  durch  diesen  Flächen- 
streifen zu  gehen. 

Bei  der  Bewegung  auf  C  sind  oc,y,z,p,q  als  Funktionen 
eines  Parameters  aufzufassen;  ihre  Differentiale  dx,  dy,  dz, 
dp,  dq  aber  haben  den  folgenden  Bedingungen  zu  entsprechen: 

(4)  dz  =  pdx  -\-  qdy 

(5)  dp  =  rdx  -\-  sdy 

(6)  dq  =  sdx  -\-  tdy , 

wobei  r,  s,  t  aus  der  Gleichung  der  Integralfläche  zu  entnehmen 
sind;  aber  auch  die  Gleichung  (2)  muß  durch  x,  y,  z,p,  q,  r,  s,  t 
befriedigt  sein. 


*)  G.  Monge,  Histoire  de  l'Acad.  des  Sciences,  1784.  —  A.  Ampere, 
Journal  de  l'Ecole  polytechn.  11,  cah.  17,  18  (1820). 

36* 
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Man  hat  also  zur  Bestimmung  r,  s,  t  für  einen  Punkt  von 
C  drei  Gleichungen  zur  Verfügung:  (2),  (5)  und  (6);  die  erste 
ist  von  zweitem  Grade,  die  beiden  anderen  sind  linear;  leitet 
man  aber  aus  (5)  und  (6) 

tdj)  —  sdq  =  (rt  —  s'^)dx 

ab,  so  erkennt  man,  daß  sich  rt  —  s^  durch  einen  in  s,  t 
linearen  Ausdruck  ersetzen  läßt,  so  daß  dann  drei  lineare 
Gleichungen  vorliegen,  die  nur  eine  Lösung  für  r,  s,  t  ergeben. 
Es  gehört  hiernach  im  allgemeinen  zu  jedem  Punkte  von  G 
nur  ein  Wertsystem  r,  s,  t. 

Gesetzt  aber,  die  Gleichungen  (2),  (5),  (6)  reduzierten 
eich  auf  zwei,  dann  bleibt  eine  der  drei  letztgenannten  Größen 
willkürlich;  einen  Flächenstreifen,  bei  dem  dies  eintritt,  nennt 
man  eine  CliaraliterisüJi  (1.  Ordnung)  der  Differentialgleichung  (2). 
Es  ist  anzunehmen,  daß  durch  eine  Charakteristik  unendlich 
viele  Integralflächen  gehen  werden,  die  sich  längs  ihr  berühren, 
weil  sie  längs  ihr  eine  gemeinsame  umschriebene  Developpable 
besitzen. 

Um  zu  erkennen,  wie  der  eben  erörterte  Fall  eintreten 
kann,  formen  wir  die  Gleichung  (2)  wie  folgt  um.  Vergleicht 
man  ihre   mit   N  multiplizierte  linke  Seite   mit   dem  Produkt 

{Nr  +  L){m  +  H)  =  N'rt  -f  HNr  +  LNt  +  LH, 

so  ist  zu  erkennen,  daß  man  für  (2)  auch  schreiben  kann: 

{Nr  +  L){Nt  -{-H)-  Nh'  +  2  KNs  -  HL  +  MN  =  0 ; 

setzt  man  vorübergehend  —  Ns  =  X  und  nennt  A^,  Ag  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

(7)  X^  +  2KX  +  HL-  MN^  0, 

so  daß  etwa 


A,  =  -  iT  -f  yx^  -HL  +  31 N, 


Ag  =  -K-Yk'  -HL^  MN, 
so  nimmt  (2)  die  Form  an: 
(2*)       {Nr  +  L){Nt  +  H)-  {Ns  +  X,){Ns  +  X,)  =  0. 
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Dies  aber  kann  zerfällt  werden  entweder  in 

oder  in 

Nr  4-  /^  =  K^s  +  X,) 
^  ^  iYs  +  A,  =  i[t(iV^  +  H) 

wobei  II  jede  beliebige  Zahl  sein  kann. 

Der  in  Rede  stehende  Fall  der  Unbestimmtheit  wird  ein- 
treten, wenn  die  Gleichungen  (5),  (6)  entweder  mit  dem  System 
(8)  oder  mit  jenem  (9)  identisch  sind;  denn  dann  stehen  tat- 
sächlich nur  zwei  (lineare)  Gleichungen  für  die  Bestimmung 
von  r,  s,  t  zur  Verfügung.  Um  die  Bedingungen  hierfür  zu 
finden,  bringe  man  (8)  in  die  Gestalt: 

^  /Ij  —  L  =  JSfr  —  ^i  Ns 
liH—  K  =  Ns  —  iiNt-^ 

vergleicht  man  den  ersten  Ansatz  mit  (5),  den  zweiten  mit  (6), 
so  findet  man,  daß  zur  identischen  Übereinstimmung  erforder- 
lich ist: 

(Ix  dy  dp  dq 

IT  ^  —liN  ^  ^X^  —L  ^  nH—X^  ' 

Eliminiert  man  schließlich  zwischen  diesen  drei  Glei- 
chungen die  willkürliche  Zahl  /a*),  so  ergeben  sich  die  zwei 
Gleichungen : 

Ldx  +  l,  chj  +  Ndp  =  0 ' 

^     ^  k,jlx  -f  Hdy  -f  Ndq  =  0 

In  ähnlicher  Weise  führt  die  Identifizierung  von  (5)  und 
(6)  mit  (9)  zu  dem  Gleichungspaar: 

Ldx  -f  l,dy  -f  Ndp  =  0' 
(11)  -r    2    :/  T        i 

^  jL,dx  +  Hdy+Ndq==0 

weil  (9)  aus  (8)  durch  bloße  Yertauschung  A^,  Ag  hervorgeht. 


*)  Zum   Zwecke    dieser   Elimination   bemerke   man,    daß  jeder  der 
vorstehenden  Brüche  auch  gleich  ist 

Ldx-\-X,dy  +  Ndp  ,  X^dx -^  Hdy -\- Ndq 

LN-f,X^N-\-iiX,N-LN    ''''       X,N -  ^lBN  +  iiHN -  X,N' 

und  da  hier  die  Nenner  0  sind,  müssen  es  auch  die  Zähler  sein. 
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4-15.  Bedeutung  der  Charakteristiken  für  das  In- 
tegrationsproblem. Zu  einer  Amperesclien  Differential- 
gleichung gehören  somit  im  allgemeinen  zwei  Systeme  von 
Charakteristiken,  gekennzeichnet  durch  die  Gleichungspaare 
(10),  (11),  zu  deren  jedem  noch  die  Gleichung  (4)  hinzutritt, 
im  ganzen  also  durch  die  Gleichungssysteme: 
(  Ldx  +  l^dy  +  Ndp  =  0 

(12)  X^dx  -]-  Hdij  +  Ndq  =  0 
l  d0  —  pdx  —  qdy  =  0 
I  Ldx  +  X^dy  +  Ndp  =  0 

(13)  Aj  dx  +  Hdy  -f-  Ndq  =  0 

'         d2  —  pdx  —  qdy  =  0 . 
Sind  jedoch  die  Wurzeln  A^,  Ag  einander  gleich,  was  dann 
eintritt,  wenn 

(14)  K^-  HLi-  MN=0 

ist,  so  existiert  nur  ein  System  von  Charakteristiken,  bestimmt 
durch  die  Gleichungen: 

Ldx  —  Kdy  -\-  Ndp  =  0 
-  Kdx  +  Edy  +  Ndq  =  0 
d^  —  pdx  —  qdy  =  0. 

Die  Bedeutung  der  Charakteristiken  liegt  nun  darin,  daß 
sich  aus  ihnen  die  Integralflächen  von  (2)  konstituieren.  Das 
ergibt  sich  aus  der  Tatsache,  daß  durch  jeden  Punkt  einer 
Integralfläche  zwei  Charakteristiken  gehen,  je  eine  aus  jedem 
System.  Denn,  ersetzt  man  in  (12)  dp,  dq  durch  ihre  Aus- 
drücke aus  (5),  (6)  und  ordnet  nach  den  Differentialen,  so  er- 
hält man  das  Gleichungspaar: 

(Nr  -{-  L)dx-{-  {Ns  +  Xi)dy  =  0 


(12,  13) 


^    ^  '  (Ns  -f  ^2)^0:  -\-(Nt  +  H)dy  =  0, 

das  nur  dann  bestehen  kann,  wenn 

(Nr  +  L)(Nt  -\-H)-  (Ns  +  X,)(Ns  i-  X^)  =  0- 

dann    aber    bestimmen    die   beiden   Gleichungen   (15)  nur  eltie 

Richtung: 

Nr  -f-  i  Ns-\-  Ag 


Ns  -\-l^  Nt-i-  H' 
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und  da  die  vorstellende  Gleichung  nichts  anderes  als  die  Form 
(2*)  der  Gleichung  (2)  ist,  so  gehört  die  Richtung  einer  Inte- 
gralfläche von  (2)  an. 

In  gleicher  Weise  führen  die  Gleichungen  (13)  zu  emer 
Richtung: 

welche    der   zweiten    durch   den   betreffenden   Punkt   gehenden 
Charakteristik   und   zugleich   einer   Integralfläche  von  (2)   an- 
gehört. 
Da 

(^\    4.  (±y\    =  _  (^''  +  ^^) (^ ^'  ±]^+k)  _  _  o  Ns-K 
\d  x)i  "^  \d  xj^  (Ns  +  X, )  {Ns  +  ^,)  "^  Nt  +  H 

/dy\    /dy\    _  {Nr-^Ly         _  Nr -j- L 

VrfWi  te/2  ~"  i^s  +  X^){Ns  +  X^)  ~  Wt^JS 

ist,  so  sind  beide  Richtungen  durch  die  quadratische  Gleichung 

(16)    (Nt  +  H)df  +  2{Ns-  K)dxdy-\-\Nr  +  L)dx''  =  0 

bestimmt. 

416.  Die  Charakteristiken  der  Mongeschen  Diffe- 
rentialgleichung. Den  Gedankengang  von  414  verfolgend, 
kommt  man  zu  der  Erkenntnis,  daß  sich  die  Bedingungen  für 
die  Charakteristiken  der  Mongeschen  Differentialgleichung  (3) 
aus  der  Forderung  ergeben,  die  drei  Gleichungen 

Hr  +  2Ks  +  Lti-M=0 

dp  —  rdx  —  sdy  =  0 

dq  —  sdx  —  tdy  =  0 

sollen  sich  auf  zwei  reduzieren;  dies  aber  tritt  ein,  wenn  die 
erste  Gleichung  als  eine  bloße  Folge  der  beiden  anderen  dar- 
stellbar ist,  wenn  sich  also  von  r,  s,  /  unabhängige  Multipli- 
katoren Ä,  B  bestimmen  lassen  derart,  daß 

Hr-^2Ks  i-  Lt-i-  M-^  Ä(dp  —  rdx-  sdy)  -\-  B{dq-sdx—tdy) 

sei. 

Vergleicht  man  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  r,  s,  t 
links  und  rechts,  so  löst  sich  die  Bedingung  in  die  folgenden 
vier  auf: 
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L  +  B(hj  =  0 
2K-\-  Ady-^Bdx  =  0 
M-  Adp-Bdq^O, 

die   sicli   durcli  Elimination   von  Ä,  B  auf  zwei   zurückführen 
lassen. 

In  dem  normalen  Falle,   daß  H^O,  L  =1=  0,   ist   die  Eli- 
mination leicht  vollzogen  und  führt  zu  den  Gleichungen: 


^C 


Mdxdy  -\-  Hdtjdp  -\-  Ldydq  =  0; 

zerfällt  man  die  erste  mittels   der  Wurzeln  X^,  Ag  der  quadra- 
tischen Gleichung 

(17)  HX^-2KX  +  L==0, 

d.  i.  _  

_K^yK^  —  HL  _  K—YK^—  HL 

in  die  beiden  ~  —  X^  =  0,^  —  ^^  =  0,   so  ergeben  sich  als 

analytische  Bedingungen  für  die  beiden  Systeme  der  Charakte- 
ristiken die  Gleichungen: 

dy  —  X^dx  =  0\ 

(18)  MX^dx  +  HX^dp  +  Ldq  =  0 

dz  —  pdx  —  qdy  =  Oj 
dy  —  X^dx  ==  0\ 

(19)  3IX^dx  +  HX^dp  +  Ldq  =  0    • 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0} 

Beide  Systeme  fallen  in  eines  zusammen,  wenn  Aj  =  Ag 
ist,  was  dann  eintritt,  wenn  zwischen  den  Koeffizienten  der 
Differentialgleichung  (3)  die  Beziehung  K^  —  HL  ^  0  statt- 
findet;  weil  dann  A^  =  A2  =  „ ,  so  besitzt  dieses  eine  System 
die  Differentialgleichungen 

Hdy  -  Kdx  =  0 1 
(18,  19)  Mdy  +  Kdp  +  Ldq  =  0    • 

ds  —pdx  —  qdy  =  Oj 
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Die  Fälle,  wo  H  oder  L  oder  beide  Null  sind,  erfordern 
einen  anderen  Eliminationsvorgang.  So  wird  man  z.  B.  bei 
11=0,  L  +  0  aus  der  ersten  Gleichung  sehließen  auf 

^  =  0     oder     dx  =  0 ; 

je  nach  der  ersten  oder  zweiten  Annahme  führen  die  übrigen 
Gleichungen  auf 

2/iC-L'5^  =  0  2K+Ädy  =  0 

"-y  oder 

J/  +  Z^  =  0  3I+2Ki^-  +  L'^'^  =  0: 

'        dy  dy    '       dy  ^ 

mithin  ergeben  sich  für  die  beiden  Systeme  der  Charakteristiken 
in  diesem  Falle  die  DifFerentialgleichuncren: 

2Kdy  -  Ldx  =  0 

(18*)  31dy  +  Ldq  =  0 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

dx  =  0 

(19*)  Mdy  +  2Kdp  -j-  Ldq  =  0 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

417.  Die  Integrationsmethode  von  Mon^e  und 
Ampere.  Die  Methode,  welche  Monge  und  Ampere  zur 
Integration  der  nach  ihnen  benannten  Differentialgleichungen 
angewendet  haben,  geht  darauf  aus,  die  Differentialgleichungen 
der  Charakteristiken  zu  integrablen  Gleichungen  zu  kombinieren. 

Gelingt  es  beispielsweise  bei  der  Amp  er  eschen  Gleichung, 
die  Gleichungen  (12): 

Ldx  +  X^dy  +  Ndp  =  0 

X^dx  +  Hdy  +  Xdq  =  0 

dz  —pdx  —  qdy  =  0 

des    einen    Charakteristikensystems    oder    die    des    anderen    zu 
ztvei  integrablen  Gleichungen: 

du  =  0 

dv  =  0 
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zu  kombinieren,  so  ergibt  sich  als  Zwischenintegral: 

V  =  (p{u), 
wodurch  die  Integration  auf  das  nächsteinfachere  Problem  der 
Lösung  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurückgeführt 
erscheint. 

Gelingt  es  in  einem  Falle,  drei  integrable  Kombinationen 
zu  bilden: 

du  =  0,   •      dv  =  0,         dtv  =  0, 

so  ist  die  Integration  vollendet;  denn  zwischen  den  daraus  re- 
sultierenden ersten  Integralen 

u  =  a,         V  =  h,         w  =  c 

können  2^?  Q.  eliminiert  werden,  wodurch  sich  eine  Gleichung 

"^{x,  y,  z,  a,  h,  c)  =  0 

ergibt,  die  ein  dreifach  unendliches  System  von  Integralfläehen, 
das  vollständige  Integral,  darstellt,  aus  dem  sich  das  allgemeine 
Integral  in  der  bekannten  Weise  herstellen  läßt  (405). 

Es  soU.  nun  gezeigt  werden,  daß  die  Auffindung  von 
Zwischenintegralen  auf  die  Lösung  homogener  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zurückführbar  ist. 

Um  eine  integrable  Kombination  der  obigen  drei  Gleichun- 
gen zu  erhalten,  sind  Funktionen  cc,  ß,  y  von  x,  y,  z,  p,  q  er- 
forderlich, für  welche 

a{Ldx-\-X^dy-\-Ndp)-\-ß{l^dx-{-Hdy-\-Ndq)-\-y{dz—pdx—qdy) 

ein  exaktes  Differential  du  ist;  da  nun  ein  solches  den  Ausdruck: 
du  j      ,    du  j      ,    du  j      ,    du  j      ,    du  -, 
dx         ^   dy     ^       dz  dp    -^       dq     ^ 

hat,  so  haben  a,  ß,  y  folgende  Bedingungen  zu  erfüllen: 

du  T     )    a 1 

j^  =  ccL  +  ßl^-yp 
^  =  al^  +  ßH-yq 


du 

Tz 


r 


du  ,j. 

dp 
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durch  Elimination  von  a,  ß,  y  ergeben  sich  daraus  die  beiden 
Gleichungen: 


(20) 


^r"  +  ^^lf-ig-^.|*-o 


Die  Bestimmung  eines  Zwischenintegrals  von  der  Form 
M  =  a  ist  hiernach  darauf  zurückgeführt,  eine  Funktion  u  zu 
finden,  welche  den  zwei  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chungen (20)  zugleich  genügt. 

Durch  Yertauschung  von  X^,  X^  ergibt  sieh  das  dem  zweiten 
Charakteristikensystem  entsprechende  Gleichungspaar. 

,  Daß  eine  Funktion  u,  die  den  Gleichungen  (20)  genügt, 
auch  die  Differentialgleichung  (2)  befriedigt,  ist  so  zu  erkennen. 
Differentiiert  man  m  =  a  in  bezug  auf  x  und  y  und  eliminiert 
zwischen  den  so  entstandenen  Gleichungen: 

du   .    du       ,    du       ,    du  ^ 

dx   '    dz-^        dp  dq 

du    ,    du       ,    dti       ,    du  ,        ^ 
dy       dz  ^    '    cp  dq, 

und  den  Gleichungen  (20)  p— ,  ^,  so  entsteht  das  Gleichungs- 
paar: 

(i^r  +  Z)g  +  (.A^.  +  ^,)f^  =  0 

das  aber  nur  unter  der  Bedingung 

(Nr  +  L)  [Nt  +  H)-  (Ns  +  ^1)  (Ns  +  A^)  =  0 

bestehen  kann;  das  aber  ist  die  Gleichung  (2)  in  der  ihr  später 
erteilten  Form  (2*). 

418.  Beispiele.  1)  Es  sind  die  Flächen  zu  bestimmen, 
deren  sämtliche  Punkte  parabolische  Punkte  sind. 

Das  Problem  erfordert  die  Integration  der  Differential- 
gleichung 

(210),  die  von  der  Ampere  sehen  Fonn  ist  mit 

R==K=L  =  M=0,         N=l,         Ai  =  A2  =  0; 
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dem  einzigen  Charakteristikensystem  kommen  nach  (12,  13) 
die  Differentialgleichungen 

dp  =  0,       dq=-  0,       ds  —  pdx  —  qdy  =  0 

zu,  wovon  die  zwei  ersten  unmittelbar  integrabel  sind,  während 
die  dritte  mit  Rücksicht  auf  sie  ebenfalls  in  integrabler  Form, 
nümlieh: 

d(ß  —  px  —  qy)  =  0 

geschrieben  werden  kann.  Hiernach  hat  man  die  drei  Zwischen- 
integrale: 

p  =  a,       q  =  h,      z  —  px  —  qij  =  c, 

aus  welchen  sich  durch  Elimination  von  p,  q  das  vollständige 
Integral 

z  =  ax  -{-hy  -\-  c 

ergibt,  das  die  Gesamtheit  aller  Ebenen  darstellt. 

Mit  h  =  (p{a),  c  =  t^(a),  wobei  (p,  xp  Zeichen  für  willkür- 
liche Funktionen  sind,  wird  daraus  in  allgemeinster  Weise  ein 
einfach  unendliches  Ebenensystem 

z  ==  ax  -\-  (p{a)y  -{-  tl>(a) 

herausgehoben,  dessen  Einhüllende  ebenfalls  eine  Integralfläche 
ist.  Das  allgemeine  Integral  umfaßt  also  alle  developpdblen 
Flächen  (198). 

Jede  Gleichung 

F{p,  q,  z—px-qy)  =  0, 

mag  F  welche  Funktion  immer  sein,  ist  ein  Zwischenintegral; 
man  erkennt  darin  unmittelbar  die  verallgemeinerte  Clairaut- 
sche  Gleichung  (407,  3;).  Eine  solche  besitzt  ein  singuläres 
Integral  in  der  Einhüllenden  des  zweifach  unendlichen  Ebenen- 
systems 

F(a,  b,  z  ~  ax  —  hy)  =  0; 

dieses  singulare  Integral  aber,  da  es  einer  nicht  abwickelbaren 
Fläche   entspricht,    gehört   nicht   zu   den  Lösungen    der  vorge- 
legten Differentialgleichung. 
2)  Es  soll  die  Gleichung 

q^r  —  2pqs  -\- p^t  =  0 
integriert  werden. 
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Dieselbe  ist  von  der  Monge  sehen  Form  mit 
H=q\     K  =  -pq,     L=p\     M=0,     A,  =  A,  =  -  ^  ; 

das  einzige  Charakteristikensystem  hat  also  nach  (18,  19)  die 
Differentialgleichungen : 

2)dx  +  qdy  =  0 

qd})  —  pdq  =  0 

d^  —  pdx  —  qdy  =  0; 

die  zweite  läßt  sich  in  der  integrablen  Form 

q  ' 

die  dritte  wegen  der  ersten 

dz  =  0 

und  die  erste  wegen  der  zweiten 

d(y+^x)-=0 

schreiben.    Man  hat  also  die  Zwischenintegrale 

~  =  a,       0  =  0,       y  -{-  ^  X  =  c: 

bildet  man  daraus  mittels  zweier  willkürlicher  Funktionen  die 
Zwischenintegrale 

Y  =  <p(^)7       y  +  ^^x  =  ip{3) 
und  eliminiert  daraus       ,  so  entsteht  das   allgemeine  Integral 

y  +  X(p{z)  =  i){z). 

Über  seine  geometrische  Bedeutung  geben  die  Gleichungen 
y  -\-  ax  =  c,  z  =  h 
Aufschluß,  die  alle  zur  a:j/-Ebene  parallelen  Geraden  darstellen. 
Somit  umfaßt  das  allgemeine  Integral  aUe  Flächen,  die  Orte 
solcher  Geraden  sind.  Mit  i>{z)  =  0  ergeben  sich  beispielsweise 
die  geraden  Konoide,  die  die  ^- Achse  zur  Leitgeraden  haben 
(404,  3);  auch  alle  zur  xy-Woene  parallelen  Zylinderflächen 
sind  in  dem  allgemeinen  Integral  enthalten  und  ergeben  sich, 
wenn  (f{z)  =  konst.  gesetzt  wird  (404,  1)). 

3)  Es  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zu  finden, 
bei  welchen  die  eine  Schar  der  Krümmungslinien  dargestellt 
ist  durch  die  ebenen  Schnitte  normal  zur  ic- Achse. 
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Da  längs  einer  solchen  Linie  dx  =  0  ist,  so  erhält  man 
die  Differentialgleicliung  dieser  Flächen,  indem  man  in  der 
allgemeinen  Differentialgleichung  der  Krümmungsliuien  (218) 
dx  =  0  setzt;  sie  lautet  also: 

(1  -j-  q^)s—pqt=^0 

und  hat  die  Mongesche  Form  mit 

H=0,     2K=l-\-q\     L=^-pq,     M  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  ihrer  Charakteristikensysteme 
sind  nach  (18*)  und  (19*)  zu  bilden  und  lauten: 


(1  +  q^)dy  +  pqdx  =  0 

dq  =  0 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 


dx  =  0\ 

(1  +  q^)  dp  —  pqdq  =  0 1  ■ 

dz  —pdx  —  qdy  ==  Ol 

Aus  der  ersten  Gruppe  ergeben  sich  die  integrablen  Ansätze: 

dq  =  0,       qdz  -\-  dy  =-  0, 
die  zu 

q  =  a,  qs  -\-ij  =  h 

und  zu  dem  Zwischenintegral 

y-{-qz  =  q){q) 

führen;  aus  der  zweiten  Gruppe  die  Ansätze 


welche 


dx  =  0,      ^--i^  =  0, 

P         1  +  2 


'  1  +  5' 


und  hiermit  das  Zwischenintegral 

IT?  ^  "'^''^ 

ergeben. 

Trägt    man    die    aus    den    Zwischenintegralen   gefolgerten 
Werte 

dy  -=  —  qdz  —  zdq  +  cp'{q)dq 


p-=y{l-\-q')t(x) 

in  die  dritte  Gleichung  ein,  so  erlangt  man  nach  einer  leichten 
Umformung  die  integrable  Gleichung: 

Kl +  9' 
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Wird  das  willkürliche  4)(x)  in  der  Gestalt  xp'(xf  ge- 
schrieben, im  zweiten  Teile  — —^ —  =  v  als  neue  Variable  ein- 

geführt  uQd  (p(q)  =  x(v)  gesetzt,  so  lautet  die  so  umgeformte 
Gleichung: 

ihr  Integral: 

—==  =  ^(a;)  +  vx{v)  -  x{v) 

in  Verbindung   mit   dem   zuerst    gefundenen    Zwischenintegral 

y  +  qz  =  fp{(i),  d.  i. 

bestimmt  die  Lösung,  indem  nach  Spezialisierung  der  Funktion 
xiv)  zwischen  beiden  Gleichungen  v  zu  eliminieren  bleibt. 

Aus  der  Annahme  liv)  =  av  —  ßyl—v^  ergibt  sich  bei- 
spielsweise die  Gesamtheit  der  Rotationsflächen  mit  zur  rc-Achse 
paralleler  Rotationsachse: 

4)  Es  ist  die  Gleichung 


M=0 


daraus   ergeben   sich  für  die  Charakteristiken   die  Gleichungs- 
systeme: 

xdy  —  ydx  =  0  i  xcly  -\-  ydx  =  0] 

xdp  —  ydq  =  0  , ,  xdp  -f  ydq  =  0 

dz —pdx  — qdy  =  0^  dz  —  pdx  —  qdy  =  Q\ 
Das  erste  liefert  die  integrablen  Ansätze 

das  zweite  führt  auf 


zu  integrieren. 

Hier  ist 

H=^x\     K==0, 

L^-y', 

'■        X  ' 

d(xy)  =  0,         d{ß  —  px  —  qy)  =  0. 
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Es  besitzt  demnach  die  vorgelegte  Differentialgleicliung 
alle  Integrale  der  beiden  linearen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung: 

xp-yq  =  0, 

die  zugehörigen  Hilfsgleichungen  (403) 

dx  dy  dz 
X  — y  0 
dx        dy        dz 

^    y     ~   z 


ergeben  die  Lösungen: 


h  ==  ^{^y) 


Ai)' 


aus  welchen,  da  die  vorliegende  Gleichung  linear  ist  in  dem 
412  erläuterten  Sinne,  ihr  allgemeines  Integral  unmittelbar  zu- 
sammengesetzt werden  kann: 

^  =  ^j  +  ^2  =  <3p(^«/)  +  x^  (f) ; 

die  Hinzufügung  willkürlicher  Koeffizienten  zu  s^,  z^  würde  die 
Allgemeinheit  nicht  erhöhen. 

Man  suche  durch  Spezialisierung  von  9?,  ip  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  festzustellen,  welche  obiger  Differentialglei- 
chung genügen. 

5)  Man  löse  folgende  Gleichungen: 

a)  JLpt  -\-  rt  —  5^  =  0,  wo  X  eine  gegebene  Funktion  von 
X  bedeutet;  (Lösung:  z  =  ay  -\-  hX^  -\-  c  mit  a,  h,  c  als  will- 
kürlichen Konstanten  und  Xj  =  j  e'-'  ^dx;  auf  welchem  Wege 
wäre  hieraus  die  allgemeine  Lösung  abzuleiten?). 

b)  r  —  2as-\-a'^t  =  0]  (Lösung:  z  =  xcp(ax-\-y) -\-t{ax-\-y) 
mit  den  willkürlichen  Funktionen  9p,  tli). 

c)  qr  -\-  (zq  —  p)s  —  pzt  =  0; 

(Lösung:  y  —  Z(p'{z)  -f-  (p(z)  =  tplx  —  cp'(z)]  mit  den  will- 
kürlichen Funktionen  q),  ip). 

d)  x^r  -j-  2xys  -f  y^t  =  0; 

(Lösung:  z  =  cp  (— j  -j-  xtlf  (— )  mit  den  willkürlichen  Funk- 
tionen (p,  tl^^. 
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dehntes I  521 ;  zweifach  ausge- 
dehntes I  536. 

Flexion  I  476;  einer  Flächenkurve 
I  555. 

Fluenten,  Fluxionen,  Fluxionskalkül 
I  50  N. 

Form,  quadratische,  definit,  indefinit, 
semidefinit  I  311—312  JST,  315  N. 

Formeln  von  Euler  I  262—63;  von 
Freuet  I  191;  von  Green  II  329  N. 

Formel  von  Leibniz  I  92;  von  Mac- 
laurin  I  230,  249 ;  von  Parmentier 

,  n  242;  von  Stirling  II  112;  von 
Taylor  I  227,  249,  11  120;  von 
WalUs  II  111. 

Fouriersche  Reihen  11  233. 

Frenetsche  Formeln  I  491. 

Fundamentalreihe  I  8,  167. 

Fundamentalsystem  II  459 — 461. 

Funktion  einer  reellen  Variablen 
I  16;  abgeleitete  oder  derivierte 
I  46;  algebraische  I  19;  diskon- 
tinuierliche oder  unstetige  I  39; 
eindeutige  und  mehrdeutige  I  17 ; 
elementare  I  19;  explizite  und 
implizite  I  18,  129;  Exponential- 

I  21;  gleichmäßig  stetige  I  37; 
harmonische  I  254;  homogene  I 
128;  Hyperbel-  I  73;  holomorphe 

II  213;    inverse  I  18:   irrationale 


I  20;  kontinuierliche  oder  stetige 
I  33;  logarithmische  I  22;  mehr- 
deutige I  17:  meromorphe  11213; 
monotone  I  32;  periodische  I  68; 
rationale  ganze  I  19;  rationale 
gebrochene  I  19;  transzendente 
I  21;  trigonometrische  I  22,  68, 
265;  zusammengesetzte  I  59, 125; 
zyklometrische  I  22,  267. 
Funktionen  einer  komplexen  Va- 
riablen I  252,  254. 

—  zweier  reeller  Variablen  I  17; 
rationale  ganze  I  19. 

Funktionaldeterminante  II  185. 
Fußpunktflächen  I  516. 
Fußpunktkurven  I  355,  429;    Qua- 
dratur II  255. 

Gammafunktiou  II  221;  Reihenent- 
wicklungen II  230—233. 
Ganze  Krümmung  einer  Raumkurve 

I  492. 

Geodätische  Krümmung  einer  Flä- 
chenkurve I  597  N. 

—  Linien  I  596;  11  512;  auf  Ro- 
tationsflächen I  601. 

Gewöhnl.  Punkte  einer  Kurve  I  435. 
Gleichmäßige    Konvergenz    I    202, 

II  143. 

—  Stetigkeit  I  37. 

Gratlinie  einer  Regelfläche  1 503, 523. 
Gravitationsgesetz  II  333. 
Gravitationskonstante  II  334  N. 
Greensche  Formeln  11  329  iV. 

—  Sätze  n  329. 

Grenzwert  der  Variablen  I  22 :  einer 
Funktion  I  24;  einer  unendlichen 
Reihe  1  163;  eines  unendlichen 
Produktes  I  190;  einer  Zahlen- 
reihe I  8. 

—  des  Quotienten  zweier  unendlich 
kleinen  Größen  I  30;  Beispiele 
dazu  I  30. 

Grundformeln  der  Differentialrech- 
nung I  60—73;  der  Integralrech- 
nung n  24. 
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Grundgleichung    der    Theorie    der 

Krümmung  der  Flächen  I  556. 
Grundintegral     der     quadratischen 

Irrationalität  II  63;    Berechnung 

n  66. 
Grundproblem  der  Integralrechnung 

II  1. 
Gruppe,   s.  Transformationsgruppe. 
Guldinsche  Regeln  II  286,  301. 

Harmonische  Funktionen  I  254. 

—  Reihe  I  173. 

Hauptintegral  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung II  463. 

Hauptkriimmungsradien  I  561,  570. 

Hauptnormale  I  485. 

Hauptnormalschnitte  I  561,  569. 

Hauptsatz  der  Integralrechnung  H 
22,  105;  über  Kurvenintegrale  U. 
206,  207. 

Haupttangenten  I  565. 

Haupttangentenkurven  (s.  asymp- 
totische Linien). 

Hauptteil  einer  unendlich  kleinen 
Größe  I  29. 

Hauptwert  eines  uneigentlichen  In- 
tegrals n  124  N. 

Helix  (s.  Schraubenlinie). 

Hilfsgleichungen  v.  Lagrange  II 528. 

Homogene  Differentialgleichungen 
II 370,  458,  465 ;  Funktionen  1 128. 

Hüllbahn  I  453. 

Hyperbel,  Asymptoten  I  375,  380; 
Quadratur  II  248. 

Hyperbelfunktionen  I  73;  ihre  Um- 
kebruDgen  I  77. 

Hyperbolische  Logarithmen  II  247. 

—  Punkte  I  565. 

—  Spirale  I  367,  371,  385,  396. 
Hyperboloid,  einschaligea  und  zwei- 

schaliges  I  501. 
Hyperharmonische  Reihe  I  179. 
Hypozykloide  I  348,  350. 

Identität  von  Potenzreihen  I  219. 
Imaginäre  Kurvenzweige  I  442. 


Indikatrix,  Dupinsche  I  563,  567; 
sphärische  I  476,  489. 

Inflexionsknoten  I  392. 

Inflexionspunkt,  -tangente  I  388, 
396;  -tangenten  einer  Fläche  I 
565,  593. 

Integral,  bestimmtes  II  3 — 8;  un- 
bestimmtes II 19 — 22;  einer  Funk- 
tion einer  komplexen  Variablen 
II  209;  erstes  oder  intermediäres 
e.  partiellen  Differentialgleichung 
II  497;  zweimaliges  II  172  N. 

Integrale,  doppelte  (s.  Doppelinte- 
grale); dreifache  (b.  dreifache  Inte- 
grale); «-fache  (s.  «-fache  Integr.). 

Integrale,  einfache  bestimmte  II 105 ; 
eigentliche  und  uneigen tliche  II 
122;  elliptische  erster  Gattung  11 
153;  zweiter  Gattung  II 155;  erster 
Mittelwertsatz  11  116:  geometri- 
sche Interpretation  II  9;  ihre 
Differentiation  nach  den  Grenzen 
II  157;  nach  einem  Parameter  II 
159;  unendliche  Funktion  II  122, 
126 ;  unendliches  Integrations- 
intervall II  130 — 135;  unendliche 
Reihen  II  143,  148;  zweiter  Mit- 
telwertsatz II  121. 

—  unbestimmte,  binomischer  Diffe- 
rentialausdrücke II  77;  Grund- 
formeLn  II  24,  35;  irrationaler 
Funktionen  II  58,  61,  66,  77;  ra- 
tionaler Funktionen  II  39,  48,  53 ; 
transzendenter  Funktionen  II  83. 

Integralfläche  II  524. 

Integralfunktion  H  18. 

Integralkurve  II  357 ;  im  Räume  437. 

Integrallogarithmus  II  86. 

Integralsinus,  -kosinus  H  87,  138, 
166. 

Integralzeichen  H  8. 

Integration  11  1,  durch  Reihen  II 
143,  148,  477;  durch  Substitution 
II  32;  durch  Teilung  II  27;  par- 
tielle 11  28;  zweifache  H  172; 
einer  Differentialgleichung  II  357. 
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Integrationskonstante  11  21,  359; 
-variable  II  19. 

Integration  unter  d.  Integralzeichen 
II  170—173. 

Integration  von  Reihen  II  477. 

Integrationsweg  II  203. 

Integrierender  Faktor  II  377. 

Intermediäres  Integral  e.  gewöhn- 
lichen II  444;  e.  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung II  555. 

Intervall  I  14. 

Irrationalität,  lineare  II  58;  linear- 
gebrochene n  58;  monomische  II 
58;  quadratische  II  61. 

Isogonale  Trajektorien  11  424. 

Isolierter  Punkt  I  489,  442. 

Isoperimetrische  Probleme  II  512. 

Jacobische  Determinante  11  185. 

Kanalfläche  I  527. 

Kardioide  I  351,  369. 

Kaustische  Linien,  s.  Brennlinien. 

Katakaustische  Linien  I  461. 

Katenoid  II  502. 

Kegel  u.  Kegelstutz :  Kubatur  II  282. 

Kegelflächen  I  502;  ihre  Differen- 
tialgleichung II  531. 

Kegelschnittslinien,  Asymptoten  I 
380;  Krümmungsmittelpunktl414. 

Kehllinie,  s.  Striktionslinie. 

Kettenlinie  I  362,  580;  II  391,  451 
519. 

Klasse  einer  algebraischen  Kurve 
I  353. 

Knotenpunkte  I  344,  358,  437,  441. 

Komplanation  (s.  Quadratur  krum- 
mer Flächen). 

Komplementäre  Funktion  e.  linearen 
Differentialgleichung  II  463. 

Komplexe  Potenzreihen  I  207  N. 

—  Variable  I  252. 
Konforme  Abbildung  I  255. 
Konjugierte  Funktionen  I  254. 

—  Punkte  einer  Kurve  I  439. 
Konkavität  und  Konvexität  ebener 

Kurven  I  388;  im  Polarsystem  I 


395;  von  Flächen  I  559—560, 
564—565. 

Konoide  I  504;  gerade  I  594;  ihre 
Differentialgleichung  II  532. 

Konstante  I  14. 

Konstanz  des  Differentials  der  un- 
abhängigen Variablen  I  96. 

Kontingenzwinkel  I  413,  478. 

Kontinuum  I  32. 

Konvergenz  eines  uneigentlichen 
Integrals,  absolute  II  138;  be- 
dingte II  138;  einer  unendlichen 
Reihe  I  163,  II  143;  eines  unend- 
lichen Produktes  I  190. 

Konvergenzbedingung,  allgemeine 
I  166. 

Konvergenzintervall  I  207. 

— ,  Konvergenzkreis  einer  Potenz- 
reihe I  207. 

Konvergenzkriterien  von  Reihen  I 
172—180,  197—199;  erster  und 
zweiter  Art  I  176  N;  von  Pro- 
dukten 1  192—195. 

Koordinaten:  elliptische  II  189; 
krummlinige  I  500;  räumliche  I 
499,  U  200;  semipolare  oder  zy- 
lindrische II  188. 

Kosinusreihe  I  235. 

Kräftefunktion  II  332. 

Kraftfeld  II  332. 

Kraftlinien  II  351. 

Kraftröhre  II  352. 

Kreispunkt  (s.  Nabelpunkt). 

Kreiswulst,  s.  Toms. 

Krumme  Flächen  I  499. 

Krummlinige  Koordinaten  I  500,  11 
187. 

Krümmung  einer  ebenen  Kurve  1413; 
einer  Raumkurve:  erste  I  476; 
zweite  I  489. 

Krümmung,  ganze  I  492  N,  577; 
mittlere  I  579,  II  115;  ganze  I 
577. 

Krümmungsachse  I  546. 

Krümmungsebene  I  546. 

Krümmungselement  II  443. 
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Krümmungskreis  T  414;  einer  Raum- 
kurve I  545. 

Krümm ungsliuien  I  586;  ihre  Diffe- 
rentialgleichung I  589;  eines  drei- 
achsigen Ellipsoids  II  392. 

Krümmungsmaß,  Gaußsches,  einer 
Fläche  I  577,  579;  von  Casorati 
I  579  N. 

Krümmungsmittelpunkt  ein.  ebenen 
Kurve  in  Polarkoordinaten  I  431; 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  I 
415;  einer  Raumkurve  I  546. 

Krümmungsradius  ein. ebenen  Kurve 

I  414;  in  Polarkoordinaten  I  431; 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  I 
414,  416;  einer  Raumkurve  I  478. 

Kubatur  II  279;  durch  ein  einfaches 
Integral  II  282 ;  durch  ein  Doppel- 
integral II  289;  durch  ein  drei- 
faches Integral  II  292 ;  des  Ellip- 
soids II  283;  des  Kegels  u.  Kegel- 
stutzes II  282 ;  V.  Rotationskörpern 

II  284  (Lemniskate  II  285,  Zykloi- 
den II  •:85,  276). 

Kurven,  ebene  I  338;  algebraische, 

transzendente  339. 
Kurvenintegral  II  202,  244,  326,  498. 
Kurvenkontinuum  I  450. 
Kürzeste  Linie  in  der  Ebene  II  408; 

auf  einer  Fläche  I  598,  II  510. 

Lagrange-Charpitsch.  Method.  II 492. 

Lamberts  transzendeuterWinkel  176. 

Länge  eines  Bogens  bei  einer  ebenen 

Kurve  I  406 ;  bei  einer  Raumkurve 

I  453. 

Laplacesche  Differentialgleichung  I 
254,  II  337. 

Leibnizsche  Reihe  für  —  I  245. 
4 

Lemniskate  I  357,  369,  380,  444; 
Rektifikation  II  273;  Kubatur  des 
Rotationskörpers  II  285. 

Lineare  Differentialgleichungen  ers- 
ter Ordnung  II  380;  »-ter  Ordnung 

II  457;  homogene  II  458;  nicht- 


homogene II  463,  473;    partielle 

II  527. 
Linienelement  II   356;    im  Räume 

II  437,  526. 
Linienintegral  11  178. 
Logarithmensystem,  gemeines  I  66, 

natürliches  I  65. 
Logarithmisch.  Differentialquotient 

eines  Produktes  I  67. 
Logarithmische  Funktion  I  22;  mit 

komplexem  Argument  I  264. 

—  Linie  I  362. 

—  Reihen  I  236,  II  146. 

—  Spirale  I  367,  371,  433,  604. 
Logarithmus,  natürlicher  I  263. 
Loxodromen  I  602. 

Maclaurinsche  Formel  für  f{x)  1 230 ; 
für  f(x,  y)  I  249. 

—  Reihe  I  231. 
Majorante  I  172  N. 
Mascheronische  Konstante  II  231. 
Masse  einer  materiellen  Linie  II  312. 
Massenbestimmung  II  312. 
Maxima,    Minima,   eigentliche  und 

uneigentliche  I  288  N,  318  N. 

Maximum  (s.  Extreme);  von  fyx)  I 
287;  von  f(x,  y)  I  308. 

Mechanische  Quadratur  II 256 ;  New- 
tonsche  Formel  II 267 ;  Formel  von 
Parmentier  II  261;  Simpsonsche 
Regel  II  264;  Trapezformel  II  258; 
V/eddlesche  Regel  II  268. 

Mercatorprojektion  I  76,  605. 

Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten 1221;  der  Multiplikatoren 
I  328;  des  Eul  er  sehen  Multipli- 
kators II  378  N;  der  Variation 
der  Konstanten  II  472. 

Minimalflächen  I  582,  II  502. 

Minimum  (s.  Extrem) ;  von  f{x)  1 287 ; 
von  f{x,  y)  I  308 ;  von  /"(Xi ,  a^j , . . . 
Xn)  I  313. 

Mittelwert  einer  Funktion  II  17, 114. 

Mittelwertsatz  der  Differentialrech- 
nung I  84 ;  verallgemeinerter  I  87 ; 
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der  Integralrechnung  erster  II 117 ; 
zweiter  II  121. 
Mittlere  Geschwindigkeit  II  114 

—  Krümmung  einer  Fläche  I  579, 
II  115. 

—  Ordinate  II  114. 

Modul  einer  komplexen  Zahl  I  13; 
eines  elliptischen  Integrals  II 153; 
eines  Logarithmensystems  I  66. 

Moivresche  Binomialformel  I  258 
bis  259. 

Moment,  statisches  11  313. 

Mongesche  partielle  Differential- 
gleichung n  562,  569. 

Multiplikationstheorem  für  unend- 
liche Reihen  I  184. 

Nabelpunkte  I  562,  571 ;  eines  Ellip- 

soids  I  574. 
Nabelpunktlinie  I  572. 
Nachbarschaft      einer      zulässigen 

Kurve  II  490. 
«-fache  bestimmte  Integrale  II  20 1 ; 

ihre  Transformation  II  202. 
Niveauflächen  II  351. 
Niveaulinien  I  584. 
Normale  einer  ebenen  Kurve  I  358; 

ihre  Länge  I  360,  369. 

—  einer  Fläche  I  518. 
Normalebene  einer  Raumkurve  1 475. 
Normalebenen   einer  Fläche  I  519. 
Normalen  aus  einem  Punkte  zu  einer 

algebi-aischen  Kurve  I  359. 
Normalenfläche  I  519. 
Normalie  I  519. 
Normalschnitte  I  557,  559. 

Oberflächenintegral  für  die  Attrak- 
tionskomponenten II  345. 
Ordnung  der  Berührung  von  Kurven 

I  400;  einer  Differentialgleichung 

II  353;  des  Unendlichkleinen  I  29. 
Ort  von  Kontakten  II  411;  von  Kno- 
tenpunkten II  411;  von  Spitzen  II 
406,  411. 

Orthogonale  Kreisbüschel  II  427. 


Orthogonale  Trajektorien  II  424. 

—  Transformation  I  155. 
Oskulation  I  402,  403  N. 
Oskulationsebene  I  479;  stationäre 

I  482. 

Oskulation skreis  I  404,  415. 
Oskulierende  Gerade  I  403. 

—  Kugel  I  542. 

Parabel  I  422,  456;  allgemeine  11 
246;   Neilsche  I  423;    Quadratur 

II  246;  Rektifikation  272. 
Parabolischer  Punkt  I  566. 
Paraboloid,  elliptisches  I  501,  512; 

hyperbolisches  I  501,  512. 
Parallelkurven  11  432. 
Parameter  unter  dem  Integralzeichen 

II  159,  164. 
Parameterlinien    auf   einer    Fläche 

I  500. 

Partialbrüche  II  40;  aus  einfachen 
reellen  Wurzeln  des  Nenners  II 
43;  aus  mehrfachen  II  46;  aus 
einfachen  konjugiert  komplexen 
Wurzeln  II  48;    aus  mehrfachen 

II  51. 

Partialsummen  einer  unendlichen 
Reihe  I  164. 

Partielle  Differentialgleichungen  II 
353,  523;  erster  Ordnung  II  523; 
zweiter  Ordnung  II  554. 

Partielle  Integration  II  28. 

Partikuläres  Integral  II  458. 

Partikularintegrale  II  358. 

Periodische  Funktionen  I  68. 

Planimeter  11  257. 

Plankurven  I  338. 

Poissonsche  Gleichung  II  349. 

Pol  einer  Fußpunktkurve  I  355. 

Polarfläche  einer  Fläche  I  590;  einer 
Raumkurve  I  540;  einer  Schrau- 
benlinie I  550. 

Polarkoordinaten  in  der  Ebene  1 145, 
363;  im  Räume  I  160,  II  200. 

Polbahn,  Polkurve  I  348. 

Pole  einer  analyt.  Funktion  II  213. 
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Potential,  Begriff  11  332,  334;  einer 
homogenen  Kugel  11  343,  346 ! 
einer  homogenen  Kugelschale  II 
342;  im  Außenraum  II  336;  im 
Innenxaum  11  338;  mechanische 
Bedeutung  11  349;  seine  Stetig- 
keit II  339,  344. 

Potentialfunktion  11  334. 

Potenz,  natürliche  I  261 ;  einer  kom- 
plexen Zahl  I  258. 

Potenzreihen  I  206,  II  145;  ihre 
Differentiation  I  216;  Identitäts- 
bedingungen I  219 ;  Konvergenz- 
kreis I  207;  Sätze  von  Abel  über 
sie  I  208,211;  Rechnen  mit  ihnen 
221. 

Primitive  Fimktion  11  22. 

Produkte,  unendliche  I  190;  Grenz- 
wert I  190;  Konvergenz  I  190. 

Progression,  geometrische  I  164. 

Pseudosphäre  I  581. 

Punkttransformation,  ein-eindeutige 
in  der  Ebene  I  143;    im   Räume 

I  162. 

Quadratur  II  10. 

—  des  Zirkels  I  248. 

—  ebener  Kurven  II  242;  in  Pa- 
rallelkoordinaten 242 — 245  ;  in 
Polarkoordinaten  245;  der  all- 
gemeinen Parabel  II  245 ;  des  Car- 
tesischen  Blattes  11 250 ;  der  Ellipse 

II  247;  der  Epizykloide  II  254; 
der  Fußpunktkurven  II  255;  der 
Hyperbel  Et  248;  der  Zykloiden 
II  249;  mechanische  11  256. 

—  (Komplanation)  krummer  Flä- 
chen II  295;  durch  ein  einfaches 
Integral  II  301;  durch  ein  Dop- 
pelintegral n  307;  des  Ellipsoids 
II  304;  des  elliptischen  Kegels  11 
307;  der  beiden  Rotationsellip- 
soide II  301;  der  Zylinder-  und 
Rotationsflächen  11  299;  des  Ro- 
tationsparaboloids  II  301;  der 
Wendelfläche  II  303. 


Raum,  M-fach  ausgedehnter  16. 
Raumintegral  II  196,  327. 
Raumkurve  I  466. 
Reduktionsformel   II    31;    -formein 

für  binomische  Differentiale  11  79; 

f.  transzendente  Integrale  1185,95. 
Reeller  Zweig  einer  Kurve  I  436. 
Reflexionsgesetz  I  300. 
Refraktionsgesetz  I  303. 
Regelflächen,    abwickelbare  I  502, 

529. 

—  windschiefe  I  504. 

Reihen,  absolut  konvergente  I  180; 
alternierende  1 186;  bedingt  kon- 
vergente I  182;  Divergenz  I  164; 
für  Exponentialfunktionen  I  232; 
für  logarithmische  Funktionen  I 
236;  für  trigonometrische  Funk- 
tionen I  234;  für  zyklometrische 
Funktionen  I  244;  gleichmäßig 
konvergente  I  202;  ihre  Differen- 
tiation I  214—216,  II  147;  ihre 
Integration    11    143;    Konvergenz 

I  163;  mit  durchwegs  positiven 
Gliedern  I  169;  mit  komplexen 
Gliedern  I  197;  mit  positiven  und 
negativen  Gliedern  I  180;  mit 
variablen  Gliedern  I  200 ;  nach 
positiven  Potenzen  einer  Variablen 
fortschreitend  I  206;  von  Leibniz 

für  —  l  245—247. 
4 

—  von  Fourier  11  233. 
Reihe  von  Maclaurin  I  232. 

—  von  Taylor  I  216—218,  227. 
Rektifikation  der  Ellipse  II  274;  der 

Lemniskate  II  273;    der  Parabel 

II  272;  der  gemeinen  Zykloide 
n  273;  der  verlängerten  und  ver- 
kürzten Zykloide  II  277;  einer 
ebenen  Kurve  II  268;  einer  Raum- 
kurve n  278;  einer  sphärischen 
Kurve  II  278. 

Rektifizierende  Developpable  I  540, 
600. 

—  Ebene  I  485. 
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Relative  Extreme  I  325;  ihre  Be- 
stimmung I  327;  von  Integralen 
II  512,  515. 

Residuum  eines  Pols  bei  einer  mero- 
morphen  Funktion  II  215. 

Restglied  der  Maclaurinschen  For- 
mel I  231;  der  Taylorschen  For- 
mel I  226. 

Restprodukt  I  192. 

Reziprozitätsgesetz  isoperimetrisch. 
Probleme  II  522  N. 

Richtebene  einer  Regelfläche  I  502. 

Richtkegel  einer  Regelfläche  I  502. 

Röhrenfläche  I  527. 

RoUes  Satz  I  82. 

Rollkurven  I  347;  ihre  Krümmungs- 
mittelpunkte I  428. 

Rotationsellipsoide,  ihre  Quadratur 
II  302. 

Rotationsflächen  I  507,  527,  572, 
*590,  601;  ihre  Difterentialglei- 
chung  II  396,  533;  ihre  Quadra- 
tur II  281 ;  konstanter  Krümmung 
und  konstanter  mittlerer  Krüm- 
mung II  452. 

Rotationskörper,  ihre  Kubatur  II 284. 

Rotationsparaboloid,  seine  Quadra- 
tur II  301. 

Rouletten  I  347,  428. 

Rückkehrkante,  s.  Gratlinie. 

Rückkehrpunkt  s.   Spitze. 

Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten 
I  221 ;  von  der  Umkehrbarkeit  der 
Reihenfolge  der  Diflferentiationen 
I  118;  der  Integrationen  II  172; 
von  Euler  über  homogene  Funk- 
tionen I  127;  von  Cauchy  über 
Integrale  kompl.  Funktionen  II 
210;  von  Euler  über  die  Krüm- 
mung der  Normalschnitte  I  561; 
von  Meusnier  I  558 ;  von  Rolle  1 82. 

Sätze  von  Abel  über  Potenzreihen 
I  208,  211. 

—  von  Green  II  326— 3;52. 

Schätzung  des  Integral  wertes  II 113. 


Scheitel  einer  Kurve  I  416. 
Schichtenlinien  I  584. 
Schmiegung  I  490  N. 
Schmiegungsebene   (s.  üskulations- 

ebene). 
Schmiegungskugel  (s.  Oskulations- 

kugel). 
Schmiegungsschraubenlinie  I  547. 
Schneiden  zweier  Kurven  I  399. 
Schnitt  I  4. 
Schraubenfläche,  abwickelbare  1 503 ; 

allgemeine  I  505;   scharfgängige 

I  507. 
Schraubenkonoid   I   505,   513,    517, 

519,  574,  595;  Quadratur  II  303. 
Schraubenlinie  I  468,  478,  483,  496, 

549;  allgemeine  zylindrische  1497. 
Schraubenröhrenfläche  I  528. 
Schwankung  einer  Funktion  II  6. 
Schwerpunkt  II  315;  der  Fläche  des 

EUipsoidoktanten    II    321;     der 

Fläche  des  Kugeloktanten  II  322; 

der  Parabel  II  319. 
Selbstberührung  einer  Kurve  I  437, 

442. 
Semipolare  Koordinaten  II  188. 
Serretsche  Formeln  I  491. 
Simpsonsche  Regel  11  264,  325, 
Singulare    Linienelemente    II    405; 

Flächenelemente  II  526,  536. 

—  Lösungen  von  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ord- 
nung II  407;  von  i^artiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ord- 
nung II  536. 

—  Punkte  I  439,  443,  510. 
Singulürer  Wert  eines  Integrals  II 

124  X 
Sinuslinie  I  390. 
Sinusreihe  I  235. 
Sinusspiralen  I  368,  433. 
Sphärische  Abbildung  I  476:  einer 

Fläche  I  576. 

—  Indikatrix  I  476,  489. 

—  Raumkurve  I  476,  549;  ihre  Rek- 
tifikation II  271;  spezielle  II  278. 
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Spirale,  archimedische  I  365,  370, 
432 ;  hyperbolische  I  367, 385, 396 ; 
logarithmische  I  367,  371,  433. 

Spitze  einer  ebenen  Kurve  I  346, 
438,  442. 

Stammfunktion  II  22. 

Stationärer  Punkt  s.  Spitze ;  Station. 
Oskulationsebene  1  482. 

Statisches  Moment  II  313. 

Stetigkeit  der  Potenz  a;'"  I  35;  einer 
Funktion  einer  Variablen  I  32; 
zweier  Variablen  1 103;  von  n  Va- 
riablen I  105;  gleichmäßige  1  37; 
des  Grenzwertes  einer  gleichmäßig 
konvergierenden  Reihe  I  205;  der 
Variablen  I  23;  des  Systems  der 
reellen  Zahlen  I  11. 

Stirlingsche  Formel  II  112. 

Strahlenbüschel,  projektive  II  361. 

Striktionslinie  I  504. 

Strophoide  I  342:  Asymptote  1377. 

Subnormale  I  360,  369. 

Subtangente  I  360,  369. 

Summe  einerunendlichenReihe  1181. 

Superoskulation  I  403,  481. 

Systeme  von  Differentialgleichungen 
II  434. 

Tangente  an  eine  ebene  Kurve  I  340, 
363;  ihre  Länge  I  360,  369;  an 
eine  Fläche  I  508;  an  eine  Raum- 
kurve I  469. 

Tangentenfläche  einer  Raumkurve 
I  472,  531,  540. 

Tangentialebene  einer  Fläche  I  509, 
510;  einer  Raumkurve  I  480. 

Taylorsche  Formel  für  f{x)  I  223 
bis  227;  II  120;  für  f{x,y)  I  249. 

—  Reihe  I  216—218,  227. 

Torsion  I  489. 

Torsioushalbmesser  I  490;  seine  geo- 
metrische Deutung  I  547  N. 

Torsions  winke!  I  490. 

Torus  I  528. 

Totale  Krümmung  einer  Fläche  1577. 

Trägheitsellipse  II  319. 


Trägheitshauptachsen  II  318. 

Trägheitsmoment  II  313;  axiales  II 
317;polare8ll317;Bei8pieleIl323. 

Trägheitsradius  II  216. 

Trajektorien,  isogonale,  orthogonale 
II  424. 

Traktorie  der  Geraden  (Traktrix)  I 
581;  II  390. 

Transformation,  affine  II  365;  iden- 
tische I  149;  orthogonale  I  155; 
projektive  I  147,  162;  II  365. 

—  der  Ebene  in  sich  I  146;  lineare 
1 150 ;  projektive  1 147 ;  des  Raumes 
in  sich  I  162;  projektive  I  162. 

—  derunabhäDgigenVariablenl97; 
dreier  voneinander  abhängigen 
Variablen  I  152,  159;  zweier  von- 
einander abhängigen  Variablen 
I  143. 

—  der  Variablen  in  einem  einfachen 
Integral  II  32;  in  einem  Dop^jel- 
integral  II  184;  in  einem  drei- 
fachen Integral  II  196;  in  einem 
w-fachen  Integral  II  202. 

—  von  Differentialgleichungen  II362. 
Transformationsgruppe  I  148. 
Transzendente  Kurven  I  348,  391. 

—  Zahlen  I  234,  248. 
Trapezformel  II  258. 
Trennung  der  Variablen  II  366. 
Trigonometrische  Funktionen  I  22, 

68;    mit    komplexem    Argument 
I  265. 

—  Reihen  I  234. 
Trochoiden  I  348. 

Umhüllungslinie,      s.     Einhüllende 

Kurven, 
ümhüllungsfläche,    s.    Einhüllende 

Flächen. 
Umschriebene  Developpable  I  591. 
Umschriebener  Kegel  I  515. 

—  Zylinder  I  516. 

Unabhängigkeit  eines  Kurveninte- 
grals vom  Verlauf  des  Integra- 
tionswegea  II  206- 
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Unbestimmte  Formen  1 269 ;  —  I  269 ; 

—  I  276;  O.Oü  I  281;  OO  —  OO  I 
OO 

282;  0«,  00^   1*  I  2S5. 

—  Multiplikatoren  (bei  relativen 
Extremen)  I  326,  II  515. 

Unbestimmtes  Integral  II  22. 
Uneigentli  he     Integrale     II     122; 
Doppelintegrale  190. 

—  bestimmte  Integrale  II  122. 
Unendliche  Produkte  I  190;  Grenz- 
wert I  190;  Konvergenz  I  190. 

Unendlich  ferne  Punkte  einer  Kurve 

I  371. 
Unendlichgroßes  I  28. 
Unendlichkleines  1 28 ;  verschiedener 

Ordnungen  I  29. 
Unendlichkeitspunkt  I  40. 
Unikursalkurven  I  344. 
Unstetigkeit    der  Variablen    I    14; 

einer  Funktion  I  38. 
Unstetigkeitspunkt  I  40. 

Variable,  komplexe  I  252;  reelle  I 
13;  stetige  1 14;  unabhängige  und 
abhängige  I  16;    unstetige  I  14. 

Variation  der  Konstanten  II  472. 

Variationsrechnung  II 485 ;  ihre  Auf- 
gabe II  489;  erste  Variation  eines 
bestimmten  Integrals  II  491  ; 
zweite  und  höhere  Variationen  II 
493;  Bedingungen  für  absolute 
Extreme  II  493;  für  relative  Ex- 
treme II515;  Beispiele  11515—523. 

Verzerrungsverhältnis  I  256. 

Vollständige  Lösung  einer  partiellen 
Ditferentialgleichung  erster  Ord- 
nung II  534. 

Wallissche  Formel  II  111. 
Weddlesche  Regel  U  268. 


Wendelfläche  I  505,  II  288,  290. 
Wendepunkte  und  -tangenten  I  388, 

3i)6,  II  414. 
Windung  I  490  N. 
Winkeltreu  I  256. 
Wurzeln  aus  einer  komplexen  Zahl 

I  260. 

Zahl  e  I  64;  ihre  Irrationalität  I 
232;  ihre  Transzendenz  I  233. 

—  TT,    Leibnizsche    Reihe    für   -- 

4 

I  245;  Transzendenz  I  248. 

Zahlen,  imaginäre  und  komplexe  I 
12;  irrationale  I  7;  negative  und 
positive  1 5 ;  rationale  1 5 ;  reelle  1 9 . 

Zahlenreihe,  konvergente  4;  natür- 
liche 1. 

Zentralfläche  I  590. 

Zissoide  I  345,  356,  444,  458;  Asym- 
ptote I  378. 

Zulässige  Kurven  11  490. 

Zweifaches  Integral  II  172. 

Zweite  Krümmung  einer  Raumkurve, 
s.  Torsion 

Zwischenintegral  11  555. 

Zyklische  Flächen  I  507,  525. 

Zykloide,  gemeine  I  348,  427,  II 451, 
501 ;  Quadratur  11  249;  Rektifika- 
tion II  273;  Rotationsfläche,  Qua- 
dratur II  303;  Rotationskörper, 
Kubatur  II  285;  verkürzte  I  348; 
verlängerte  I  348. 

Zykloiden,  verlängerte  und  verkürzte 
I  447. 

Zyklometrische  Funktionen  I  22,  70, 
267. 

—  Reihen  I  244. 

Zylinderflächen  I  502 ;  ihre  Differen- 
tialgleichung II 531 ;  ihre  Quadra- 
tur 11  299. 

Zylindrische  Koordinaten  II  188. 

Zylindroid  I  505,  563. 
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Abel,  K  H.,  I  208. 
Ampere,  A.  M.,  II  562,  569. 
Apollonius  I  372  N. 
Arbogast,  L.  F.  A.,  I  47  N. 
Archimedes  I  365  N. 

Bernoulli,  Jakob,  I  357  N,  362  N, 
367  N,  II  384  N,  499  N. 

—  Johann,  I  273  N,  362  N,  367  N, 
II  8  N,  24  N,  367  JV,  370  N,  378 iV, 
381  N,  424  iV,  499. 

Betti,  E.,  II  334  N. 
Bezout,  E.,  I  353. 
Bianchi,  L.,  I  477  N. 
Bois-Reymond,  P.  du.  II 1 7 2  iV,  49 5  iV. 
Bolza,  0.,  II  499  N. 
Bonnet,  0.,  II  526  N. 

Cantor,  G,  I  8  iV^. 

—  M.,  I  384  iV,  439  N. 
Casorati,  F.,  I  579  N. 
Catalan,  E.,  II  307  N. 

Cauchy,  A.,  I  87,  175,  226,  400  N; 

II  24  iV,  124  N,  210,  215. 
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Von  Emanuel   Czuber  sind  früher  erschienen: 

Vorlesungen 
über  Differential-  u.  Integralrechnung 

In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 
I.  Band.     3.,  durchgeseliene  Auflage.    Mit  125  Figuren.    1912.     M  12.— 

Bei  der  Abfassung  dieses  Werkes  hat  sich  der  Verfasser  als  Ziel  gestockt,  eine 
Darstellung  der  theoretischen  Grundlagen  der  Infinitesimalrechnung  in  organischer  Ver- 
bindung mit  deren  Anwendungen,  insbesondere  der  geometrischen,  von  solchem  Umfange 
zu  geben,  als  es  einerseits  für  das  Studium  jener  angewandten  Disziplinen,  in  denen  die 
Mathematik  den  Grund  zu  legen  hat,  erforderlich  ist,  und  als  es  andererseits  die  Vor- 
bereitung für  das  Eintreten  in  Spezialgebiete  der  Analysis  voraussetzt.  Er  hatte  in  erster 
Linie  die  Bedürfnisse  der  Technischen  Hochschulen  im  Auge,  wo  eine  so  geartete  Behand- 
lung des  Gegenstandes  allein  am  Platze  ist,  glaubt  aber,  daß  auch  Studierende  der  Mathe- 
matik in  engerem  Sinne  von  dem  Buche  mit  Nutzen  werden  Gebrauch  machen  können; 
denn  die  reichliche  Bedachtnahme  auf  die  Anwendung  der  theoretischen  Sätze  soll  nicht 
nur  dazu  dienen,  das  Interesse  an  dem  Gegenstande,  das  ja  hier  vorausgesetzt  werden 
muß,  wach  zu  erhalten,  sie  ist  vielmehr  geeignet,  das  Verständnis  der  Theorie  zu  fördern 
und  zu  vertiefen.  —  Bei  der  Auswahl  und  Behandlung  der  Beispiele  wurde  der  Grund- 
satz festgehalten,  daß  es  sich  darum  handelt,  die  theoretischen  Sätze  an  denselben  zu 
mannigfacher,  durchsichtiger  Anwendung  zu  bringen,  durch  sie  aber  auch  zur  Vermehrung 
des  Wissensstoffes  beizutragen.     Zahlreiche  Textfiguren  unterstützen  den  Vortrag. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 

und  ihre  Anwendung  auf  Fehlerausgleichung,  Statistik  und  Lebensversicherung 

2.,  sorgfältig  durchgesehene  und   erweiterte  Auflage.    In  2  Bänden. 

I.Band:  Wahrscheinlichkeitstheorie,  Fehlerausgleichung,  Kollektivmaßlehre. 

Mit  18  Figuren,    gr.  8.     1908.    In  Leinwand  geb.  JC.  12. — 

II. Band:  Mathematische  Statistik.    Mathematische  Grundlagen  der  Lebens- 
versicherung. Mit  34  Fig.  gr.  8.  1910.  In  Leinwand  geb.  J<:  14 . — 

Bei  der  Bearbeitung  dieser  Neuauflage  sind  mancherlei  förderlich  erscheinende  Neue- 
rungen im  einzelnen  getroffen  worden,  so  die  Darstellung  der  Wahrscheinlichkeitssätze 
in  Form  von  Funktionalgleichungen,  die  Heranziehung  des  Begriffs  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit, der  Mengenlehre.  Des  weiteren  war  der  Verfasser  darauf  bedacht,  die  Grund- 
fragen, welche  die  philosophische  Seite  des  Gegenstandes  betreffen,  tiefer  zu  fassen.  Ein 
Kapitel  über  die  Kollektivmaßlehre,  die,  von  G.  Th.  Fe  ebner  begründet,  durch  die  neueren 
Arbeiten  von  6.  F.  Lipps  und  H.  Bruns  wesentlich  gefördert  wurde,  durfte  nicht  mehr 
fehlen;  die  theoretischen  Grundlagen  dieses  jüngsten  Zweiges  wurden  so  knapp  als  möglich 
dargestellt,  hingegen  auf  die  praktische  Anwendung  durch  Vorführung  mehrerer,  darunter 
auch  größerer  Beispiele  vorzubereiten  gesucht. 

Der  zweite  Band  umfaßt  die  im  Titel  genannten  Kapitel  in  einer,  wie  schon  der  Um- 
fang zeigt,  ziemlich  eingreifenden  Neubearbeitung.  In  der  mathematischen  Statistik 
wurde  auf  die  Darlegung  der  leitenden  Gedanken  bei  der  Bildung  und  Beurteilung  stati- 
stischer Maßzalilen  größerer  Nachdruck  gelegt;  die  neueren,  von  englischen  Statistikern 
ausgebildeten  Methoden  zur  analytischen  Darstellung  statistischer  Reihen  sind  einbezogen 
worden.  Eine  erhebliche  Erweiterung  erfuhr  die  Behandlung  der  Sterblichkeitsmessung 
unter  Heranziehung  der  neueren  großen  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete.  Ebenso  sind  die 
Tafelansgleichung  und  die  Invalidität  ausführlicher  behandelt.  Noch  eingreifender  sind  die 
Änderungen  in  dem  die  mathematischen  Grundlagen  der  Lebensversiche- 
rung betreffenden  TeUe.  Den  allgemeinen  Erwägungen  über  die  Voraussetzungen  bei  der 
Durchführung  versicherungstechnischer  Probleme  ist  ein  breiterer  Raum  gewidmet.  Des 
weiteren  sei  insbesondere  hingewiesen  auf  die  Entwicklung  der  Versicherungswerte,  die  von 
Invalidität  abhängen;  auf  die  Einbeziehung  der  Durchschnittsprämien  der  Sozialversiche- 
rung; auf  die  Erörterung  der  umstrittenen  Frage  der  Bemessung  des  Decfcungskapitals : 
auf  die  Ausführungen  betreffend  das  Risikoproblem.  Selbstverständlich  haben  auch  zwei- 
fach abgestufte  Sterbetafeln  Berücksichtigung  gefunden. 

Czubor,  Vorlesungen.     II.     3.  Aufl.  . 


Emanuel  Czuber: 
Einführung  in  die  höhere  Mathematik 

Mit  114  Figuren,    gr.  8.    1909.    In  Leinwand  geb.  JC  12.— 

In  Ausführung  eines  lang  gehegten  Planes  hat  der  Verfasser  in  diesem  Buche 
vornehmlich  jene  Materien  zur  Darstellung  gebracht,  die  über  den  Rahmen  des  Inhaltes 
seiner  „Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung"  hinausgehend  zum  Vortrag 
gebracht  werden.  Es  wurde  aber  die  Anlage  und  Gestaltung  so  gewählt,  daß  das  Buch 
auch  seine  selbständige  Stellung  behaupten  könne,  als  Einführung  in  das  Studium  der 
höheren  Gebiete  der  Mathematik;  darum  sind  auch  die  Elemente  der  Differentialrechnung 
aufgenommen  worden,  um  ihre  organische  Verbindung  mit  den  anderen  behandelten  Ge- 
bieten herstellen  zu  können. 

Das  Buch  umfaßt  eine  recht  eingehende  Entwicklung  des  Zahlbegriffs,  die  Dar- 
stellung Ton  Zahlen  durch  unendliche  arithmetische  Prozesse,  eine  Einführung  in  die 
Punktioneutheorie,  im  Anschlüsse  daran  die  Elemente  der  Differentialrechnung  nebst  den 
ersten  Anwendungen  der  Differentialquotienten,  weiter  die  Determinantentheorie,  die  zur 
Geltung  kommt  bei  der  sich  anschließenden  Gleichungslehre,  endlich  die  analytische 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes  in  jenem  Ausmaße  und  solcher  Form,  wie  es 
namentlich  als  Vorbereitung  für  das  Studium  der  Mechanik  erforderlich  erscheint.  Im 
übrigen  ist  der  Verfasser  denselben  Grundsätzen  gefolgt,  die  ihn  bei  der  Abfassung  der 
„Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung"  geleitet  haben. 

Geometrische  Wahrscheinlichl<eiten  U.Mittelwerte 

Mit  115  Figuren,     gr.  8.     1884.     Geh.  M  6.80 

Das  vorliegende  Buch  ist  der  erste  Versuch  einer  systematischen  Darstellung  der 
geometrischen  Wahrscheinlichkeiten  und  der  damit  eng  zusammenhängenden  geometrischen 
Mittelwerte  Der  erste  Teil,  „Geometrische  Wahrscheinlichkeiten",  zerfällt  in  drei  Ab- 
schnitte, welche  der  Reihe  nach  willkürlich  angenommene  Punkte  (in  Linien,  in  Flächen, 
im  Räume),  willkürlich  gezogene  Geraden  (in  der  Ebene,  im  Räume)  und  willkürlich  ge- 
legte Ebenen  zum  Gegenstande  haben.  Im  zweiten  Teile,  „Geometrische  Mittelwerte" 
betitelt,  ist  von  einer  weiteren  Gliederung  des  Stoffes  Abstand  genommen  worden;  die 
Probleme  sind  hier  nach  den  zu  ihrer  Lösung  verwendeten  Methoden  geordnet. 

Theorie  der  Beobachtungsfehler 

Mit  7  Figuren,     gr.  8.     1891.     Geh.  Jl  8.— 

Der  Inhalt  des  Buches  gliedert  sich  in  drei  große  Abschnitte,  von  denen  der  erste 
die  Theorie  der  linearen  Fehler,  der  zweite  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  der 
dritte  die  Theorie  der  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume  behandelt. 

Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie 
und  ihre  Anwendungen 

gr.  8.     1899.     Geh.  Ji  8.— 

Die  Schrift  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Entwicklungsgang  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie bis  zu  ihrem  heutigen  Stande  in  knappen  Zügen  zu  zeichnen  uud  auf  die  An- 
wendungsgebiete so  weit  einzugehen,  als  es  sich  dabei  um  theoretische  Fragen  handelt. 
Der  philosophischen  Seite  des  Gegenstandes  wird  mehr  Aufmerksamkeit  zugewendet,  als 
dies  sonst  in  mathematischen  Schrifteu  zu  gescheben  pflegt.  Es  werden  in  sachlicher 
Gliederung  der  Reihe  nach  die  Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitstheorie;  ihre  An- 
wendung auf  die  Ergebnisse  wiederholter  Versuche;  die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen 
beobachteter  Ereignisse  und  das  Schließen  auf  zukünftige  Ereignisse;  die  Beurteilung 
vom  Zufall  abhängiger  Vor-  und  Nachteile;  die  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie auf  Zeugenaussagen  und  Entscheidungen  von  Gerichtshöfen,  auf  die  Resultate 
von  Messungen,  endlich  auf  die  Statistik  behandelt.  Ein  ausführliches  Literaturver- 
zeichnis ist  am  Schlüsse  beigefügt. 
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Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


Dingeldeyj  Fr.,  Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung.    In  2  Teilen,    gr.    8.  Geb. 

I.  Teil:  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differentialrechnung.   Mit  99  Fig. 
1910.    JiG.— 
II.  Teil:    Aufgaben    zur  Anwendung  der  Integralrechnung,    üe wohnliche  Differential- 
gleichungen.    [In  Vorbereitung.] 

Burkhardt,  H.,  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential- 
und  Integralrechnung  und  ihre  Anwendung  zur  Beschrei- 
bung von  Naturerscheinungen.  Mit  38  Figuren,  gr.  8.  1907. 
In  Leinwand  geb.  J(.  6. — 

Dziobek,  O.,  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrech- 
nung.    Mit  150  Figuren.     1910.     In  Leinwand  geb.  J(.  16.— 

Grundlehren  der  Mathematik.     Für  Studierende  und  Lehrer.    In 
2  Teilen.     Mit  vielen  Figuren,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 
I.  Teil:   Die  Grundlehren   der  Arithmetik  und  Algebra.    Be- 
arbeitet von  E.  Netto  und  C.  Färber.     2  Bände. 

I.  Band:    Arithmetik.   Von  Dr.  Carl  Färber,  Professor  an  der  Luisenstädtischen 
Oberrealschule   in   Berlin.     Mit   9    Figuren.     1911.    Jl  9. — 
11.      —        Algebra.     Von  E.  Netto  in  Gießen.     [In  Vorbereitung.] 

IL  Teil:   Die  Grundlehren  der  Geometrie.   Bearbeitet  von  W.  Frz. 
Meyer  und  H.  Thieme.     2  Bände. 

I.Band:    Die   Elemente   der   Geometrie.     Von  Prof.  Dr.  Hermann  Thieme, 
Direktor  des  Realgymnasiums  zu  Bromberg.    Mit  323  Figuren.    1909.    Jl  9. — 

II.  —         Die  geometrischen  Gebilde  vom  Standpunkte   der  Verwandt- 

schaften.    Von  Frz.  Meyer  in   Köi  igsberg  i.  Pr.     [In  Vorbereitung.] 

Klein,  Felix,  autographierte  Vorlesungshefte.     4.     Geh. 

Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie,  eine  Revision  der 
Prinzipien  (S.-S.  1901).     Neuer  Abdruck  1907.     .//.  10.— 

Kowalewski,  G.,  Grundzüge  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung.   Mit  31  Figuren,    gr.  8.    1909.    In  Leinwand  geb.  ..^  12. — 

die  komplexen  Veränderlichen  und  ihre  Funktionen. 

Fortsetzung  der  Grundzüge  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung, zugleich  eine  Einführung  in  die  Funktionen- 
theorie. Mit  124  Figuren,  gr.  8.  1911.  Geh.  J6  12.—,  in  Lein- 
wand geb.  JC  13. — 

Petit-BoiSjG.,  Tafeln  unbestimmter  Integrale.  4.  1906.  Geh.  Ji  8.— 

Serret-ScheflFers,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung. Nach  Axel  Harnacks  Übersetzung  neu  bearbeitet  von 
G.  Scheffers.    In  3  Bänden,    gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Differentialrechnung.     4.  u.  5.  Aufl.     Mit   70   Fig.     1908.    M  13.— 
n.      —       Integralrechnung.     4.  u.  5.  Auflage.    Mit  108  Figuren.    1911.    M  13.— 

III.  —       Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung.   S.Auflage. 

Mit  63  Figuren.     1909.     M  13.— 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker.  Unter  Mitwirkung 
von  zahlreichen  Fachgeuossen  herausgegeben  von  F.  Auerbach  und 
R.  Rothe.  IL  Jahrgang  1911.  Mit  einem  Bildnis  H.  Minkowskis.  8. 
1911.    In  Leinwand  geb.  JC  7.—     [Jahrg.  III  erscheint  im  Nov.  1912.] 

Tesar,  L.,  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Mit  83  Figuren  im  Text.     gr.  8.     1906.     Kart.  ^  2.20. 

Wallenberg-,  G.,  Theorie  der  linearen  Differenzengleichungen. 
Unter  Mitwirkung  von  Professor  Alf  Guldberg  in  Christiania.  Mit 
5  Figuren,     gr.  8.     1911.     Geh.  ^-^  10. — ,  in  Leinwand  geb.  oft   11. — 

V.  Weber,  E.,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleiciiungen  erster  Ord- 
nung,    gr.  8.     1900.     In  Leinwand  geb.  J(  24. — 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Mathematische  Bibliothek 

Gemeinverständüche  Darstellungen  aus  der  Elementar-Mathe- 
matik  für  Schule  und  Leben. 

Unter  MitwirkuDg   von  Fachgenossen   heran sgege1)eu  von 

Dr.  W.  Lietzmann  und  Prof.  Dr.  A.  Witting. 

Die  Sammlung  bezweckt,  allen  denen,  die  Interesse  au  der  Mathematik  im  weitesten 
Sinne  des  Wortes  haben,  in  angenehmer  P'orm  zu  ermöglichen,  sich  über  das  gemeinhin 
in  den  Schulen  Gebotene  hinaus  zu  belehren  und  zu  unterrichten.  Die  Bändchen  geben 
also  teils  eine  Vertiefung  und  eingehendere  Bearbeitung  solcher  elementarer  Probleme,  die 
allgemeinere  kulturelle  Bedeutung  oder  besonderes  mathematisches  Gewicht  haben,  teils 
sollen  sie  Dinge  behandeln,  die  den  Leser  —  ohne  zu  große  Anforderungen  an  seine 
mathematischen  Kenntnisse   zu  stellen  —  in  neue  Gebiete  der  Mathematik  einführen. 

In  Kleinoktav-Bändchen  kartoniert  je  JC  — .80. 

Bisher  erschienen: 

1.  E.  LÖfFler,  Ziffern  und  Ziffernsysteme  bei  den  Kulturvölkern  in  alter  und  neuer  Zeit.   191:!. 

2.  H.  Wieleitner,   der  Begriff  der  Zahl   in   seiner   logiäohen  und  historischen  Entwicklung. 
Mit  10  Figuren.     1911. 

3.  W.  Lietzmann,    der  pythagoreische   Lehrsatz    mit   einem   Ausblick   auf  das   Fermatsche 
Problem.     Mit  44  Figuren.     1912. 

4.  0.  Meißner,    Wahrscheinlichkeitsrechnung   nebst  Anwendungen.     Mit   i!   Figuren.     1912 

5.  H.  E.  Timerding,  die  Fallgesetze.     Mit  20  Figuren.     1912. 

6.  lÄ.  Zacharias,  Einführung  in  die  projektive  Geometrie.     1912. 

7.  H.  Wieleitner,  die  sieben  Rechnungsarten  mit  allgemeinen  Zahlen.     1912. 

Weiter   sind   außer    einigen   Bändchen    der    biogr. -histor.    Gruppe    zunächst  in   Aussicht 

genommen  bzw.  *  unter  der  Presse: 

E.Bentel,  die  Quadratur  des  Kreises.  A.  Witting,  abgekürztes  Rechnen. 

W.  Lietz  mann,  d.Eulerscho  Polyedersatz.         graphische  Darstellungen. 

*P.  M  eth  ,  die  Theorie  d. Planetenbewegung.         ♦ Infinitesimalrechnung. 

A.  Schreiber,    Ortsbestimmung    auf  dem         und  M.  Gebhardt,  Beispiele  zur  Ge- 

Laude,  zur  See  und  in  der  Luft.  schichte  der  Mathematik. 

H.  Wieleitner,  elementare  Mengenlehre.  P.  Z  üh  Ike,  stereometrischeKonstruktionen. 
M.  Winkelmann,  der  Kreisel. 

Dr.  W.  Ahrens: 

Mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele 

2.,   verm.  u.  verb.  Auflage.     In   2  Bänden.     I.  Band.     Mit  200  Figuren. 
8.     1910.      In  Leinwand  geb.  Jl  7.50.     II.  Band  in  Vorb. 

„  .  .  .  Der  Verfasser  wollte  sowohl  den  Fachmann,  den  der  theoretische  Korn  des  Spieles 
interessiert,  als  den  mathematisch  gebildeten  Laien  befriedigen,  dem  es  sich  um  ein  an- 
regendes Gedaukenspiel  handelt;  und  er  hat  den  richtigen  Weg  gefunden,  beides  zu  er- 
reichen. Dem  wissenschaftlichen  Interesse  wird  er  gerecht,  indem  er  durch  die  sorgfaltig 
zusammengetragene  Literatur  und  durch  Einschaltungen  mathematischen  Inhalts  die  Be- 
ziehungen zur  Wissenschaft  herstellt;  dem  Nichtmathematiker  kommt  er  durch  die  treff- 
lichen Erläuterungen  entgegen,  die  er  der  Lösung  der  verschiedenen  Spiele  zuteil  werden 
läßt,  und  die  er,  wo  nur  irgend  nötig,  durch  Schemata,  Figuren  und  dergleichen  unter- 
stützt." (Prof.  Czuber  in  der  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen.) 

Scherz  und  Ernst  in  der  Mathematik 

Geflügelte  und  ungeflügelte  Worte 

gr.  8.     l'JU4.     In  Leinwand  geb.  JiS. — 

„Ein  ,Büchmann'  für  das  Spezialgebiet  der  mathematischen  Literatur.  .  .  .  Manch  ein 
kurzes  treffendes  Wort  verbreitet  Licht  über  das  Streben  der  in  der  mathematischen  Wissen- 
schaft führenden  Geister.  Hierdurch  aber  wird  das  sorgfältig  bearbeitete  Ahrenssche  Werk 
eine  zuverlässige  Quelle  nicht  allein  der  Unterhaltung,  sondern  auch  der  Belehrung  über 
Wesen,  Zweck,  Aufgabe  und  Geschichte  der  Mathematik." 

(J.  Norrenberg  in  der  Monatsschrift  für  höhere  Schulen.) 


68« 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


